Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2012  with  funding  from 

University  of  Toronto 


http://www.archive.org/details/uvrescompltesdet02stie 


ŒUVRES  COMPLETES 


DE 


THOMAS  JAN  STIELTJES. 


ŒUVRES  COMPLÈTES 


DE 


THOMAS  JAN  STIELTJES 


PUBLIEES    PAR    LES    SOINS    DE    LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  D'AMSTERDAM 


TOME  II 


GRONINGEN 

P.    NOORDHOFF 
1918 


^Jy      flMUIOTKfCUES 


fr  UBRAfitES 


SCIENTIAE      J 


iVH 


AVERTISSEMENT. 


Nous  donnons  ci-après  la  seconde  et  dernière  partie  du  recueil  des  Oeuvres 
complètes  de  StieVjes.  La  publication  du  présent  tome  s'est  trouvée,  à  notre 
grand  regret,  retardée  par  diverses  difficultés  exceptionnelles,  nées  des  événe- 
ments actuels.  Certaines  pièces  contenues  dans  ce  volume,  nous  paraissent 
appeler  les  observations  suivantes. 

Dans  les  papiers  laissés  par  Stieltjes,  nous  avons  trouvé  trois  mémoires 
N"  82 — 84,  dont  l'intérêt  nous  a  semblé  suffisant  pour  justifier  leur  insertion 
dans  ce  recueil.  Le  premier  de  ces  mémoires  n'étant  pas  entièrement  achevé, 
nous  nous  sommes  permis  de  le  compléter  par  l'adjonction  du  dernier  para- 
graphe (9).  Diverses  Notes  terminent  le  volume.  Celles  que  nous  appelons 
„Notes  de  l'auteur"  ont  été  trouvées,  écrites  de  sa  propre  main,  en  marge 
de  certaines  de  ses  mémoires  imprimés,  tandis  que  les  Notes  (C)  sont  celles 
que  M.  Cosserat  a  ajoutées  à  sa  Notice  sur  les  travaux  scientifiques  de 
T.  J.  Stieltjes. 

Comme  cet  oeuvre  touchait  à  son  terme,  nous  avons  eu  à  déplorer  la  perte 
de  M.  E.  F.  van  de  Sande  Bakhuyzen  qui  formait  avec  nous  la  Commission 
chargée  de  la  présente  publication.  La  collaboration  du  défunt  nous  avait  été 
d'autant  plus  précieux  qu'il  fut  jadis  l'ami  intime  de  Stieltjes.  Il  était  aussi 
le  notre,  et  c'est  à  ce  titre  que  nous  avons  pu  appécier  les  hautes  et  rares 
qualités  de  notre  collègue,  et  que  nous  tenons  à  rendre  à  sa  mémoire  l'hom- 
mage de  nos  profonds  regrets. 

W.  Kapteyn. 

J.  C.  Kluyver. 
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XLVIII. 

(Paris,   C.-R.   Acad.  Sei  ,    102,    1886,   805.) 


Sur  le  nombre  des  pôles  à  la  surface  d'un  corps  magnétique. 

(Note,  présentée  par  M.  Hermite.) 

La  remarque,  due  à  Gauss,  que  l'existence  de  deux  pôles  Nord  à  la 
surface  de  la  Terre  entraînerait  nécessairement  celle  d'un  pôle  neutre, 
a  été  généralisée  par  M.  Betti  (Teorica  délie  forze  Nevvtoniane).  En 
considérant  un  corps  magnétique  limité  par  une  seule  surface  fermée 
simplement  connexe,  il  démontre  que  le  nombre  total  des  pôles  est  pair. 

La  méthode  la  plus  simple  pour  traiter  cette  question  a  été  donnée 
par  M.  Reech  dans  un  article  inséré  dans  le  Cahier  XXXVII  du  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique.  L'auteur  y  considère  spécialement  les  maxima 
et  minima  de  la  fonction  Vx2  -j-  y2  -f-  z2  à  la  surface  d'un  corps ,  mais  le 
raisonnement  est  général  et,  en  l'appliquant  au  cas  d'un  corps  magné- 
tique, le  résultat  de  M.  Reech  consiste  en  ce  que  le  nombre  total  des 
pôles  neutres  est  surpassé  de  deux  unités  par  le  nombre  total  des  autres 
pôles.  Ce  résultat  comprend  en  particulier  la  proposition  de  M.  Betti. 

En  modifiant  légèrement  le  raisonnement  de  M.  Reech ,  on  peut 
aussi  traiter  par  cette  méthode  le  cas  où  la  surface  fermée  qui  limite 
le  corps  est  2  A  -j-  1  fois  connexe.  On  trouve  alors  que  généralement 
le  nombre  des  pôles  neutres  diminué  du  nombre  des  autres  pôles  est 
égal  à  2  k  —  2.  Comme  il  y  a  toujours  au  moins  un  pôle  boréal  et  un 
pôle  austral ,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  pôles  neutres  est  au  moins 
égal  à  2  k. 


Il 


XLIX. 

(Ann.  Sei.  Éc.  norm.,  Paris,  sér.  3,3,  1886 ,  201  —  258.) 


Recherches  sur  quelques  séries  semi-convergentes. 

Thèse  de  doctorat. 

Introduction. 

Nous  allons  indiquer  en  quelques  mots  le  but  et  les  principaux  ré- 
sultats de  ce  travail  qui  est  consacré  à  l'étude  de  quelques  séries  semi- 
convergentes ,  en  considérant  exclusivement  les  valeurs  réelles  et. 
positives  de  la  variable. 

On  rencontre  souvent ,  en  Mathématiques ,  des  développements  de 
la  forme 

(A) F(a)  =  m0+^  +  *  +  f»  +  ..., 

que  l'on  ne  pourrait  continuer  indéfiniment  s'il  s'agissait  d'un  calcul 
numérique,  la  série  étant  divergente.  Néanmoins  un  tel  développement 
a  un  sens  précis  et  Ton  doit  regarder  la  formule  (A)  comme  une  ma- 
nière symbolique  d'exprimer  que,  pour  a=  00, 

lim  F  (a)  =  m0 , 
lim  a  [F  (a)  —  w?0]  =  mx , 


lima2 


F(a)-w0  —  — l 


=  fw2> 


Ce  sont  les  développements  qui  présentent  ce  caractère  que  nous 
avons  en  vue.  Si  l'on  veut  se  servir  de  la  formule  (A)  pour  évaluer 
F  (a),  on  ne  pourra  le  faire  d'une  manière  sûre,   qu'après  une  discus- 


RECHERCHES   SUR   QUELQUES  SÉRIES   SEMI-CONVERGENTES.  3 

sion  du  terme  complémentaire  qu'il  faut  ajouter  à  un  nombre  fini  de 
termes.  Mais  cette  discussion  présente  presque  toujours  de  très  grandes 
difficultés,  si,  du  moins,  on  ne  veut  se  contenter  d'évaluations  trop 
grossières  qui  auraient  peu  d'utilité,  et  c'est  seulement  dans  quelques 
cas  où  les  coefficients  m0,  mlt  m2,  ...,  suivent  une  loi  simple  qu'on  a  pu 
faire  cette  discussion. 

Notamment  on  a  trouvé,  dans  plusieurs  cas  où  les  coefficients  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs,  que  la  valeur  exacte  de  F  (a)  est 
comprise  toujours  entre  la  somme  de  n  et  de  n  -f-  1  termes  de  la  série, 
et  l'on  a  introduit,  précisément  à  l'occasion  des  séries  qui  présentent 
cette  circonstance  particulière,  le  nom  de  série  semi-convergente.  Mais, 
comme  nous  venons  de  l'indiquer,  nous  avons  pris  ce  terme  dans  une 
acception  plus  générale ,  et  nous  avons  étudié  aussi  quelques  cas  dans 
lesquels  les  coefficients  m0,  m1,  m2,  .  • .  ont  tous  même  signe. 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  série  semi-convergente  de  pre- 
mière espèce,  ou  même  simplement  par  série  de  première  espèce,  une 
série  telle  que  (A),  dans  laquelle  le  signe  des  coefficients  est  alternati- 
vement positif  et  négatif,  pour  réserver  le  nom  de  série  de  seconde 
espèce  au  cas  où  les  coefficients  ont  même  signe. 

Les  cas  de  séries  de  seconde  espèce  qu'on  a  déjà  traités  semblent 
assez  rares,  et  à  la  vérité  nous  n'en  avons  rencontré  qu'un  seul  dû  à 
M.  Schlömilch  et  sur  lequel  nous  reviendrons.  Mais  les  séries  de  se- 
conde espèce  donnent  lieu  à  quelques  remarques  générales  que  nous 
allons  développer,  en  envisageant  pour  plus  de  précision  la  série  sui- 
vante, que  l'on  rencontre  dans  l'étude  du  logarithme  intégral  : 


1,1,1.2.  1  .  2  .  . .  (n  —  i)   ,    R  ' 


li(e«)  =  ta 

=  e-CTx  +T.  +  T.+  .  • .  +  T„  +  Rn]. 

Supposons  a  très  grand:  les  termes  diminuent  d'abord  pour  croître 
ensuite  au  delà  de  toute  limite.  Soit  T„  le  plus  petit  terme  ,  alors  les 
termes  T„_i,  Tn_2,  .  .  . ,  Tn_*  diffèrent  très  peu  de  TM  et 

Rn-i  =  Tn  _  fc  + 1  4"  •  •  •  ~h  T\i  4"  R»*- 

On  voit  par  là  qu'au  moins  une  des  quantités  R»-*,  R«  surpassera  en 
valeur  absolue  JäT„_*  +  i  ou  {  kTn,  et  comme  le  nombre  k  peut  avoir 
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une  valeur  finie  quelconque,  il  est  évident  qu'en  cherchant  dans  le  cas 
actuel  une  valeur  approchée  de  Rn,  il  est  impossible  d'arriver  à  un 
résultat  aussi  simple  que  celui  auquel  on  est  arrivé  pour  beaucoup  de 
séries  de  première  espèce  où  le  reste  Rn  est  inférieur  en  valeur  absolue 
à  T„.  On  voit  en  effet  que ,  dans  le  cas  actuel ,  R„  pourra  surpasser  en 
valeur  absolue  un  nombre  quelconque  de  fois  Tn.  Ainsi  une  expression 
approchée  du  reste,  qui  ne  ferait  pas  connaître  d'avance  le  signe  de 
cette  quantité ,  donnera  toujours  des  limites  trop  étendues  et  qui  ne 
permettent  point  de  tirer  tout  le  parti  possible  de  la  série. 

Ces  considérations  indiquent  déjà  une  autre  manière  d'envisager  la 
question,  et,  dans  le  cas  des  séries  de  seconde  espèce,  nous  considérons 
que  le  vrai  problème  à  résoudre  est  la  détermination  du  rang  du  reste 
R„  qui,  pour  la  première  fois,  a  changé  de  signe.  Il  est  évident  en 
effet  que  Rw  varie  toujours  dans  le  même  sens,  en  sorte  que  l'équation 
R„  =  0  admet  une  seule  racine.  Soit  n  le  premier  nombre  entier  supé- 
rieur à  cette  racine  :  alors  il  est  clair  qu'on  obtient  pour  la  valeur  exacte 
cherchée  deux  limites  dont  la  différence  est  T„.  Il  serait  donc  à  désirer 
que  ce  changement  de  signe  de  Rn  eût  lieu  dans  le  voisinage  du  plus 
petit  terme ,  et ,  dans  tous  les  cas  que  nous  avons  étudiés ,  nous  avons 
toujours  vu  se  présenter  cette  circonstance  favorable. 

Lorsqu'on  réussit  à  résoudre  l'équation  transcendante 

Rw  —  0, 

dans  laquelle  on  considère  n  comme  une  variable  continue,  avec  une 
approximation  telle,  que  l'erreur  de  la  valeur  obtenue  N  soit  seulement 
une  petite  fraction  ,  on  peut  aller  plus  loin  et  obtenir  une  valeur  appro- 
chée dont  l'erreur  sera  seulement  une  fraction  assez  faible  de  T„.  Soient 
en  effet 

N  =  n-fA,  ÜS2<1, 

alors  cette  valeur  approchée  sera 

T1  +  T8+:..  +  T»-hiT.+i. 

Surtout  lorsque  n  est  grand,  on  peut  compter  d'obtenir,  en  procé- 
dant ainsi,  une  réduction  notable  de  l'erreur.  On  s'en  rend  compte 
aisément  en  observant  que  la  ligne  dont  l'équation  serait  y  =  RM  doit 
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présenterun  point  d'inflexion  dans  le  voisinage  de  n  —  N,  parce  qu'on  se 
trouve  en  même  temps  dans  le  voisinage  du  mini  m  um  de  Tn  =  RM_i —  Rn. 
La  solution  approchée  de    l'équation  R„  =  0  se    présente    toujours 
sous  la  forme 

(B) «  =  «  cl  -f  a0  -f   '''   -f   j  -f  .  .  .  ; 

lh  Cc 

mais  souvent  il  est  plus  commode  de  considérer  a  comme  inconnue,  et 
de  calculer  d'abord  les  coefficients  ß ,  /?0,  ...  du  développement 

(C) <*  =  ßn  +  ß0  +  A  +  $+.... 

On  en  déduit  ensuite  facilement  le  développement  (B).  Ces  séries 
(B)  et  (C)  présentent  le  même  caractère  que  la  série  (A);  nous  calcu- 
lons quelques-uns  des  premiers  coefficients:  ces  coefficients  ne  suivent 
aucune  loi  simple  et  leur  calcul  devient  bientôt  très  pénible.  Il  paraît 
donc  que  nous  avons  réduit  ainsi  la  discussion  de  la  série  (A)  au  pro- 
blème beaucoup  plus  compliqué  de  discuter  la  série  (B).  Mais  évidem- 
ment on  ne  demande  qu'avec  une  approximation  assez  faible  la  racine 
de  Rn  =  0,  et,  comme  l'exactitude  de  la  formule  (B)  croît  nécessaire- 
ment lorsque  n  augmente ,  il  suffit  de  se  rendre  compte  par  un  calcul 
numérique  de  l'approximation  de  ces  formules  (B)  et  (C),  en  attribuant 
à  a  ou  à  n  des  valeurs  beaucoup  plus  petites  que  celles  pour  lesquelles 
on  se  servira  de  la  série  semi-convergente  donnée.  L'approximation 
obtenue  est  toujours  largement  suffisante. 

Comme  nous  l'avons  dit,  nous  considérons  la  solution  approchée 
de  Rn  =  0  comme  le  problème  principal  à  résoudre  dans  le  cas  d'une 
série  de  seconde  espèce.  Nous  obtenons  cette  solution  en  considérant 
en  particulier  le  reste  R„  d'un  terme  Tn  dans  le  voisinage  du  plus  petit 
terme,  et  en  développant  RM  lui-même  en  série  semi-convergente  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  n.  Dans  quelques  cas  où  l'on  aurait 
besoin  d'une  exactitude  exceptionnelle ,  on  pourrait  se  servir  de  ce 
développement  pour  calculer  avec  une  grande  exactitude  la  valeur 
de  R». 

Mais,  dans  la  plupart  des  cas,  on  n'aura  pas  à  continuer  la  série 
jusqu'au  point  où  R„  change  de  signe,  car  on  obtiendrait  ainsi  une  ap- 
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proximation  beaucoup  trop  grande.  On  peut  souhaiter  alors  de  savoir 
quelle  est  à  peu  près  l'erreur  en  s'arrêtant  à  un  terme  quelconque. 

Très  souvent  les  termes  que  l'on  calcule  diminuent  si  rapidement, 
que  l'on  peut  négliger  le  reste  ;  au  besoin  on  calculerait  avec  une  op- 
proximation  plus  grande  qu'on  n'en  a  besoin.  Et  dans  le  cas  où  l'on 
serait  obligé  de  pousser  le  calcul  si  loin  que  les  termes  ne  diminuent 
plus  rapidement,  alors  la  connaissance  exacte  du  terme  où  il  faut  ar- 
rêter le  développement  permettra  facilement  d'évaluer  approximative- 
ment les  termes  négligés. 

Dans  le  cas  des  séries  de  première  espèce,  on  a  ordinairement  cherché 
à  déterminer  le  plus  petit  terme:  mais  on  peut  aussi  envisager  (comme 
on  l'a  déjà  fait)  la  question  d'une  manière  un  peu  différente  et  rétablir 
ainsi,  jusqu'à  un  certain  point,  l'analogie  avec  les  séries  de  seconde 
espèce. 

Soit 

Tj-Tg-f.    .±TW=FR„ 

une  telle  série,  Tx,  T2,  . . . ,  T„,  R„  étant  positifs  Remarquons  d'abord 
que  la  circonstance  que  R„  est  positif  entraîne  déjà  nécessairement  que 
R„  est  inférieur  à  Tn  et  Tn  +  i;  car  la  relation 

Rn  —  1  -f"  Rw  =  Tn 

montre  que  Rn_i  et  R„  sont  inférieurs  à  Tn. 

Maintenant,  au  lieu  de  chercher  le  plus  petit  terme,  on  peut  se  pro- 
poser de  trouver  le  minimum  de  Rw,  en  sorte  qu'on  est  conduit  à  con- 
sidérer l'équation  transcendante 

'      dRn=0 

dn  ' 

qu'on  pourra  remplacer  aussi  avec  approximation  par  Rn_i  =  Rw. 

La   valeur  de  n  qu'on  en  tire  diffère  très  peu  du  rang  du  plus  petit 

terme,    circonstance    qui    permet    d'expliquer   la   remarque    suivante 

qu'on  a  faite  dans  quelques  cas  particuliers.  Supposons  que  la  racine 
j     d  Rw 

"dn   =      tombe  entre  w  —  1  et  w.    Alors  on  aura,  d'une  manière 

approchée,  R„_l  =  R„,  et  Terreur  sera  seulement  une  fraction  faible 
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de  Rn.  On  en  conclut  qu'on  a  aussi  à  peu  près  R„  =  |  Tw,  en  sorte  que 
l'erreur  de  l'expression 

Tl  —  T2  +  ...±T„_i=FJT„ 

sera  seulement  une  petite  fraction  de  Tn,  qui  est  d'autant  plus  faible 
que  n  est  plus  grand.  Ajoutons  qu'on  peut  aussi,  dans  le  cas  actuel, 
développer  Rn  en  série  semi-convergente,  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  n;  le  premier  terme  de  ce  développement  montre  alors 
qu'on  a 

lim  R„  :  T„  =  | 
pour  n  =  oo. 

Voici  maintenant  les  séries  dont  nous  avons  fait  l'étude.  Nous  avons 
peu  insisté  sur  les  séries  de  première  espèce.  Le  logarithme  intégral  nous 
a  fourni  le  premier  exemple  d'une  série  de  seconde  espèce.   Nous  con- 

..,  .      .  ,  r  ^   sin  au   .        rœu  cos  au  , 

sidérons  ensuite  les  transcendantes   /      -. — j — ç-au,   /      — — : — ?- du,  qui 

J      1  +  W  J       1  -f  u2         '  M 

0  0 

donnent  aussi  des  séries  de  seconde  espèce.  On  a  choisi  ces  intégrales, 
parce  que  le  résultat  auquel  on  est  conduit  nous  est  utile  encore  dans 
la  suite. 

Nous  arrivons  maintenant  à  un  exemple  tiré  de  la  théorie  de  la  fonc 
tion  r.  Après  avoir  rappelé  en  quelques  mots  le  résultat  principal  des 
nombreuses  recherches  auxquelles  a  donné  lieu  l'étude  de  la  série  qui 
sert  à  calculer  log  T(a),  nous  considérons  une  autre  série,  n'ayant  rien 
à  ajouter  à  un  sujet  qui  est  si  bien  exposé  dans  la  première  partie  du 
travail  de  M.  Bourguet  sur  les  intégrales  eulériennes.  La  considération 
de  log  V (ai)  conduit  à  une  série  de  seconde  espèce,  composée  des 
mêmes  termes  que  la  série  de  Stirling  dont  nous  faisons  l'étude.  Le 
résultat  auquel  nous  arrivons  permet  de  se  faire  une  idée  nette  de  la 

manière  dont  se  comporte  la  fonction  holomorphe  ,  lorsque  la  va- 

riable  z  décrit  l'axe  des  y. 

Nous  abordons  ensuite  l'étude  des  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle 

d2z  .     1  dz   .  _ 

da2       a  da 

qui  se  présente  dans  plusieurs  questions  de  physique  mathématique. 
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L'une  des  intégrales 

J  (a)  =  1  —  22  +  22    42  ~"  22  .  42  #  g2"  H"  •  •  • 


est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Poisson  a  donné  une  série  semi-con- 
vergente pour  calculer  J  (a)  dans  le  cas  où  a  est  très  grand.  Cette  série 
a  été  l'objet  d'un  travail  de  M.  Lipschitz  (Journal  de  Borchardt,  t.  56), 
qui  en  a  donné  le  premier  une  théorie  rigoureuse  Nous  reprenons 
l'analyse  de  M.  Lipschitz  :  une  modification  légère  nous  permet  de  pré- 
ciser encore  le  résultat  auquel  était  arrivé  le  savant  géomètre  allemand. 
Nous  obtenons  en  même  temps  une  série  semi-convergente  analogue, 
qui  permet  de  calculer  une  seconde  intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle. Toutes  ces  séries  sont  de  première  espèce. 

Nous  considérons  ensuite  les  deux  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle dans  le  cas  où  l'argument  est  de  la  forme  ai.  On  est  conduit  ainsi 
à  deux  séries  semi-convergentes  données  par  Riemann ,  qui  avait  ren- 
contré ces  fonctions  dans  une  question  de  physique  mathématique  (Zur 
Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringen ,  Oeuvres,  p.  54,  1855). 

L'une  de  ces  séries  est  de  première  espèce,  et  sa  discussion  n'offre 
pas  de  grandes  difficultés;  mais  la  fonction  J  (ai)  donne  cette  série  de 
seconde  espèce 


J  (ai) -6-I/   -l     fl-4-      12     4-        4-       l2-32...(2n-3)2        ,p 

J  {ai)-e  VïTTal1  +  iT8a  +  '  •  •  +  T^TTTT^] WW-1'  +  *" 

Dans  ce  cas,  la  résolution  approchée  de  l'équation  Rw  =  0  présente 
des  difficultés  que  nous  n'avons  pu  surmonter  que  par  une  analyse 
assez  délicate. 

Enfin  nous  étudions  un  cas  intéressant ,  donné  par  M  Schlömilch 
en  1861  ;  il  s'agit  d'une  série  de  seconde  espèce  qui  peut  servir  au  calcul 
de  la  fonction 

1    ea  —  1 

et  nous  obtenons  encore  dans  ce  cas  la  solution  approchée  de  l'équation 
transcendante  R„  =  0, 
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Etude  du  logarithme  intégral. 

1.     Le  logarithme  intégral   fournit  un  exemple  très    simple   d'une 
serie  de  seconde  espèce  que  nous  allons  discuter  avec  soin. 
Nous  partons  de  la  définition 

..  ra  du 

h  (a)  =  ƒ    : ; 

J    log  u 

o 

mais ,  dans  le  cas  a  >  1  que  nous  avons  en  vue ,   cette  définition  a  be- 
soin d'être  précisée  de  la  manière  suivante 


£=0  \J  lOg  M         J        lOg  U) 


En  remplaçant  l'argument  a  par  ea  et  en  posant  ensuite  u  =  ea(l-v\ 
il  vient 

/    ,~\  _  s  p  —  av  pao  p  —  av  \ 

(])-.....    li(e«)  =  e«(/       T=-Vdv+  J    Y^vdv} 

Nous  désignons  ici,  comme  toujours  dans  la  suite,  par  e  une  quan- 
tité positive  et  infiniment  petite. 
En  employant  maintenant  l'identité 

1  vn 

=  l  +  v  +  i?  +    ..-hl?""1  -h 


1  —  v  '        '         '     "    '  '    1  —  v' 

on  a  évidemment 

~1_£      A         a»l  f°°     >■  -    *  1.2...Ä 

0  l  +  £ 

et  il  vient 


ƒ!  —  c  «"  °°  1     2        A* 

vkb-avdv-\-l     vke~avdv=     '  k'^     , 


1     ,     1     ,    1.2.  .    1  .  2  . . .  («  —  1)  ' 

(2)    .    .    h  (en)  =  ea  —  -f  -g  H r  +  .  .  .  H V +  R" 

~\ —.  E  y.n  p  — av  f-ßicnp  —  a'c 

Un  = 


J         1  —  V  J      1  — V 


1  +  6 
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Comme  on  voit,  R»  est  ce  que  Cauchy  a  appelé  la  valeur  principale 

—+-         dv,  et   nous  retrouverons   dans   la  suite  constamment 
1  —  v 

o 

cette  forme  du  terme  complémentaire  des  séries  de  seconde  espèce. 
Cette  forme  même  de  R„  montre  bien  que  R„  va  toujours  en  diminuant 
lorsque  n  augmente. 

Nous  devons  nous  occuper  maintenant  de  la  résolution  approchée  de 
l'équation  RM  =  0.  Pour  cela  nous  posons  a  =  n-\-r}} 

0  1  +  s 

et  nous  développons  maintenant  Rn  en  série  semi- convergente  suivant 
les  puissances  descendantes  de  n.  Comme  on  suppose  que  rj  a  une  va- 
leur finie,  la  supposition  a  =  n  -J-  r\  indique  évidemment  que  nous 
considérons  le  reste  d'un  terme  Tn  dans  le  voisinage  du  plus  petit 
terme. 

Nous  aurons  à  appliquer  maintenant  les  méthodes  données  par 
Laplace  dans  la  Théorie  analytique  des  probabilités  pour  l'évaluation 
d'intégrales  qui  renferment  des  fonctions  élevées  à  une  très  haute  puis- 
sance. 

2.  Comme  il  s'agit  simplement  d'un  développement  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  n,  nous  pouvons  négliger  des  quantités  qui , 
par  rapport  à  celles  que  l'on  conserve ,  décroissent  plus  rapidement 
qu'aucune  puissance  négative  de  w.  C'est  pour  cette  raison  que  nous 
pouvons  considérer,  au  lieu  de  Rw,  l'expression 


ƒ 


l-ejyg-y*  fl  +  k  {ve-vn 

-5 e -r}v  dv -\-  /        -, e-7,vdv, 

1  —  v  ■    J  1  —  v 

h  et  k  étant  des  quantités  positives  finies,  d'ailleurs  arbitraires;   car 
nous  verrons  bientôt  que  les  parties  négligées  ainsi 


ƒ 


1-A  (v e~v)n  r00  (v p— v)n 


1-v    "        ■""  J      1-v 


ne  jouent  aucun  rôle  dans  le  développement  que  nous  avons  en  vue. 
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Considérons  maintenant  l'intégrale 


'&> 


ri — «  (v e~v)n 

/         V         e->>vdv. 

!  1  —  v 

"l  —  h 

La  fonction  ve~v  devient  maximum  pour  i?  =  l,  et  nous  posons 

v  e-v  =  e-l~xt,  \  —  v  —  t, 

(l  —  t)et  =  e~x\ 

Pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x,  on  peut  développer  t 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x 

t  =  ax  x  -j-  «2  z2  4"  a3  ^  +    •  •  > 

et  le  premier  terme  est  évidemment  V2  x  On  pourrait  exprimer 
a2,  a3,  ...  d'une  manière  indépendante  à  l'aide  de  la  série  de  Lagrange; 
mais  ,  comme  il  s'agit  ici  simplement  de  calculer  quelques  uns  des  pre- 
miers coefficients ,  une  relation  récurrente  semble  bien  préférable. 

On  trouve  t  v    =  2#(1  —  t),  et,   différentiant  n  fois,   puis  posant 

CL  X 

x  =  0,  t~0,  il  vient 

n^On-^in  —  1)  a2  on - 1  -j-  (w  —  2)asan-2-\-  ■  •  ■  -}-  lana1  =  —  2a„-\ 

(n  ^  2). 

En  partant  de  ffj  =  V2,  on  en  déduit  a2,  a3,  ...  et 

<  =     1  —  v  =  V2x  —  f  .x2+  rV^^  +  Ti*^« 
—  dv  =  {V2  —  %x+\  V2x2  +  Tf  ^  x3)  d  », 

En  observant  encore  que 

t-*v  =  e~Ve+Vt  =  e-ri[l  +  vV2x+{r]2—Zr))x2+(%r]s—lr]2+fari)V2x3-\-...] 

il  vient 

(4)   j-1-£^lZTe-r]vdv  =  e^a  jLe-.nx, [i+Ala;+A2^+A3a?+...]^l 

1-A  \\/\ 
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Au  A2,  A8,  . . . ,  étant  des  polynômes  en  rj.  La  limite  supérieure  L  de 
l'intégrale  au  second  membre  dépend  de  la  valeur  de  la  quantité  po- 
sitive h.  Nous  choisissons  maintenant  h  de  manière  que  la  série 
1  _}_  A1x-\-  A2x2-\-  . . .  reste  convergente  dans  tout  l'intervalle  d'inté- 
gration. De  cette  manière ,  h  a  une  valeur  positive  finie  tout  à  fait  in- 
dépendante de  ».  En  y  regardant  de  plus  près,  on  voit  même  que  h  est 
une  simple  constante  numérique,  indépendante  de  rj  aussi;  car  le  rayon 
de  convergence  de  la  série  e* *  —  1  -f  r\  V2  x  -f  . . .  ne  dépend  pas  de  rj. 


/l  +  k  (y  p  —  v\  n 
-y- e~ivdv  d'une  manière  ana- 


logue ,  nous  posons 

ve~v  =  e-x-x\  v  —  l  =  t, 

(1-f  t)e-t  =  e-x\ 
et  nous  obtenons  d'abord 

Z  —  (Xi  JO        '  Oc)  jO    — t~  CLo  PO  •  •  •  • 

fln  a2,  a3,  ...  ayant  les  mêmes  valeurs  que  précédemment.  En  achevant 
le  calcul  comme  tout  à  l'heure,  il  vient 

l™_±_e-vv^_e-aj  e-»"tl-A1x+A<ix*-A3a?+...-]^, 

Alt  A2,  ...  ayant  la  même  signification  que  dans  la  formule  (4).  La 
quantité  k  peut  être  choisie  de  manière  que  dans  le  second  membre  la 
limite  supérieure  de  l'intégration  est  de  nouveau  L. 

En  réunissant  les  deux  intégrales  (4)  et  (5),  on  voit  se  détruire  les 
parties  qui  deviennent  infinies  pour  e  =  0.  Après  cela,  on  peut  prendre 
e  =  0,  et  il  vient 

J  1  —  v  ■     J  1  —  V 

(6)    •     •    .j    -" 

i     =2e~a  f    e~n^\_Ax-\-  A3x2 -\- Abx*  +  . .  .~]dx. 

ƒ00 
e~nx'xk  dx  converge  vers  zéro  pour  w  =  oo 
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plus  rapidement  qu'aucune  puissance  négative  de  n.   La  valeur  appro- 
chée du  second  membre  est  donc 


2e~a  H  e~nxt  Aldx=Ale~a  1/ 


ou 

12  71 

n 


(,-i),-f 


Il  est  facile  de  voir  maintenant  que  les  parties  que  nous  avons  négli- 
gées, 

ç\-h(v  e-vyi  ,ao         (ve-v}n 

/        A: —e~r>v  dv    et       /         \ —  e-ivdv, 

J  1  —  v  J  1  —  v 

0  1  +  A 

n'ont,  en  effet,  aucune  influence  sur  le  développement  de  Rn  suivant 
les  puissances  descendantes  de  n.  En  effet,  dans  la  première  intégrale, 
la  plus  grande  valeur  de  ve  ~v  est  égale  à  <9e-1,  O  étant  une  fraction 
positive,  inférieure  à  l'unité.  On  en  conclut 

rl  -  h  (v  p  —  v\n  fin  .1  fin  r\ 

/  1  —  v   e~r]Vdv  <Xg~n  /    e~~Vil-u)du=-h-e~a       e+iudu, 

0  h  h 

et  la  fraction  &n  décroît  plus  rapidement  qu'aucune  puissance  négative 
de  n.  Quant  à  la  deuxième  intégrale,  en  posant  v  =  1  -f-  w,  on  voit 
qu'elle  est  inférieure  en  valeur  absolue  à 


e-j-  (    0--\-u)ne-nue-r>udu. 

'k 

Soit  r  la  quantité  positive  supérieure  à  l'unité,  qui  satisfait  à  la  re- 
lation 

k 

alors  on  a  évidemment 

M 

l-f-w<er     pour    w>Ä 
et ,  par  conséquent , 


e~a 

k 


f    (l+uye-»ne-'iudu<?j-        e        \     r>         du. 
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Le  facteur  qui  multiplie  e~a  décroît  encore  plus  rapidement  que 
toute  puissance  négative  de  n,  et,  ainsi,  l'équation  (6)  fournit  le  déve- 
loppement cherché 


ou 


(7) 


*=*-'^K  +  (W*+S'  +  B5>) 


-)1 

540/  n 


^  \40  ^        24  ^  ^  72  ^       24  ^  ^  288  ^  ^  6048  j  n2  ^ 

On  en  conclut  que  la  valeur  de  77,  qui  donne  R„  =  0,  est  susceptible 
d'un  développement 

dont  on  détermine  les  coefficients  en  substituant  dans  l'expression  pré 
cédente  et  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de 

— -    Nous  avons  posé  a  =  n-\-fj,  et  la  racine  de  l'équation  R„  =  0  est 
donc  égale  à 

(8) «  =  *  +  &  +  ■£  +  $■  +  ■.., 

A>  =  +3-, 

R  1M 


25515  » 
d'où  l'on  déduit  encore 

0» »=—• î-î^+    I6 


3       405  a    '    25515  a'2 


4.  Pour  juger  de  l'approximation  avec  laquelle  nous  avons  résolu 
ainsi  l'équation  R„  =  0,  nous  mettons  en  regard  l'une  de  l'autre  la 
valeur  approchée  donnée  par  la  formule   (8)   pour   n  =  1 ,  2  avec  la 
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valeur  exacte  de  a,  calculée  à  l'aide  du  développement 

n.  Valeur  exacte. 

1 1,3472 

2 2,34155 

On  voit  que  l'approximation  obtenue  est  beaucoup  plus  grande  que 
cela  n'était  nécessaire. 

En  nommant  toujours  N  la  valeur  approchée  de  la  racine  de  RM  =  0, 
nous  résumons  ainsi  le  résultat  obtenu  : 


Valeur  approximative. 

Erreur. 

1,3459 

0,0013 

2,34141 

0,00014 

li(«a)  =  ea 


1         1  1.2...(n—  1) 

a        az  an 


m  x  8       ,         16 


3        405  a    '   25515  a2 

Ordre  d'approximation e"a  1/ 

Nous  avons  ajouté  comme  ordre  d'approximation  une  valeur  appro- 
chée du  premier  terme  qui  donnerait  une  valeur  trop  grande.  C'est 
donc  en  même  temps  la  limite  de  l'approximation  que  peut  donner  la 
série  semi- convergente,  dans  le  cas  où  l'on  n'a  pas  recours  au  calcul 
approché  de  R„.    En  multipliant  par  ert,  on  voit  qu'on  obtient  li  (ta) 

avec  une  erreur  de  l'ordre  1/—  • 

r    « 

Soit,  par  exemple, 

ea  =  10000000000, 
a  =  23,025851  . . . , 
N  =  22,692. 

On  doit  donc  prendre  vingt-deux  termes  de  la  série  et  ajouter  encore 
le  terme  suivant  multiplié  par  X  =  0,692,  d'après  le  procédé  que  nous 
avons  indiqué  dans  l'Introduction.  On  trouve  ainsi 

li  (10000000000)  =  455055614,2227  -f  0,5246  X  =  455055614,585. 

En  prenant 

n  —  23 ,  i}  =  0,02585  .  . , , 
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on  obtiendra  une  exactitude  un  peu  plus  grande  en  calculant  R23  par 
la  formule  (7);  nous  obtenons  ainsi  la  valeur  exacte 

li  (10000000000)  =  455055614,5866. 

Remarquons  que  l'emploi  de  la  série  semi-convergente  présente  ici 
un  avantage  réel  sur  l'emploi  de  la  série  convergente 

/*     i     i  i  ***  .  CL  .Cl  ■ 

®  +  loga  +   1.1!  +  2"^!  +  373"!"f---; 

car,  en  calculant  vingt- trois  termes  de  cette  série,  on  est  seulement  arrivé 
au  plus  grand  terme,  et  il  faudrait  pousser  beaucoup  plus  loin  le  calcul 
pour  obtenir  l'approximation  donnée  par  la  série  semi-convergente. 

5.  La  méthode  qui  nous  a  permis  de  résoudre  par  approximation 
l'équation  transcendante  Ew  =  0  nous  sera  encore  très  utile  dans  la 
suite;  mais  nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  que  dans  le  cas  actuel 
on  peut  donner  une  autre  forme  très  simple  au  terme  complémen- 
taire RM.  Cette  nouvelle  forme  va  nous  donner  aussi  une  autre  méthode 
pour  calculer  les  coefficients  du  développement 

On  a ,  en  supposant  0  <  b  <  a , 

li  (e«)  =  H  («*) -f  l"  —du, 

et  une  intégration  par  parties  donne 

li(ea)  =  t 


1,1,  1.2. ..(»-!) 


e 


(10) R»=1.2.3...n.e-fl  /     -hprdu, 

an  étant  une  constante  qu'il  faut  encore  déterminer.  Mais  il  est  évident 
que  an  n'est  autre  chose  que  la  valeur  de  a  qui  annule  RM,  et  que  nous 
savons  calculer  avec  une  grande  approximation  par  la  formule  (8) 

nu  i    1  8  184 

(U) fl"=,l+S+4Ö5*  -25515^  +  -    • 
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La  relation 

Rr»  —  i  =  TM  -j-  Rn 
revient  maintenant  à 

raeu    ,  ea    .         ra  eu     , 

J    un  a"    '       j    un  +  x 

\  - 1  a» 

d'où ,  pour  a  =  an, 

J     S*  ""  =  -*■ 

j  n 

°— i 

En  posant  u  =  n  -\-  v,  il  vient,  après  une  légère  réduction, 

p       ev  d  v  tp 


(12) 


P\n  ' 


en  écrivant 

\p  =  an     -n  =  ß0         -fA+A+A  +  mm 
y  n        n         n 

[*—«— î-*— a>—  i+— +~^- -  +  -    -^r    -  +  •■■■ 

En  développant  maintenant  les  deux  membres  de  (12)  suivant  les 
puissances  descendantes  de  n,  on  obtient  d'abord 


V  \n 


('  +  *) 

puis 


1     „  1        /      1    o       1    A  1    .   /l  1    .   .     1     (.\  I 


p_5  +  j(p3_98)l+...=  1  +  i.^l  +  .... 


En  substituant  pour  p  et  g  leurs  valeurs  (13),  on  obtient  d'abord, 
par  identification  du  coefficient  de  —  dans  les  deux  membres, 

La  comparaison  des  coefficients  de  -g,  -g,    ...    permet  ensuite  de 

calculer  sans  ambiguïté  par  des  équations  linéaires  les  coefficients  ßx , 
II  2 
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ß2, Nous  avons  retrouvé  de  cette  manière  les  valeurs  déjà  données 

de  ßx  et  ß2. 

6.     La  considération  de  la  fonction  H  (a),  pour  une  valeur  de  l'ar- 
gument inférieure  à  l'unité,   conduit  à   une  série  de  première  espèce. 

On  a 

-a,  e- m  rrx>e-avdv 

v       '  J       u  j       1  -\- v 

a  ü 

et  l'on  obtient,  par  une  intégration  par  parties  ou  par  le  développe 
1 


ment  de  ,    ,      , 

1    -j"  V 

(14)    .     \i(e-a)  =  —  e~a 

1         1        1.2 

9       1               '4                  ' 

a       ar        o. 

1 .  2  . . .  (n  — 

an 

1) 

4-  Rn 

Rn  =  1  .  2  .  3  . . 

rçoe-udu 

J       un  +  l 

a 

^oo^wg-at-^^ 
0 

Cette  série  ne  donne  lieu  à  aucune  remarque  particulière;  en  posant 
a  =  n-\-  rj ,  on  peut  développer  Rw  suivant  les  puissances  descendantes 
de  w,  à  l'aide  des  méthodes  de  Laplace  que  nous  avons  déjà  appliquées 
dans  le  cas  de  li  (ea);  on  trouve 

iw  V  nh+W1        iv        12    n 

(15)  . 

Ce  développement  présente  la  plus  grande  analogie  avec  la  formule 

(7);  dans  les  deux  cas,  e-a-[/ —  est  la  valeur  asymptotique  du  terme 

Tn;  mais  ici  En  ne  s'évanouit  pas  pour  une  valeur  finie  de  »;,  et  le  pre- 
mier terme  \  de  la  série  se  retrouve  généralement  dans  le  cas  d'une 
série  de  première  espèce. 

On  déduirait  sans  peine  de  cette  expression  de  R„  la  solution  appro- 
chée de  —5—  =  0.  Le  résultat  est 
dn 

a  —  n-\-- h  . . .  ou  n  =  a  —  T, ... 


RECHERCHES  SUR   QUELQUES  SÉRIES   SEMI-CONVERGENTES. 


19 


Étude  des  intégrales 


00  sin  au   ,        /°°  w  cos  au  , 
,i     ..  a«,  /     -7— j — -9   du. 
1  -f-  w  J       1  -f-  ** 

o 


ƒ    o  1*1»* 
.  j_2  du.  Au  lieu  d'intégrer  le  long  de 

l'axe  des  X,  de  O  vers  A  (Fig.  1),  on  pourra  effectuer  l'intégration  en 
suivant  le  chemin  OBCA,  en  ayant  soin  d'éviter  le  point  i  en  le  laissant 


Fig.  4. 


Y 
B 

+i 

c 

) 

0 

i 

k.      X 

à  gauche,  ce  qu'on  pourra  faire  en  décrivant  autour  de  ce  point  un 
demi- cercle  dont  nous  supposons  le  rayon  e  infiniment  petit.  Cette 
partie  de  l'intégrale  s'évalue  à 


teaui  \  r   du      _e~a  ._    n 


Les  intégrales  le  long  de  BC  et  CA  tendent  évidemment  vers  zéro 
lorsque  A  et  B  s'éloignent  indéfiniment,  en  sorte  qu'on  obtient 


/        14- «2  —  g"  e       +  / 


i-eie-avclv        r™  ie~avdv 
1— r2     +  j        l  —  v2     ; 


donc 
(16)     . 


f 


'  sin  au  du 

"T-|-~m2_ 


•1-s    e,~avdv 


00  e~avdv 


=  I  i  —  r'+l     "T= 


v< 


l  +  s 


On  trouve  d'une  manière  semblable  ,  ou  en  prenant  la  dérivée  de  (16) 
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par  rapport  à  a, 

r00  ucosaii  du  _     f^~s  ve~avdv   ,     r00  ve~av dv 
(17)     '     '      ■ƒ  1+n*       -J  -r^2-  +  J        i— «P 

En  employant  dans  le  second  membre  de  ces  formules  l'identité 
1  v2n 

il  vient 

fsinaw,  1,1-2  ,    1.2...(2n  — 2)      p 

o 
,«_.  i^Mcosa«  .  1        1.2.3   .  .    1.2...(2w— 1)   ,   _. 

<19>    -/    -T+Wdu==a*  +  --cë    +•••  +  "     -5îir     -  +  B-I 

o 

0  1  +  « 

Nous  devons  maintenant  obtenir  d'abord  le  développement  du  terme 
complémentaire  suivant  les  puissances  descendantes  de  n. 

8.     Pour  embrasser  en  même  temps  les  deux  cas,  nous  posons 

,-\-EVme-av  /•^•»r", 

&"  =    /  t—^    dV  +  /  i_v2    dV' 

et  fl  =  »i-f  j?. 

La  méthode  à  suivre  ne  se  distingue  en  rien  de  celle  que  nous  avons 
déjà  développée  à  l'occasion  du  logarithme  intégral,  et  il  suffira  donc 
d'indiquer  brièvement  les  calculs. 

Dans  la  première  intégrale 

/*-«  (vt~v)m 
J  i_y2  e-Wdv, 

0 

nous  posons 

ve-v  =  e-l~x\  \~v  =  V2x-{- ... 
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et  l'on  obtient 

/1-e    (ve~vY"  r  ri  r 

0  «VI 

At ,  A.2 , .  .  .  étant  des  polynômes  en  r\. 
Dans  la  seconde  intégrale 

i+e 
nous  posons 

ve-v  =  e-i~ï\  v—l=V2x-\-... 

et  l'on  obtient 

r00  Ivp  —  v\m  1  r  ri  -r 

/     -, — Lï-e-r>vdv  =  —  ire-a     e-m*(l—  A^x  +  A.x2  —  .  ..)--• 
J        1  —  z;2  2         j  l  ù  x 

Le  développement  de  Sm  se  trouve  maintenant  à  l'aide  de 

S,„  =  e-«  C  e-mr%{A1i-  Aax2-\-  AF)xi -{-... )dx, 

o 

s»=¥e"a|/£((A'+¥A»l+2-:-lA=i+---) 

ou  bien 


323  \    1 


(20  jSw=e_i4^h  +  i  +  (i^3-i^-ir/-i^)m  + 

(  +l40,?5—487?4^"l8,73"'"24,?2+  288  *  ~*~  12096/ m2 

/?  /? 

On  en  conclut  Sw  =  0  pour  r\  =  ßQ  -f  ~^~  +  "^f"  ou 

/on  1     i       199  6409 

(21) a  =  m  —  —  -|- 


6  ^  3240  m        408240  m2 


9.     Dans  le  cas  de  l'intégrale 

•°°  sin  au 


1  +  w2 
o 


du, 
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la  résolution  approchée  de  Rn  =  0  est  donc  donnée  par  les  développe- 
ments 

1  199  6409  _ 

(22) a  — 2m-  6  +648(J/i       1632960 n2' 

1  1  199 

<23> "=2a  +  12-6J807(  +  ---- 

t^  •  i  .       .      f30  sinaw  .  1 

Pour  n=l,  on  aurait,  d  après  (22),  la  racine  de    /      VA-tf  ^ 

o 

approximativement  égale  à  1,86012.  Pour  calculer  la    valeur   exacte, 

nous  observons  qu'on  déduit  de  la  formule  (16),  en  remplaçant  «   _    «3 

Par  2  1—  v"1"  2  1-f-v' 

/ "  f^2  dw  =  \ e-* li  (e-)  ~£*Mi  («-«), 

0 

en  sorte  que  l'équation  à  résoudre  par  approximation  est 

I  =  I  e-°  U  4-  loga+  rt  4-  —  +  —  + 
a  ~~  2  ^-1-ioga-h  !  -h  2>2!  +  3.3!  ^,- 

On  trouve  a=  1,85986  et  l'erreur  de  notre  formule  approchée  dans  ce 
cas  extrême  0,00026. 


10.     En  remplaçant,  dans  la  formule  (21),  m  par  2  n  -f-  1 ,  on  trouve 
que,  dans  le  cas  de  l'intégrale 

r°°  u  cos  au 

0  T 

la  résolution  approchée  de  R„  =  0  est  donnée  par  les  formules 

(24)     .     .       „  =  2K  +  |  +  Ä       '"  ««> 


6    '   3240  (2  n  -f  1  )       408240  (2  n  -f  l)2  ' 


mM  1  5  199 

(25) n  =  ~a 


2  12       6480a        

Ces  formules  donnent  une  approximation  largement  suffisante  ;  en 
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prenant  n  =  0  dans  (24),  on  aurait  0,87905  comme    valeur   approchée 
de  la  racine  de  l'équation  transcendante 


ƒ 


-uco^audu  =  _lb_ah{ea}_heah{e_a)  =  0 


La  valeur  exacte  est  0,87964. 

DÉVELOPPEMENT    EN    SERIE    SEMI-CONVERGENTE    DE   log  r  (a  i). 

11.  Avant  d'aborder  le  développement  de  log  r  (ai),  nous  croyons 
utile  de  résumer  ici  le  résultat  auquel  on  est  arrivé  par  l'étude  du  dé- 
veloppement de  logr(a),  en  renvoyant  d'ailleurs  pour  les  démonstra- 
tions au  travail  de  M.  Bourguet. 

Le  premier  travail  rigoureux  sur  ce  sujet,  qui  est  dû  à  Cauchy,  a  son 
point  de  départ  dans  cette  formule  à  laquelle  Binet  était  déjà  arrivé, 

(26)  logr(a)==(a-i)loga-a+ilog2^+JM(^^-i+|)^dw. 

"o 

Pour  obtenir  le  terme  complémentaire  sous  forme  finie ,  il  est  plus 
avantageux  de  partir  de  l'expression 

1   z00    du  I         1  \ 

(27)  logr(a)  =  (a-i)loga-a+*log2rc  +  -J     y^  logf^— ^-^), 

o 
et  l'on  trouve 


1   /•" 

*J      1 

o 


du 

log 


-f-  U2  \l  — e-2;tau 


B1  B2        ,  B  n  

•  \     —  ÏT2Tt  ~~  lïTta?  "r  •  *  '  ±  2n  -1  .2na2n~1  +    n' 

1    f»       W2"  /  1  \ 

Rn  =  —  /     t— i — -o  log  h du. 

71  J         1   -f-  U2       °  U — e-2jrait/ 
0 

M.  Bourguet  trouve  que  l'indice  du  plus  petit  terme  est  le  premier 

nombre  entier  supérieur  à  na  4-  -r  +  ^ —  ,  et  il  donne  comme  racine 

^  '    4       32  n  a 

approchée  de  R„ —  R«_i  =  0  l'expression 

_L   3  q 

na-\- 


4       32  TT  a 
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Un  conclut  de  ce  qui  précède  que  le  reste  du  plus  petit  terme  est,  à 
fort  peu  près,  égal  à  la  moitié  de  ce  terme.  En  posant  na  =  n  -f-  »;,  on 
peut  développer  Rn  suivant  les  puissances  descendantes  de  n.  Comme 
nous  aurons  à  exposer  plus  loin  un  calcul  analogue  dans  le  cas  du  terme 
complémentaire  d'une  série  de  seconde  espèce,  nous  nous  bornerons 
à  donner  ici  le  résultat  suivant 


ß  —  2jt  a 

(29)  /nn 


1  / 1  5  \  1 

2  +lT*-48)  r>  + 

(1     4       1     3      17    „       1  61  \   1     , 


On  peut  en  déduire  encore  sans  difficulté  la  résolution  approchée  de 

ÎRn 

an 


l'équation  - -\ —  =  0;  nous  trouvons 


1    .      13  1  13 

4        96  n  '    4        96  na 

12.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  du  développement  de 
logr(ûu).  Observons  d'abord  que,  d'après  la  définition  de  la  fonction 
r  adoptée  par  Gauss,  on  a 

£  a  i  log  n 

r  (ai)  =  Lim  -  — (w  =  oo  ). 

.«(.+aó(i+V).:.(i+ï) 

En  se  rappelant  la  loi  de  multiplication  de  deux  nombres  complexes  , 
on  en  conclut  qu'en  posant 

(30) r(ai)  =  Re0t, 

on  aura 


E=l:|/a--,.+^)(l  +  f)(.  +  |)...; 
c'est-à-dire 


(31) R=l/-7 — e 

f  a  (e  *  a  —  e  -  *  a) 

et  puis 

(32)     S  =  Lim  [a  log  n  +  |-  —  arc  tang  a  —  arc  tang  ~  — ...  —  arc  tang  —  ) 

(w  =  oo  ). 
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Il  faut  prendre  le  signe  supérieur  ou  inférieur  selon  que  a  est  positif 
ou  négatif,  et  les  arcs  doivent  être  pris  entre  les  limites  +   ^-  Dans  la 

suite  nous  supposerons  toujours  que  a  est  positif. 
Comme  l'on  a 

log  r  (a  i)  =  log  R  -f  S  i , 

on  voit  que  nous  aurons  à  nous  occuper  seulement  du  développement 
de  la  partie  imaginaire  &.  On  pourrait,  dans  cette  recherche,  partir  de 
l'expression  (32),  mais  il  est  beaucoup  plus  simple,  comme  nous  le 
verrons,  de  se  servir  de  la  formule  de  Binet 

1  1,1  \e~au 


logr(a)  =  (a-i)loga-a+ilog2^+/00(eM^.1-^4-Y)< 


u 


du. 


13.  En  établissant  cette  formule ,  on  a  en  vue  ordinairement  seule- 
ment les  valeurs  réelles  de  a.  On  voit  cependant  facilement  que  rien 
n'empêche  d'attribuer  à  a  une  valeur  imaginaire  quelconque,  à  la  con- 
dition toutefois  que  la  partie  réelle  de  a  soit  positive.  Les  logarithmes 
qui  entrent  dans  la  formule  ont  une  détermination  unique  par  la  con- 
dition même  que  la  variable  ne  doit  jamais  franchir  l'axe  des  y. 

Cependant,  comme  nous  voulons  changer  a  en  ai,  quantité  dont  la 
partie  réelle  est  nulle,  il  est  nécessaire  de  justifier  cette  opération. 

Evidemment,  cette  application  de  la  formule  de  Binet  sera  justifiée 
si  nous  faisons  voir  : 

1°    Que  l'intégrale 


J      \eu—  1        u    '    2/ 


-  aui 

-  du 
u 

'0 


a  un  sens  ; 

2°    Que  cette  intégrale  est  la  limite  vers  laquelle  tend 

r*  /      1  1         1  \  e-ôu-au« 

J    fcr=ï-ï  +  Tr  ^T  'du 

0 

lorsque  la  quantité  positive  b  décroît  indéfiniment. 

Le  premier  point  est  à  peu  près  évident,  car  la  fonction 


\eu— 1       u  T  2/  u  ~ £*  u2  +  4»2^2' 
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qui  entre  dans  les  intégrales 
/      \eu—  1        u    '    2/ 


1  1  \  sin  au 


1     .     1  \  cos  a  u  .  rf'  [      1  1    .    1  » 

0 


M 


d?e, 


est  positive  et  décroissante;  elle  devient  infiniment  petite  pour  u  =  <x> 
Le  second  point  à  établir  revient  à  montrer  que  les  intégrales 

M  =  /     ~—  (1  —  e~bu)  cos  au  du, 

ƒ  IA 


N== 


=ƒ 


(Jf  (M) 


M 


(1  —e_6M)  sin  aw  dn, 


où  nous  avons  posé 


1  1  _l  ! 


convergent  vers  zéro  en  même  temps  que  6. 


<p(u) 


Nous  remarquons  que  les  fonctions  <p  (u)  et sont  toujours  finies 


u 


et  décomposons  M  en  trois  parties 

1    y  (u) 


M1  =  l     -f-^ 'd  —  e~bu)  cos  au  du, 


M2  = 


■Il 


b<p{u) 
u 


ƒ00 

On  a  évidemment 


y  (m) 


(1  — e~ÔM)  cos  fl«  rfw, 


(l  —  e~bu)  cos  aw  dw. 


|  Mj  |  <  (\-e-h)Ç 


<p{u) 


u 


du, 


donc 
Ensuite 


lim  Ml  =  0        pour  6  =  0. 


.V! 


J         u  J         u 


M2  |  <(1—  e~^)<P 


(Ö  lQg  |/y . 
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£  désignant  une  valeur  entre  1  et  1/      .  On  en  conclut 

lim  M2  =  0. 
Quant  à  M3,  en  appliquant  le  second  théorème  de  la  moyenne, 

.6  ,r)  .  b 

/    fipo)  V  (%)  dx  =  f  (a)  /    y  (x)  dx-\-  f{b)i     y>(x)dx, 

a  a  y) 

où  la  fonction  f{x)  doit  varier  toujours  dans  le  même  sens, 


M, 


=  (1  —  e~^b)      -^^-^  cos  au  du  4-        XJ— -  cos  a u  d u. 

v  'lu  ■  J        u 


n 

Mais  l'intégrale  / cos  au  du  ayant  un  sens,  les  deux  intégrales 

*o 
qui  figurent  au  second  membre  convergent  vers  zéro  et  lim  M3  =  0. 

On  conclut  de  tout  ce  qui  précède  lim  M  =  0,  et  la  même  démonstra- 
tion s'applique  à  l'intégrale  N;  donc  aussi  lim  N  =  0. 

D'après  cela,  il  est  permis  de  changer  a  en  ai  dans  la  formule  de 
Binet,  et  nous  obtenons  ainsi 


l-±-L  cos  au  du, 

u 


(34)     .     .     .   6  =  a  log  a  —  a  —  ~    -  j 


<p(u) 


u 

0 


sin  au  du. 


14.     Nous  avons  à  transformer  d'abord  les  intégrales  qui  figurent 
dans  les  second  membres.  Soit 

J        u  ' 

0 

en  substituant    >    ,  2  _lT  2    2  au  lleu  de  <P  (M)>  nous  trouvons 

v _ .  v  r  2eauidu  ~  v  -  /'* e2anaui  d 


1       0 
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Nous  avons  vu  déjà  (n°  7)  qu'il  est  permis  de  remplacer,  dans  l'inté- 
grale 

/°°    g2ji  naui 
-= — î — 9   du, 
1  +M2 


l'intégration  le  long  de  l'axe  des  x,  par  une  intégration  le  long  de 
laxe  des  y ,  en  évitant  par  un  petit  demi-cercle  de  rayon  e  le  point  i. 
On  obtient  ainsi 

n  (   rl-e  e-V*"™  dv     ,       f*    e--"nav  dv 

0  1+g 

et ,  par  conséquent , 
V  =  4-  log 


2        bl  — e-2^a 


,    .11   /*-«    dv  1  ,1   y'00     dt?     .      1 \ 

+  l  U  J  f^2  l°g  1—1^^7  "I"   n  J        1  _  ^  108  !  _  g_2*a«  J 


1-f-e 

donc 


(35)     .     .     /     ^-^  cos  a  m  d  u  =  —  log  = —  , 

v/  J        u  2         1—  e-2"a 

*o 

rœ  (p(u)    .  ,  1   f1~e    dv     , 

/     ^^  sm  au  du  =  —  t~  —<?  log  r — — 

J  U  71  J  1  —  V2  1 — e-2^a« 

(36) 

1   p       d«  i 

+  ^J  ï~ir^2l0Sl    __e-2,Ia^ 

En  portant  la  valeur  (35)  dans  la  formule  (33),  on  retombe  sur  la 
valeur  finie  de  R  déjà  donnée  [formule  (31)]. 

15.     En  employant  dans  le  second  membre  de  la  formule  (36)  l'iden- 
tité 

1  v2n 


l_v2  r  "  i-  ■  •  ■  -r  "  "r  i  _  V2  ' 

on  trouve,  en  ayant  égard  à  la  formule 

(37)     .     .  l|^»-.logl— ^-,1.=  ^b„_, 
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(qu'on  obtient  en  développant  en  série  le  logarithme) , 

(38)  ftgtoauä*-^  a  +  5 ■£?  +  .    .  +  (2)(_  j&^+H» 

0 

1    ri-Bt?awdt?. 1 ,    1_  ƒ""  t?2wdy         1 

K'<—  „    /         i  _ &     g  1  —  è-a»a.  +  w  J       i  _  «S  l08  i  _  fc-2^77  • 

'o  l+8 

C'est  la  série  semi-convergente  que  nous  avions  en  vue;  le  terme 
complémentaire  se  présente  sous  la  forme  de  la  valeur  principale  de 

1   r°°   v2ndv         1_ 

~^  I       l  —  v2       g  1  — e-2^^7 " 
*o 

Il  est  intéressant  de  rapprocher  de  cette  formule  la  forme  du  terme 
complémentaire  dans  le  cas  de  la  série  de  Stirling  [formule  (28)]. 

La  série  étant  de  seconde  espèce ,  il  nous  reste  à  déterminer  approxi- 
mativement la  racine  de  l'équation  RM  =  0.  Pour  cela,  nous  dévelop- 
pons d'abord  R„  suivant  les  puissances  descendantes  de  n. 

16.     Le  premier  terme  du  développement  de  log  ^ -2nav  étant 

e-2nav  |  nous  considérons  d'abord  au  lieu  de  Rw 

n  bn  =  ƒ  — 7-    —s a  v  4-   /         — j — — s—    d  v 

!  1  —  v1  !  1  —  v1 

ou  ,  en  posant  na  =  n-\-  t] , 

/"!-«■  (v e~v)2H  r™  (ve~v)2n 

Le  développement  de  Sn  n'est  plus  à  trouver,  nous  pouvons  1  écrire 
aussitôt  d'après  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  dans  le  n°  8.  En  con- 
servant seulement  le  terme  principal ,  il  vient 


M'+è)'-'"^^- 


Nous  avons  à  évaluer  maintenant  l'erreur  qu'on  commet  en  prenant 
S„  au  lieu  de  R„.  Pour  cela,  nous  développons  en  série  le  logarithme; 
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le  k  -J-  lièmo  terme  donne  lieu  à  cette  partie  de  R„ 


n{k-  -1) 

En  développant 

1 


1  / 


•<*>     V2w  g  —  1na(k-\-\)v 


1—V2 


dv. 


v 


2nk 


?.,  =  l+^-|-...+^^-2+1 


on  trouve 


1 


7i  {k  +  1) 


r  (2  m  +  1)      r  (2  n  -f  3) 


A2n  +  1 


f- 


A2w  +  3 


+  •■■ 


r  (2  n  ä  4-  2  m  —  1) 

A2nA  +  2«  —  1 


+  v.  p.  j 


oo   y2n(k-\-l)  g-A« 
1—  t? 


dv 


en  écrivant ,  pour  abréger, 

2  7i  «  (k  -f-  1)  =  A. 

Les  termes  diminuent  d'abord  et  l'intégrale  est  de  l'ordre  du   der- 
nier terme.  C'est  ce  qui  résulte,  en  effet,  de  la  discussion  que  nous 

c  -      j    i       ,  ■  •  /'°°  sni  au  ,      .  fl     .      . 

avons  laite  de  la  série  semi-convergente  pour  /      .    ,     2  du  (n°  8).     La 

'o 
quantité  à  évaluer  est  donc  positive,   mais  n'atteindra  pas  nk  fois  le 

premier  terme  ou 

nk        r(2n+l) 
n(A-fl)'    A2w  +  ! 

En  remplaçant  r  (2  n  -f- 1)  par  sa  valeur  asymptotique 

rgw\2n 


2Kn7i 

on  trouve ,  à  cause  de  n  a  =  ?*  -J-  rj , 

n  k  Vnn 

n{k-\-\fn+z~^Tä 

ou,  si  nous  remplaçons  na  par  n, 


n 


e(n-\-rj)\ 


2n 


n 


n  -\~  r\ 


par  e~2r> , 


n  k 


(Âr-f  1)2M+2 


T^re-2 


/l 


_  -? „-««.     |/J_ 


(39) 
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La  somme  des  termes  négligés  ne  surpasse  donc  pas 


ou 


T  étant  une  fonction  qui  converge  vers  1  pour  w  =  oo. 

On  voit  que  le  facteur  qui  multiplie  e -*n a  1/  —  décroît  plus  rapide- 
ment qu'aucune  puissance  négative  de  n;  d'où  l'on  conclut  que,  pour 
développer  R„,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  w,  on  doit  s'en 
tenir  à  S„,  les  parties  négligées  n'ayant  aucune  influence  sur  ce  déve- 
loppement. A  l'aide  du  n°8,  nous  obtenons  maintenant 

"•---të[('+a)+(W*-n'-ratè+ 

M     5       7  1     g        1  13         ,     323  V  1     , 

+  [ïÖtl        24^+18^  +  48  ^  +  ÏÏ62*  +  9676â/"^  +  ' 

On  en  conclut  la  solution  approchée  de  l'équation  Rn  =  0  par  l'une 
ou  l'autre  des  formules 

un\  —         1-L      199  A40^      _l 

W     .     .     .     na  —  n       12-r-12960w       3265920  n2  "^  '  -  '  ' 

tA*\  l      l  199  L 

(41> «««  +  Ï8  -72960^  +  ••• 

La  série  étant  composée  des  mêmes  termes  que  ceux  de  la  série  de 
Stirling,  l'indice  du  plus  petit  terme  sera  encore,  d'après  M.  Bourguet, 

le  premier  nombre  entier  supérieur  à  na  4-  ~r  4"  «^ On  voit  donc 

que  le  changement  de  signe  de  Rw  s'opère  dans  le  voisinage  du  plus 
petit  terme,  comme  cela  arrivait  aussi  dans  les  autres  séries  de  seconde 
espèce  que  nous  avons  étudiées 

17.  Pour  avoir  une  idée  de  l'approximation  avec  laquelle  nous  avons 
résolu  l'équation  R„  =  0,  nous  avons  pris  n  =  S  dans  la  formule  (40), 
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ce  qui  fournit  cette  valeur  approchée  de  a,  qui  est  un  peu  inférieure  à 
l'unité  a  =  0,9300.  (En  prenant  n  =  1 ,  2,  on  serait  conduit  évidem- 
ment à  des  valeurs  de  a  beaucoup  trop  petites  pour  songer  à  appliquer 
la  série  semi  convergente.)  Pour  résoudre  l'équation  R3  =  0  rigoureu- 
sement, il  nous  faut  un  moyen  de  calculer  0  avec  exactitude.  Pour 
cela ,  nous  remarquons  que  la  série  bien  connue 

log  r  (x)  =  —  log  x  -  (S  x  -f  \  S2  x2  —  l  S3  x3  -f  i  S4  xi  —  . . . 
donne,  en  remplaçant  x  par  ai, 

0  =  -  \  -(S«-f  iS3a3-!S5a>+}S7a7.... 
Pour  augmenter  la  convergence,   nous  écrirons 
O  =  —  -  —  arc  tang  a  -f-  (1  —  G)  a 

ù 

+  £  (S3  —  1)  ci6  —  l  (S0  -  1)  a6  -f  }  (S7  —  1)  a7  -  .  .  . . 
L'équation  à  résoudre  étant 

ni  7t  l  }  1 

0  =  a  log  a  —  a  —  —  —   - 


4        12a      360a3       1260  a6' 

nous  trouvons  que  la  racine  est  comprise  entre  0,9276  et  0,9277.  L'ap 
proximation  est  très  suffisante;  même  pour  a=  1,  la  formule  (41)  donne 
la  racine  de  R„  =  0  par  rapport  à  n,  avec  une  erreur  inférieure  à  0,01. 
Nous  résumons  ici  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  : 

r(ai)  =  Reei , 


R  =  \l- 

f  a{ena 


2  71 


(fin  a  —  e  —  n  a  )  ' 


n .  n         Bj  B2  B„ 

m  !  199 

N  =  7I«  +  TB  — 


12960  n  a  ' 


Ordre  d'approximation 


7i  Va 
Pour  a  =  l,  N  =  3,22;  en  appliquant  le  procédé  indiqué  dans  Pin 
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troduction ,  il  vient 

S  —  —  1,872303  —  0,000595 X. 

On  obtient  deux  limites  en  prenant  A  =  0,  A  =  l;   la  valeur  ^  =  0,22 
donne  une  valeur  plus  approchée 

—  1,872434. 

La  valeur  exacte  est 

S  =  —  1,87243  66472  6243  . . . , 
0  =  —  107°.16'.57",782. 

18.  Supposons  que  la  variable  z  décrive  la  partie  positive  de  l'axe 
imaginaire,  alors  nous  pouvons  indiquer  comment  se  comporte  la  fonc- 
tion holomorphe  yT~Y  ^n  e^et  '  ayant  r  (  i\ =  lï  e~  °  *'  ^R  et  —  ®  sont 
les  coordonnées  polaires  du  point  qui  représente  =tt — ä  ,  et  nous  voyons 

que  ce  point  décrit  une  spirale,  le  rayon  vecteur  se  mouvant  dans  le 

sens  négatif  et  croissant  rapidement.  L'angle  de  la  courbe  et  du  rayon 

2 
vecteur ,  dont  la  tangente  est  à  peu  près  égale  à  —  log  a,  tend  vers  90°. 

Nous  avons  dressé  la  petite  Table  suivante  pour  faire  connaître  la 
forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  de  l'origine  : 

-0        ¥ 


o     / 


0 90.  0,0  0                                2,0 

0,2 96.26,1  0,207                         2,2 

0,4 101.52,1  0,453                         2,4 

0,6 105.37,6  0,784                          2,6 

0,8 107.25,9  1,250                         2,8 

1,0 107.17,0  1,917                         3,0 

1,2 105.19,0  2,877                          3,2 

1,4 101.42,3  4,256                         3,4 

1,6 96.37,0  6,230                         3,6 

1,8 90.11,7  9,047                         3,8 

2,0 82.34,3  13,056                          4,0 -  42.20,2 

L'angle  —  6  commence  à  croître  de  90°  jusqu'à  un  certain  maximum  , 
dont  voici  la  détermination 


—  e 

82.34,3 

1 
R 

13,056 

73.51,1 

18,747 

64.  7,6 

26,808 

53.28,4 

38,202 

41.57,7 

54,277 

29.38,8 

76,919 

16.35,0 

108,765 

2.48,9 

153,493 

11.37,0 

216,241 

26.40,7 

304,170 

42.20,2 

427,271 

a  =  0,88382,  —  G=  107°.36'.1",  *=  1,5003. 


II 
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Après  avoir  dépassé  ce  maximum ,  l'angle  —  0  décroît  constam- 
ment. 

19.  D'après  ce  qui  précède,  il  est  permis  de  changer  a  en  ai  dans 
la  série  de  Stirling;  en  arrêtant  la  série  à  son  plus  petit  terme,  l'erreur 
est  du  même  ordre  que  ce  terme.  L'examen  des  conditions  sous  les- 
quelles on  peut  se  servir  de  cette  série  pour  des  valeurs  imaginaires 
quelconques  de  la  variable  se  présente  naturellement ,  mais  nous  ne 
l'aborderons  pas.  Nous  rappelons  seulement  que ,  dans  le  Tome  56  du 
Journal  de  Crelle ,  M.  Lipschitz  est  arrivé  au  résultat  suivant 

iogr(ï)=iiog2»  +  (2-i)iog,-z  +  r|L_...±_„I|__iTKn; 

,    .  .  p Bw-f-i  S  -f-  s' i 

z-a-f-oi,  ^M-(2n-}-l)(2w-f  2)   a2^1  ' 

e  et  e'  restant  compris  dans  les  limites  +  1.  On  suppose  de  plus  que  la 
partie  réelle  de  z,  a  est  positive. 

Comme  on  le  voit,  cette  limitation  de  R„  devient  complètement  illu- 
soire lorsqu'on  fait  tendre  a  vers  zéro;  mais  M.  Lipschitz  n'avait  pas  à 
s'occuper  du  cas  a  =  0,  et  la  limitation  du  reste  auquel  il  s'est  arrêté 
suffisait  pleinement  pour  le  but  qu'il  s'était  proposé,  qui  était  tout 
autre  que  celui  de  vouloir  déterminer  avec  exactitude  quels  services 
cette  série  pourrait  rendre  pour  l'évaluation  de  log  r  (z). 

Etude  des  intégrales  de  l'équation  différentielle 

daà        a    da 

20.  Nous  rassemblons  ici  quelques-unes  des  formes  principales  sous 
lesquelles  on  est  arrivé  à  présenter  les  intégrales  de  cette  équation  dif- 
férentielle. On  trouve  d'abord  cette  intégrale ,  qui  est  holomorphe  dans 
tout  le  plan , 

(43)     ....   J(a,  =  l--J  +  i/r2_lir-^  + 

OU 

(44) J(a) 


a2 

a* 

-r  22 .  42 

a6 

22 

22 

•  42. 

62 

1  = 

. 1  (+l 

cos  a  u 

du 

V\- 

■u2 

—  1 
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Une  autre  intégrale  est  de  la  forme 

J(a)log(a)  +  R(a), 

R(a)  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan,  et,  intégrant  l'équation  dif- 
férentielle par  des  séries ,  on  trouve  cette  seconde  intégrale 

(1~^  +  2^~•••)l0ga  +  l"2~2^(1  +  ^)+2^4^6a(1  +  ^  +  ^)~••• 

En  désignant  par  tp(x)  la  dérivée  de  log  F(x),  l'intégrale  générale 
est  donc 


(45)     . 


A  ]£  (-  1)" 

o 

'+B  £<—!)» 


a 


2« 


22.45 


(2  nf 


a 


2n 


-s  [log  a  —  y  (n  -f  1)  -f-  y  (1)]  ; 


22.42...(2ra)'2 
mais  la  seconde  intégrale  dont  nous  nous  occuperons  est  celle-ci 

(46) 


„  .  .        2   f    cosaw     , 
K  (a)  =  —  /      — =  du. 
n]     Km2  — 1 
i 


Cette  définition  n'a  un  sens  que  lorsque  a  est  réel.  Pour  opérer  la 
continuation  de  cette  fonction  pour  des  valeurs  imaginaires  de  l'argu- 
ment, nous  considérons,    en  supposant   a   réel  et  positif,   l'intégrale 

\\/  2         ^U'  ®n  Peut  remplacer  Ie  chemin  d'intégration  OABC  (Fig.  2). 

Fig.  2. 


+i 


AB 


C      X 


par  une  intégration  suivant  la  partie  positive  de  l'axe  des  y,  transfor- 
mation analogue  à  celle  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  le  n°  7. 
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En  supposant  Vu1  —  1  =  +  i  à  l'origine ,  on  obtient 

,00       e-av  1     f\       eaui  fcc        ßaui 

/      -  dv  =  —  ƒ     rr=        du  4-  /      -  .  n  dw , 

J       Kl  4- y  W      Kl— M2  -/       Vtf—l 

0  '  0  1 

et  la  comparaison  des  parties  réelles  et  imaginaires  conduit  à  ces  for- 
mules 


2    /•«>     g-o"  2    r1    sin  cm     , 

(47,      .      .      .*»--ƒ      yf^*—--    yf^äU, 


-  -        -  d?* / 

o  o 

2   r00    sin  en* 


(48) J(a)  =  -f 


Vu2—1 


du. 


La  relation  (47)  permet  de  continuer  la  fonction  K  (a)  dans  toute  la 
moitié  du  plan  où  la  partie  réelle  de  la  variable  est  positive.  On  vérifie 
aussi  directement  que  les  intégrales 


oo       e-au  ri     gin  «?/ 


Vl  Mu2  J     Kl—?/2 

n 


-du.       /  -du 


0 


satisfont  l'une  et  l'autre  à  l'équation  différentielle 

d2  z   ,    1    d  z   .  1 

d  or       a    d  a  a 

et  que,  par  conséquent,  K  (a)  est  bien  une  intégrale  de  l'équation  dif- 
férentielle proposée. 

En  supposant  toujours  a  réel  et  positif,  nous  tirons  de  l'équation  (47) 


(49)     .     .     .     .  K  (ai  )  =  --/     -77=      —du- ly 

»J       Kl4-w2  ttJ    Kl  — m2 

fl  '  n 


/•  oo        /)  —  a  it  i 

du. 

0  '  0 


Pour   simplifier,  nous  remarquons  que  l'on  peut,   dans  l'intégrale 
j,  r,du,  remplacer  le  chemin  d'intégration  OA  par  OBCD  (Fig.  3). 

On  obtient  ainsi 

-oo        £aui  /■!       Q  —  au  reo       g  — au 

I     77=     =  du  =  i  /    ¥y  dw  +  /         ■  ■  d«. 

j      Kl  4- m2  J    Kl— w2  ./      Kit2— 1 

0  ■  0  1 
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En  changeant  i  en  —  i  et  substituant  dans  (49),  il  vient 


i    A  eau  _|_  e~au 


i    .  ■  e»»  --  g-«*»  2   r00     e~rtM 

K(cu)  = /    — J-;        dw-r--     /  rfw. 

7i  J       |/1_M2         t  ^J      Km2— 1 
o  i 


c'est  à-dire 
(50)     .     .     . 


2    /' *     e~au 
K  (ai)  =  —  i  J  (ai)  -\-  -    I     —  du. 


7i  J      Km2— 1 


Fig.  3. 


H-* 


ax 


21.  Nous  nous  arrêtons  un  instant  à  la  détermination  des  valeurs 
qu'il  faut  attribuer  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale  (45)  à  A 
et  à  B  pour  retrouver  la  fonction  K  (a).  Cette  détermination  de  A  et  B 
a  été  donnée  par  M.  H.  Weber  dans  le  Tome  75  du  Journal  de  Borchardt. 
On  peut  l'effectuer  aussi  très  simplement  ainsi  qu'il  suit. 

D'après  la  définition,  on  a 


n 


K 


(a)  =  [ 


x    cosvdv 


Vv2  —  a2      J     Vv2  —  a2 

a  a 


1    cos  vdv 


+ 


cos  v  dv 
Vv2  —  a2 


et 


r1    cosvdv        r1       dv  r1  1  —  cosv 

J     Vv2—  a2  ~~J     Vv2^a2  ~J     Vv2—a? 


=  logf 


-Ui  +  vr 

a 


a' 


1  1 


cos  V 


Vv2  —  a2 


.11 


dv, 


■*    cosvdv 


71  r*  ,  /t    .   \/\ ôv        /    J- — cos  v  ,      .    r"    cosvav 

2  K  (a)  +  log  a  =  log  (1  +  Vi  -  a')  -  /    y^==  dv  +  j      p=  _  =  ; 

a  1 

donc 

TT                       1                          Z'1  !  —  cosv  /•»  cosvdv. 

K  (a)  -f  log  a         =  log  2  —  j        — dv  -f  ƒ 

.  ^  Ja  —  0  ju  J 


Lim 


v 
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Le  second  membre  est  égal  à  log  2  — (S,   (S  désignant  toujours  la 

ƒ<»  pn 

vp  - J  cos  v  dv  =  r  (p)  cos  -g-  ou 

o 

pn 


1  r00 

/    vp-l{\ —  cosi)dv— l     v?-1  cosvdv  = 


i  —  r  (p  -h  i)  cos 


0  1 

On  en  conclut  pour  p  =  0 ,  à  cause  de  F  (p  -f  1)  =  1  —  G  p  +  . . . , 


ƒ 


1 1  —  cos  v   .         r00  cos  v 

dv  —  /      dv  =  &. 


v 


r™  cos  v  , 
!y  —  ƒ      dv 


La  relation 


(51) 


Lim 


n 


K  (a)  -f-  log  a 


a  =  0 


=  log  2  —  G 


donne  sur-le-champ  la  détermination  des  constantes  A  et  B,  et  il  vient, 
en  se  rappelant  que  y>  (1)  =  —  G, 


(52)    .     .     .  -*K(a)=]T- 


(— l)na2n 

^  22 .  42 . . .  (2  w)~2 


log  — +V(w  +  1) 


En  changeant  a  en  ai,  il  faut  remplacer  log  a  par  log  a  -f-  o  i,  et  la 
comparaison  avec  (50)  conduit  au  développement 


(53)       .       .     /        .  . rfM=    >      --h— ; rs /o      w    lOg  —  -f-  w(tt-f-  1) 

1  U 

donné  par  Riemann,  de  l'une  des  intégrales  de  l'équation 


d2  z    .    1    d^ 
da2       a   da 

dont  J  (ou)  est  une  autre  intégrale. 


3  =  0, 


22.     On  peut  changer  en  intégrales  définies  les  séries  (52),  (53).  En 
prenant  la  dérivée  par  rapport  à  b  de  la  relation  connue 

2^M2«-i(i_M2)6-idM=na)r(6) 
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il  vient ,  en  posant  ensuite  a  =  n-f-|,ô  =  î, 

_/•'       -log(l—  w2)  ,  1.3...(2n  —  1)    r    ...  ,     .   1X-, 


et 


donc 


!/ 


i      W2»  _    1.3...(2n  — 1) 

KÏ^T2  2.4...(2n) 


71 


1 .  3  ...  (2  n  —  1) 
2  .  4  ...  (2  n) 

=  2 


a 


2 
log  —  -f  y  (w  +  1) 

tv 


u2n 


J    Kl— u2 

0 


v(ï)  +  log  --—  log(l—  w2) 


du. 


En  substituant  cette  valeur  de  log  —  -\-y(n-\-l)  dans  les  formules 

(52),  (53),  il  vient,  après  une  légère  réduction,  si  l'on  observe  que 
Wi)  =  -G-log4, 

+  1    cos  a  w 


(54)     ....  ~K(a)=j' 


Kl  — w2 


(55)   .  n  f 


oo       o  —  au 


Km2— 1 


du  = 


—  î 
+  i      cau 


i 


Kl —M2 


[—  G  —  log  2  a  (1  —  Hz)]d«, 


[—  6  —  log  2  a  (1  —  w2j]rfw. 


23.   Nous  abordons  maintenant  le  développement  en  série  semi-con- 

Fig.  4. 


Y 

c 

D 

B 

0 

A- 

H 

X 

•1        „a«i 


ƒ1  ß  U  K  ( 

prr  2C?M  dont 

0 
7T 

la  partie  réelle  est  -^  J  (a).  En  intégrant  sur  le  contour  fermé  OABCDO 
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(Fig.  4),  l'intégrale  est  nulle.  Il  est  évident  aussi  que  l'intégrale  étendue 
sur  CD  converge  vers  zéro  lorsque  C  et  D  s'éloignent  indéfiniment.  On 
voit  donc  que  l'intégrale  de  0  vers  A  est  égale  à  la  différence  des  inté- 
grales sur  OD  et  BC,  en  supposant  que  C  et  D  s'éloignent  indéfiniment. 
L'intégrale  sur  OD  s'obtient  en  posant  u  =  iv,  celle  sur  BC  en  posant 
m  =  1  -\-iv.  En  ayant  soin  de  donner  le  signe  convenable  au  radical 
Vl—  m2  dans  le  point  B,  il  vient 

/l       gout  Z*00       ß—av  (a_  — ji    Z*00    V~      e~  av 

du  =  i  ƒ  —  dv4-e\      4/    /  dv 

Vl  —  u?  J     Vl-\-v2  J       V24-iv 

0  0  '  0  ' 

ou  bien,  en  faisant  attention  à  la  formule  (47), 

/        n\       /"»       —  \     _at) 

(56)    ....    e^'-ir        VWi^—dv  =  ~lJ(a)-iK{a)l 

o  ' 

On  en  conclut  les  expressions  suivantes  de  J  (a),  K  (a)  où  nous  avons 
posé  encore  av  =  u 


71 

sin  la — — 


(58) 


!*-£    ^  + 


iu 
2a 


n 
cos  a  — 


a.  I    r  /        1  1 

o  \'  2a        f       '   2a 

M.  Lipschitz  développe  maintenant  les  fonctions  réelles 


+  ,/  l 


f-H    fi+£'       (fi-£    ]/i+i 


u 
2a 
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à  l'aide  de  la  formule 


u 


n  — 1 


M' 


k  désignant  une  fraction  positive.  Il  obtient  ainsi 

1  1 


u 


+ 


(59) 


f-f:  |A+£ 


=  2K: 


12.32 


du 


l2  .  32  . . .  (4  n  —  5)2 


1.2. ..(2n  —  2)(8tt)2 


i^~2  +  ^n 


—  I 


>  — u 


(60) 


=  2Vn 


|1.8a      1.2. 3. (8a)3  '  '"  —  1.2...(2n— lj^u)2"-1 

On  voit  qu'on  obtient  ainsi  en  même  temps  le  développement  de 
J(o)  et  de  K  (a).  Quant  au  terme  complémentaire  Rn,  la  méthode 
adoptée  par  M.  Lipschitz  lui  permet  d'établir  que  la  valeur  absolue  de 
Rn  est  inférieure  à  Tn  +  i.  De  même,  Rn  est  inférieur  en  valeur  absolue 
à  Tn  +  1.  On  peut  resserrer  un  peu  ces  limitations,  et  faire  voir  que  Rn 
et  R^  sont  positifs ,  ce  qui  entraîne  déjà  que  Rn  est  inférieur  à  T„  et  à 
Tn  +  i,  Rn  à  T'n  et  à  Tj+1.  En  effet,  on  a 


2^ 

71 


.2 


dv 


■t  IU        .      n  1  /  ijl 

1  —  ,r—  sin2  v       \  1  _  _ 
2a  r         2a 


2_ 

71 


71 

.2 


dv 


1    i    îU   ■  ' 
1 4-  ^—  sur 

1  2a 


"    fi+£' 


d'où  l'on  conclut 


(61) 


>  — u 


II 


=+ 


M?   h+» 


(62) 


»oo 

e 


uu~t 


n 

.2 

dw  =  —  /    dz; 

JE 


.2 


e~u  u 


11      M       •    A 

1  4a- 


du, 


VHS  ^+» 


/°°   e-Mw*sin2z; 

dw= —  /    dt;/    s—  du. 

jia/         /     .   .    u2 


o 


o 


1  4*  7—9  sin4 1; 
1  4  a2 
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En  employant  l'identité 


sin4  n  v 
u2  (  u\2n~2  .    ,„    ,    _V2a/ 


M  ^2" 


on  retrouve  les  séries  semi- convergentes  déjà  données,  mais  avec  ces 
expressions  des  termes  complémentaires 

1  /«s         /•»e-«7*2n-isin4wt;  , 

•4        o  4a 


jr 


1  /*2         /•*e-"M2n  +  *sin4M+2v  , 

0  0  4a 

24.  Lorsque  a  est  grand ,  l'indice  du  plus  petit  terme  dans  chacune 
des  séries  semi-convergentes  (59),  (60)  est  à  peu  près  égal  à  a.  En 
posant  a  =  n  +  r],  on  peut  développer  R„  et  R'  suivant  les  puissances 
descendantes  de  n.  Pour  faciliter  un  peu  les  calculs  nous  remplaçons  u 
par  2  au,  cot2  y  par  v,  en  sorte  qu'il  vient 

--«x2n        e-2yu  dudv 


-=^f 


,  ue 

tin  — 


0      0  1+v 


0         0 


Lorsque  w  est  grand ,  ce  sont  seulement  les  parties  dans  le  voisinage 
de  m  =  1,  v  =  0  qui  ont  une  influence  appréciable,  et  quand  il  s'agit 
d'un  développement  suivant  les  puissances  descendantes  de  n,  on  peut 
borner  l'intégration  au  voisinage  de  ce  point  u  =  1,  v  =  0.  Considérons 
R„  et  partageons  l'intégrale  en  deux  parties.  Dans  la  première,  u  variera 
de  0  à  1  ;  dans  la  seconde ,  de  1  à  oo . 

Dans  la  première  partie,  on  posera 


ue-u  =  e-1~x\     l  —  u 


V2x  —  %x2-\-1i§V2x3-...,     l-\-v  =  eS, 
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et  l'on  trouve  un  résultat  de  la  forme 

les  coefficients  ar,$  étant  des  polynômes  en  r\,  et  arjS  =  0  lorsque  s  est 
impair. 

Dans  la  seconde  partie,  on  posera 

ue-u  =  e-1~xt,        u  —  l=xV2-\- ..., 
\-\-v  =  ey\ 

et  l'on  trouve  cette  seconde  partie  égale  à 

^//e"2ae~2n(I,+tf,,[2(—  l)rar,,xry]dxdy. 
La  réunion  des  deux  parties  conduit  à  l'expression 

2e~2a^2^j J e~2n{xi+yt)lZ°ir,2sX2ry2s~\dxdy, 

et  le  développement  de  Rn,  suivant  les  puissances  descendantes  de  n, 
est 

B.  =  «- a'  fë  (|»  +  '^ +.'*■  +  ■  ■  A 

'  2  tt  \  2  w    '        8«^        '        / 
En  nous  bornant  aux  deux  premiers  termes ,  nous  avons  obtenu 

(65)    .     .     .  Rn  =  e~2a\/— 


n  n" 


1\  1 


ï+fe^  +  ï'  +  AJi" 


et,  par  des  calculs  tout  à  fait  semblables, 


(66) 


n  nc 


mh2-h~VlTi 


Dans  les  deux  cas,  le  reste  du  plus  petit  terme  est  à  peu  près  égal  à 
la  moitié  de  ce  terme. 

25.     Considérons  maintenant  les  fonctions  J(ou'),  K(ai).  La  première 
conduit  à  une  série  semi-convergente  de  seconde  espèce,  dont  nous 
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nous  occuperons  plus  tard.  Quant  à  K(ai),  à  cause  de 

2   /•*>    e- 


90         o  —  «M 


K(ai)  =  -iJ(aë)  +  -j  VI2- / 


M, 


on  voit  que  nous  avons  à  nous  occuper,  en  ce  moment,  seulement  de 
la  partie  réelle 


eJv  — 


2     /-oo      g  —  a« 


ttj     Km2— 1 


dw. 


v 


En  posant  w  =  1  -4-  —  ,  on  trouve 


a 


71  ' 


i  2    T00  e-«t>-* 


dû 


ou  bien 

(07)     .     .     .      H 


Jl 

2    /•* 


dw 


.00  a  —  V 


e~  v  v 


7i-  •    a 

'o  o 

On  en  déduit,  par  le  développement 

v 


v 


clv. 


1  4-  ?r~  sin2  u 
2a 


1      I        v         -9 

1-4-77—  sin-  u 
2a 


=  1  —  —  sin2  u  -f  . . .  ± 

2  a  \2« 


n-l 


Sjn2n-2M  _+_ 


2a 


sin2nit 


v 


(68)  $ 


=  6— )/■ 


2_ 

71a 


1      —  - 


Rn  = 


1.8a  ]    1.2. (8a)2 

1 


1  4-  s—  sin2  w 
2a 

l2  .  32 . . .  (2  n  —  3)2     _R 
1.2...(n— lMSa)"-1  "*"    " 


^œe-^M-^sin2nw    , 

a  w  / a  i>. 

■y 


1-fpf-  sin2  u 
1  2a 


*o  o 

Ce  développement  semi- convergent  a  été  donné  par  Riemann.  L'in- 
dice du  plus  petit  terme  est  à  peu  près  égal  à  2a,  en  posant  2a  =  n-\-t), 
nous  trouvons 


r  7i  n2  [  2    ■   V  4    '     '   24/  w 
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26.     Nous  devons  nous  occuper  maintenant  de  la  fonction 

1    r.  + l     e~  av 
J  (a  i)  =  —  ƒ  d  y. 

v     ;        7i  J        Kl  — r2 
—  i 

En  posant  v  =  —  1  -f-  2  u ,  il  vient 

(70) '<"*=■«ƒ  vW^,)du' 

0  v  ' 

Le  développement  de =,   suivant  les  puissances  ascendantes 

de  u,  conduit  sans  aucune  difficulté  à  cette  série  semi-convergente 


-*.!/    1 


l2 .  32 


J(ai')  =  eal/_L_  1-J-— ' I Ll£ l 

'  2  wal   ^  1.8a  ^  1.2.  (8a)2  ^ 

donnée   par   Riemann,   mais  on  n'obtient  point  ainsi  une  expression 
simple  du  terme  complémentaire. 

Pour  nous  débarrasser  du  radical  V\  — u,  nous  observons  que 


f 


V     *  n 

av  = 


o 
en  sorte  qu'il  vient 


v  -\-  l  —  u  V\ 


u 


(71)     .     .     .     .     J(ai)  =  —  /     t;     *dv  /    _^ rfM. 

0  0 

L'intégration  dans  le  second  membre  s'étend  sur  la  bande  infinie 
VOAB  (Fig.  5)  de  largeur  OA.  =  1 ,  et  l'intégration ,  par  rapport  à  m,  ne 
s'étend  que  jusqu'à  u=  1.  Afin  de  franchir  cette  limite  et  de  pouvoir 
étendre  l'intégration  sur  une  bande  VOCD  d'une  largeur  arbitraire 
OC  =  L,  nous  observons  que 


r 

0 

- £  v  -  *  d  v        r  v~*dv        2        (k  -f  Y&  -f  e 
v  -  h?    '  J      v-  k*      '  k    °°  U  i_  Vtf      , 

donc 

(72)     . 

. 

r  v-* 

■     ■     ■     -v.p./       ï=WdV  =  °- 

0 
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Si  donc  nous  excluons  du  champ  d'intégration  la  bande  infiniment 
étroite  limitée  par  les  deux  droites  parallèles 

1  — w-J- v  =  +  £, 

nous   pourrons   étendre  dans  (71)   l'intégration  sur  la  bande    de    lar- 
geur  L,  VOCD;   car,    en    intégrant    d'abord  par  rapport  à  v,  l'équa- 


Fig.  5. 


tion  (72)  montre  que  les  parties  qu'on  ajoute  ainsi  se  détruisent.   En 
faisant  croître  L  indéfiniment,  nous  écrivons  sommairement 

,„0,  r/    ..       ea  r00  r00     e~2au      du  dv 

(73)  ....  jM=^v.P.y  /  r__rt.-j?_, 

o     o 

le  sens  précis  qu'il  faut  attacher  à  cette  formule  résultant  des  explica- 
tions qui  précèdent. 


27.     En  employant  maintenant  l'identité 


1 


+ 


u 


n  —  1 


1—  u  +  v    ~  l  +  v  '  (1  -f  vf 
on  a  évidemment 

3  f«    uk  e~2au    du  dv 

TW+1  VÜ7 


Un~L  Un 

+  •  "  +  (i  ~+W  +  CiA-v)na  — 


(1  -\-v)"    '  (1  -f-v)»(l-  w-f  v)' 


p-i  J    û 


r 


0       0 


v     %  dv 
(l  +  v)*  +  1 


n, 


k-le-Oaud 


U 


r  (j)  r  (k  -fj)  r(k  +  l) 
r(*+i)        (2a)k+î  ' 
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et  il  vient 


™  '<*>=<"  fSl1  +  05 ■+  HOT* -  +  1 :  'à :.:(«-! 


(2  «  —  3)2 


)(8a)' 


zi  -f-  R«  » 


(76)  .  .  .  R„=y-v.,/"f  ^ 


in  g  — 2  aw 


0        0 


rf  M  (l  V 


(1— m -fv)    Wy 


C'est  cette  expression  du  terme  complémentaire,  sous  forme  d'inté- 
grale double  singulière,  qui  va  nous  permettre  de  résoudre  avec  approxi- 
mation l'équation  transcendante  R„  =  0. 

28.  Nous  posons  2a  =  n  -f-  y  et  nous  développons  Rn  suivant  les 
puissances  descendantes  de  n.  L'intégrale 

,oo  rœ  /ue-u\n      e~riu       dudv 
v.  p. 


0       0 


i  -f-  vj    i  —u  +  v  yuv 


se  décompose  naturellement  en  deux  parties  P  et  Q,  que  nous  allons 
considérer  séparément. 

Dans  la  première  partie  P,  qui  est  positive,  on  a 

1  —  u  -f-  v  ^  s , 

dans  la  seconde  partie  négative  Q, 

1  —  u  -f-  v  5^  —  e. 

u  a  —  " 
La  fonction  .   ■      devient  maximum  pour  w  =  l,  v  =  0,  et  l'on  ob- 

Fig.  6. 


tient  la  partie  principale  de  P  en  intégrant  seulement  sur  cette  partie 
du  champ  d'intégration  qui  forme  le  voisinage  du  point  A.  Toutefois 
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à  cause  de  la  ligne  de  discontinuité  AM,  il  faut  y  ajouter  une  bande  le 
long  de  cette  ligne  AM.  Il  en  est  de  même  évidemment  pour  la  partie  Q, 
<;t  il  faudrait  donc  évaluer  P  et  Q  en  étendant  l'intégration  sur  l'aire 
indiquée  dans  la  Fig.  6;  mais,  au  lieu  de  cela,  nous  intégrons  d'abord 
seulement  sur  une  aire  dont  la  forme  est  indiquée  dans  la  Fig.  7. 

Fig.  7. 


Nous  négligeons  donc  de  continuer  indéfiniment  la  bande  le  long  de 
la  ligne  de  discontinuité.  Nous  verrons  plus  tard  que  ce  procédé  est 
légitime. 

29.  L'évaluation  de  l'intégrale  P,  étendue  sur  l'aire  indiquée,  s'ob- 
tient par  un  changement  de  variables. 

Nous  définissons  d'abord  une  fonction  y  (x)  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  x  par  les  relations 

te-t  =  e-l-x^  l—t  =  <p(x), 

en  supposant  que  t  varie  de  0  à  1.  La  fonction  <p  (x)  est  positive  et 
constamment  croissante,  ç>(0)  =  0,  <p{oo)=l.  Pour  des  valeurs  suffi- 
samment petites  de  se,  on  peut  développer  cp(x)  suivant  les  puissances 
ascendentes  des  x;  nous  avons  déjà  trouvé  (n°  2) 

<p(x)  =  V2x  —  §  x2  +  -rig  V2  x*  +  r§^  x*  +  . . . . 

Nous  introduisons  maintenant,  dans  l'intégrale  P,  les  nouvelles  va- 
riables x,  y,  en  posant 

ue 


1  -j-v 

1  —  u  -f-  v  =  (p  (x). 
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On  voit  d'abord  que  le  long  de  AM  (Fig.  7)  x  est  constant  et  infini- 
ment petit,  tandis  que  y  varie  de  0  à  oo .  Ensuite,  d'après  la  définition 
de  çp  (x) ,  on  voit  que ,  pour  v  =  0 ,  on  a  aussi  y  =  0 ,  et ,  le  long  de  O  A , 
x  varie  de  oo  à  0.  Nous  avons  donc  feulement  à  nous  occuper  de  cette 
partie  de  l'intégrale  qui  correspond  à  de  petites  valeurs  de  x  et  de  y  ; 
mais,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  x  et  de  y,  on  peut  dé- 
velopper u  et  v  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  de  y;  ces 
développements  ne  contiennent  évidemment  que  les  puissances  paires 
de  y.  En  éliminant  v,  on  a 

îte~u  =  [U  4-  (p  (X)~\  g-I-a'-î/*. 

Le  premier  terme  du  développement  de  u  étant  1,  on  a 

u=\-\-ax-\-ßx2-\-yy2-\-dx^-\-exy2-\-..., 

et  l'on  détermine  sans  difficulté  les  coefficients  a,  ß}  y,  ...  par  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés.  Le  développement  de  v  se  trouve 
ensuite  à  l'aide  de  la  relation  v  =  u  —  1  -J-  <p  (x).  On  obtient  ainsi 

M  =  l  —  V2x-t-%x2-\-y2  —  ï^  1/2^  +  V2xy2  -..., 
v  =  y-2  [l  4-  V2  x  4-  *g  x2  +  f|  V2  xs—  V2  xy2  +  .  .  .]. 

Il  importe  surtout  de  remarquer  que  tous  les  termes  de  v  sont  divi- 
sibles par  y2,  car  nous  avons  observé  déjà  que  v  et  y  s'annulent  en 
même  temps.  On  conclut  des  développements  précédents 

Vu=  l-±V2X+±x2  +  Ly2±1LV2x*+îV2xy2  +  ..., 
Vv  =  y  [i+iV2x+  \% x2  +  ïfèVa a?  — ±Vïxy2 +...]. 

A  cause  de  u  =  v  -\- 1  —  9?  (x) ,  on  a 


du 
dx 

dv 
~  dx 

d(p 

dx  ' 

du 

dv 

dy 

"  dy 

et 

du  dv      du  dv dv  dcp 

dy  dx      dx  dy      dy  dxy 

II 
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en  sorte  qu'il  vient 


ue~n\n     e~^u       du  dv 


1  -f  v)  1  —  u  -f  v    Vu 


lv  =  2e~2a  f  fe-nixl  +  y*>Tdx 


dy, 


dx  dy  Vu 


et,  par  le  développement  de  T, 


(76) 


ƒƒ 


ue~u\n    e-iu       dudv 


1  -f-  v)  1  —  u  -f-  v    Vuv 


=  e~2a  I  \e-n^+y")  —[ZarsX'y^dxdy. 


L'intégration  s'étend  de  x  =  efl  et  de  y  =  0  jusqu'à  certaines  va- 
leurs positives  de  a;  et  de  y,  que  nous  pouvons  déterminer  maintenant 
par  la  condition  que  la  série  2ars  xr  ys  soit  absolument  convergente.  Il 


Fig.  8. 


n'est  pas  même  nécessaire  d'étendre  le  champ  d'intégration  aussi  loin 
que  possible,  et  il  reste  un  grand  arbitraire  dans  cette  détermination. 
La  seule  chose  essentielle  à  remarquer ,  c'est  que  cette  détermination 
ne  dépend  en  aucune  façon  de  n.  Les  coefficients  ars  sont  des  poly- 
nômes en  t]  et  ars=0  lorsque  s  est  impair  (Fig.  8). 


30.     En  traitant  d'une  manière  analogue  l'intégrale  Q,  nous  définis- 
sons d'abord  une  fonction  (px  (x)  pour  les  valeurs  positives  de  l'argu- 
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ment  en  posant 

te-t  =  e~l~x\        t  — 1=^(3). 
t  variant  de  1  à  oo .  Puis  nous  posons 

1  +  v 
1  —  u  -f-  y  =  —  9?1  (#). 

Le  long  de  AM  (Fig.  7)  x  est  positif  infiniment  petit ,  y  varie  de  0 
à  oo .  Le  long  de  AU,  y  =  0  et  x  varie  de  0  à  oo . 
En  achevant  le  calcul  comme  tout  à  l'heure ,  il  vient 

ue~u\n       e~^u       du  dv 


a  +  w  i— u  + v  yuv 
\'  *  )  •  •  •  \ 

__fe-2a    f   fe-n(x*  +  y*)  A  |"£  (_  \)r  ^  %r  ys]  dx  dy 

L'intégration  s'étend  encore  de  x  —  e^,  y  =  0  jusqu'à  certaines 
valeurs  positives  de  x  et  de  y.  Nous  pouvons  maintenant ,  dans  les  for- 
mules (76)  et  (77),  étendre  l'intégration  jusqu'aux  mêmes  limites 
supérieures  de  x  et  de  y.  En  réunissant  les  intégrales,  les  parties  qui 
deviennent  infinies  pour  e  =  0  disparaissent ,  et  il  vient 

fue~u\n      e~vu       dudv 
v.  p.  " 


a-f-W  î  —  u-\-v  vuv 

=  2e-2af  fe-n^1+y^[Ea2r  +  i,2sX2ry2s']dx  dy. 

Dans  le  second  membre,  l'intégrale 

f  fe~n^  +  ^x2ry2sdx  dy 

ne  diffère  de 

r  re-n^+y>}x2ry2sdx  dy 
o     o 

que  par  une  quantité  qui  converge  vers  zéro  plus  rapidement  qu'aucune 
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puissance  négative  de   n,   et   nous  obtenons  enfin  le  développement 
cherché 


(78)  v.  P.y  j  (,  ^  r-¥Ti 


o     o 


du  dv 
Vuv 


n 


■  a3,o-|-ai.2  i 


Nous  n'avons  pas  intégré ,  il  est  vrai ,  le  long  de  toute  la  ligne  de 
discontinuité  ;  mais ,  comme  le  résultat  auquel  nous  arrivons  reste  le 
même  en  changeant  dans  une  certaine  mesure  les  limites  supérieures 
de  x  et  de  y,  on  voit  par  là  même  que  les  parties  un  peu  éloignées  de  A 
de  la  ligne  de  discontinuité  n'ajoutent  à  l'intégrale  que  des  parties 
qu'on  doit  négliger  tant  qu'il  ne  s'agit  que  d'un  développement  suivant 
les  puissances  descendantes  de  n. 


31.   En  exécutant  les  calculs  que  nous  venons  de  décrire,  nous  avons 
trouvé 


(79) 


R„=e 


'4a 

n  n2 


1 


v  +  $  +  (iv3-lv2-lr}-tt%)ir  + 


n 


et  de  là  nous  concluons  la  résolution  approchée  de  l'équation  En  =  0 
par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

437 


(80) 
(81) 


2a=    n  —  f  -f- 
n    =2a  -f  f — 


Ï620w' 

437 


3240  a 

Pour  avoir  une  idée  de  l'approximation  obtenue,  nous  avons  calculé 
la  racine  de  l'équation 


l+ft2  +  __ a 

^22^22. 

p  i"  ■  ■ 

•=«'Kr- 

f  2 na 

1  + 

l2 

1  .8a   '   * '+1 

l2. 
.2 

32  . . .  (2  n  —  3)2 
...(m  —  l)(8a)M-1„ 

pour  w  =  1 
Voici  les 

,  2,  3,  4. 
résultats  : 

n. 

Racine 
de  R„  =  0. 

Vale 

ur  approximative 
d'après  (80). 

Erreur. 

i 
j.    . 

2 

3  . 

4  . 

0,2579 
.     0,7190 

1,2038 
.     1,6955 

0,3015 
0,7341 
1,2116 
1,7004 

—  0,0436 

—  0,0151 

—  0,0078 

—  0,0049 
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Pour  de  plus  grandes  valeurs  de  »,  l'erreur  diminue  encore,  et  les 
formules  (80),  (81)  suffisent  pleinement  à  notre  but. 

Riemann ,  en  donnant  la  série  semi-convergente,  écrivait 

j(at)-t    y  2_         i.2...n(8a)»     ' 

et  il  ajoutait  qu'on  ne  peut  calculer  ainsi  J  (öu)  qu'en  négligeant  des 
parties  de  l'ordre  e~2a  vis-à-vis  de  l'unité.  Le  résultat  auquel  nous 
sommes  arrivé  confirme  et  précise  ces  indications. 


00  1 

Etude  de  la  fonction  P  (a)  =  V^  ~ü 

1     ea  —  1 

32.  Nous  allons  étudier  maintenant  à  notre  point  de  vue  le  déve- 
loppement en  série  semi-convergente  donné  en  1861  par  M.  Schlömilch 
de  la  fonction 


oo  1 


1     ea  —  1 

(Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik ,  t.  VI). 

En  suivant  d'abord  l'analyse  de  M.  Schlömilch ,  nous  partirons  de 
ces  formules 

,ocn  f"0   sin  m  u  .    .  1  1 

v     '  J     Q-nu i  4    '   2(em  —  1)       2m 

o 

,„„.  /°°  1  —  cos  mu  du  du       ,  ,  .      ...  ,„,       ,  , 

(83)    .     .     .j         -j-— —  -  —  =  ^m-f^log(l-e-JW)  —  £logm, 

o 

dont  la  première  se  trouve  dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  de 
Legendre  (t.  II,  p.  189).  On  peut  l'obtenir  sans  difficulté  à  l'aide  du 
développement 


i  _«> 

1  _  _  V^     —In  nu 

JtU  i  — 

-1  1 


La  formule   (83)   se  déduit  de   (82)   par  une  intégration    par   rapport 
à  m. 
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12  2n 

En  remplaçant  m  par  — ,    -,...,  — ,  on  déduit  de  (82) 

CL         Oê  Oj 


ZtJ--=»(i+|+...+À)-» 


2n 

)-FJ—  =  »{1+2   .  •••  .  2n, 

1  ea  —  1 

r00       dw        _  /  .     u    .         2w  .  2wm\ 

4-  /    — 2   sm h  sin \-  . . .  4-  sin 

1  J     e2jru i     \       a    '  a  a    / 


et 


0/.m.  .     .    2wm\        .    2nw    .   /,  2ww\         u 

2  sin h  . . .  +  sin =  sin h  1  —  cos cot  - — 

\       a  '  a   )  a      '  \  a    )       2a 

En  ajoutant  à  cette  équation  celle-ci,  qui  est  une  conséquence  de  (83), 

2nu 

2n\  1  —  COS 

0  =  — -  a  log  2  m  +  w  -f-  a  log  a  +  a  log  \1  —  e     a  j  —  2  a 


a     du 

e2*u i        u  ' 

"o 

on  obtient 

2w 


1  /  1  \  /  _ 

2  ~^ =  a  (l  +  -2  +  ...  -f  —  -  -  log  2  m)  -f-  a  log  a  -|-  a  log  il  -  -  e     « 

1     e«  — 1 


a        J      \  u  2a)     g2jrw ^ 

o 


.  2nu 

1  —  cos  - 


.    r       du         .    2nu       ƒ     /2a  m\  a 

+y    2»u_1sm~  -cot—   -^ 


En  faisant  croître  indéfiniment  n,  l'intégrale 


d  ^<         .    2  w  m 

— r—      —  sin 

e2jrM_l  a 

o 

converge  vers  \ ,  et  l'on  obtient 

(84) P(a)  =  a(logo  +  6)  +  J-J<of 

i  2nu 

/o  x  1  —  cos  — 

2  a  u\  a 

Jn=/         — COt—    -— du 

u  2a)     e2^w j 

o 


ou 


(85)    .    .    ,     .     .J„  =  a/"(!-cotf) 

0 


00  /  2  ,  w\  1  —  cos2n?<  . 

du. 


p2jiau i 
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C'est  en  développant        —  cot  „  ,  suivant  les  puissances  croissantes 

de  u,  que  M.  Schlömilch  a  d'abord  obtenu  cette  série  semi-convergente 
remarquable 

T>2  r>2  t>2 

(86)    .     .  Jœ  =  Y^Va  -r  4.41a3  +  •  •  •  +  2«.(2w)!a2w-1  +  R"' 

Mais  il  s'est  glissé  une  erreur  dans  cette  analyse ,  et  le  résultat  ob- 
tenu par  M.  Schlömilch ,  que  R„  ne  surpasserait  jamais  en  valeur  ab- 


n 


solue  -g  Tn  +  i,  est  nécessairement  inexacte  d'après  les  remarques  que 

nous  avons  développées  dans  l'Introduction. 

Dans  le  Tome  II  de  son  Cours  d'Analyse,  M.  Schlömilch  est  revenu 
sur  cette  série,  en  la  rattachant  cette  fois  à  la  formule  sommatoire  de 
Maclaurin  ,  il  arrive  à  ce  résultat  que  la  valeur  absolue  de  R„  ne  peut 
surpasser 

B„B„  +  i       1    lnl  1     \__2«BM  +  i    1  {n2  ,       1 


n      «    T  A^rfi)  —  T>  "    /i        ATi.27,2 ^» 


1.2...(2n)a2n\6    '   4ji2a2J  Bn        a  \6    '   4n2a 


33.     Pour  discuter  cette  série  à  notre  point  de  vue,  nous  nous  ser- 
virons de  cette  formule 

(87) J    =v.  p.  /     -= -o-  P  [j— s — 

v     '  °°  v  J      1  —  v2      \4  nl  a  v 

o 

Nous  devons  indiquer  d'abord  comment  on  peut  passer  de  la  for- 
mule (85)  à  la  formule  (87). 
A  cause  de 

2  u       ^         iu 


u  2       ^  4  ti2  r2  —  w2  ' 


on  obtient  d'abord 


■^    r00    A  au  du     1  —  cos  2  w m 

Jn  —  2^    /      4^2r2_M2      ,_2*ai 


M*      fe  a  jt  a  u j 

0 

OU 

.     .  ^  r*>  4  a  v  d  v  1  —  cos  4  n  n  r  v 

0 
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Maintenant  on  a 

œ  A  av  dv    1  —  cos  A  n  n r v 


/w  <tav  av 


An rav 


—  1 


1  — «  rœ  /"1+« 


0  0  i+c        i_e 

et,  si  nous  posons  pour  abréger  4tz7-  =  6,  4^3ra=:c, 
•i  +  e4avdv   1  —  cos  wö  v 


l_"t;2  ec»— 1 


1-e 


=  /    4  a  —  (1  —  cos  n  b  u) 
o 


M 


1 


1+M 


La  fonction 


4a 


1  —  m 


2—  m  gca-«)  —  1      2-f  z*  ec(1  +  M>  — 1 
1-f  m  1 


est  finie  et  con- 


2  —  weed-")  —  1       2  +  î«ec(1+")  — 1. 
tinue  dans  le  voisinage  de  u  =  0,  et,  en  appelant  M  sa  valeur   pour 
une  certaine  valeur  de  u  comprise  entre  0  et  e,  nous  avons 

00   Aav    1  —  cos  4- 7i  nrv  .  r1-«   .    r00    .  _.  /        sin4rcwr£ 

dv=  -f  /     -j-M  U 


1 — £2        g47i2rau ^ 


4^nr 


ri-«4aydv  cos  An  nrv  .    r™  Aav  dv  cos  4  ^  n  r  v 

J  1  —  V2     ^jfrav 1   "•   J  1  —  V2     g^'ra* j 


0  0  i+g 

En  faisant  croître  n  indéfiniment,  les  intégrales 

*i— «  4  a  y  dv  cos  An  nrv  ,    /"»  4a#  dv  cos  4^  nr« 
o 
convergent  vers  zéro  ;  donc 

rœ  4  av  dv  1  —  cos  An  nrv 
o 


i+« 


Lim 


1  —  V2  tin2rav j 


,  i-g  4az;  dv 1 r*±avdv  1  , 

'J  1  —  V2     ßin'rav \        J  1  —  V2     çlri'rav y  ' 


0  1  +  c 

et,  en  faisant  tendre  vers  zéro  e, 

•~°°  4  a  v  d  v  1  —  cos  An  nrv 


Lim 

n  =  oo 


l-v2       e* 


coa  An  nrv   ,  rœ  4avdv  1 

Ji  rat) "L  r    /  1  —  #2     e±n  rav j 


L'équation  (88)  conduit  donc  à  cette  expression  de  Jœ, 

_  z'00  4  a  v  d  v  (yr^        _1 \  _  r^Aav  dv      / 1_ 

Jcc-V.p.j  \—^r\2^  f,^rav_{)  —  W-^J         1—V2     ^{itfaV. 


RECHERCHES   SUR    QUELQUES   SÉRIES   SEMI-CONVERGENTES.  57 

34.     En  faisant  usage  maintenant,  dans  la  formule  (87),  de  l'identité 
1  v2n 

=  l+t2-f  l4   -f...-J-V2n-2_|_       ' 


nous  retrouvons  la  série  semi-convergente  (86)  avec  cette  expression 
du  terme  complémentaire 

œ  4av2n  +  1dv  p/      1 


(89)     ....       Rn=v.p.   /       ~— 2 

o 

En  effet,  on  trouve 

0 

en  substituant  pour  la  fonction  P  la  série  qui  sert  de  définition  et  en 
faisant  usage  de  la  relation  connue 


<91> ƒ 


oo    V2k-ldv   ^  J3^        1 

2mnv 2     ~  4  k  m2lc 


e 

0 


35.     L'expression  du  terme  complémentaire  que  nous  venons  d'ob- 
tenir donne  facilement  la  résolution  approchée  de  Rn  =  0.  On  a 

P(i~4 — \  =  e-i7l2av  +  2e-S7liav-\-    ..  =  Zf(n)e-injtta\ 

f{n)  désignant  le  nombre  des  diviseurs  de  n.  Mais,  quand  il  s'agit  de 
développer  la  racine  de  Rn  =  0,  suivant  les  puissances  descendantes 
de  n,  on  ne  doit  retenir  que  le  premier  terme  e~iJl'avi  Après  les  expli- 
cations du  n°  16,  où  se  présentait  un  cas  analogue  à  l'occasion  du  dé- 
veloppement de  log  r(öu),  il  ne  semble  pas  nécessaire  d'insister  plus 
longtemps  sur  ce  point,  car  cela  reviendrait  à  répéter  à  peu  près  ce  que 
nous  avons  dit  là.  La  résolution  approchée  de 

v.p.y      -T^s — =o 
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se  déduit  aussitôt  du  résultat  du  n°  8,  par  un  simple  changement  de 

lettres ,  et  il  vient 

5  199 

(92> 4M,a  =  a"+6+8240(2»  +  l)' 

5  199 

<93>     •' W  =  27l2a-Ï2-25920A' 

et  la  valeur  approchée  de  Rn ,  en  posant  2  n2  a  =  n  -\-  rj , 

199 
On  peut,  du  reste,  négliger  le  petit  terme  ,■...    2     dans  (93),  et 

prendre  ainsi  simplement  2n2a —  T52  pour  valeur  approchée  de  la  ra- 
cine de  Rn  =  0. 

36.     Les  expressions  précédentes  montrent  l'extrême  approximation 
que  la  série  semi-convergente  permet  d'obtenir.  L'ordre  d'approxima- 

tion  est  e~i7Z*a  y — ,  et  déjà,  pour  a  =  l,  l'erreur  ne  porterait  que  sur 

la  dix-septième  décimale.  Aussi  nous  prenons  pour  exemple  cette  va- 
leur beaucoup  plus  petite  a=|.  On  trouve  N  =  4,52  :  il  faut  donc 
prendre  quatre  termes  et  ajouter  encore  le  cinquième  terme ,  multiplié 
par  une  fraction  A  approximativement  égale  à  0,52.  On  obtient  ainsi 

P  (£)  =  0,0190210  —  0,0000él5  A, 

et,  pour  A  =  0,52, 

P(i)  =  0,0189994; 

le  valeur  exacte  est 

0,0189992. 

L'approximation  avec  laquelle  nous  avons  résolu  l'équation  Rn  =  0 
ne  laisse  rien  à  désirer. 


L. 

(Acta  Math.,  Stockholm,  9,    1886,    1 67— 176.) 


Note  sur  un  développement  de  l'intégrale  /  e'2dx. 

'o 

Lorsque  la  fonction  f(x)  devient  infinie  pour  une  valeur  x  =  c  com- 
prise entre  a  et  b,  cette  circonstance  peut  ôter  toute  signification  pré- 
cise à  l'intégrale 

fffàdi 


\x. 


Comme  on  sait ,  Cauchy  a  introduit  dans  ce  cas  la  considération  de 
l'expression 

/c—  e  çb 

f{x)  dx-\-      f(x)dx. 

«  c-f  s 

Il  peut  arriver  que  cette  expression  tend  vers  une  limite  déterminée 
lorsque  la  quantité  positive  s  tend  vers  zéro ,  cette  limite  est  alors  ap- 
pelée par  Cauchy  la  valeur  principale  de  l'intégrale 

/6  ,-c—e  rb 

f{x)dx  =  \\m  ƒ        f(x)dx-\-       f{x)dx. 

Cette  extension  de  la  conception  d'une  intégrale  définie  n'est  pas 
généralement  admise,  on  l'a  souvent  rejetée  à  cause  de  sa  nature  trop 
arbitraire  ou  artificielle. 

Riemann,  dans  un  mémoire  célèbre  (Werke,  p.  226)  s'exprimait  de 
la  manière  suivante  : 
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„Dans  certaines  recherches  particulières,  d'autres  déterminations  de 
Cauchy  sur  la  conception  d'une  intégrale  définie  dans  les  cas  où  celle-ci 
n'existe  pas  d'après  sa  définition  fondamentale,  peuvent  être  utiles,  mais 
elles  ne  sont  pas  généralement  admises,  leur  nature  trop  arbitraire  ne 
s'y  prêtant  guère  d'ailleurs." 

La  valeur  principale  d'une  intégrale  étant  une  quantité  nettement 
définie ,  il  semble  que  l'admissibilité  d'une  telle  idée  doive  dépendre 
surtout  de  l'utilité  qu'elle  peut  avoir.  Nous  croyons  que  les  développe- 
ments suivants  montrent  clairement,  par  un  exemple,  que  les  „recher- 
ches particulières"  où  la  conception  de  Cauchy  est  de  la  plus  grande 
utilité  (ou  plutôt  nécessaire,  si  nous  ne  nous  trompons  pas),  ne  man- 
quent pas. 

1.     Nous  considérons  la  fonction 

q>(a)=     ex2dx 
o 

et  nous  supposons  la  variable  réelle  et  positive. 
On  trouve  facilement  ce  développement 

=  T1  +  Ta  +  T.  +  Ti  +  .... 

La  série  est  divergente,  mais  on  peut  regarder  cette  formule  simple- 
ment comme  une  manière  symbolique  d'exprimer  que  pour  a  =  oo  on  a 

limae-a29?(a)  =  —  , 

ù 


lima3 


etc. 


_1 


Nous  rencontrerons  dans  la  suite  encore  d'autres  développements 
divergents,  on  devra  toujours  les  interprêter  d'une  manière  analogue. 

Nous  nous  proposons  maintenant  d'étudier  ce  développement  et  de 
montrer  comment  il  peut  servir  à  l'évaluation  de  <p  (a). 
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2.     Une  intégration  par  parties  donne 

g  (û  ç  a 

99  (a)  =  2â  +  27    x~2eX*dx> 

ai 

1.3...(2n-l)  /■■     -     i2J 


(2)  ?(«)  =  « 


_L       _1  _i_      4. 1-3. ..(2n  — 3) 
2a""   4a3  '  '"'  '         2na2"-1 

=  T1  +  T2  +  ...  +  TM  +  R„, 


alt  a.2,  ...,  a«  étant  certaines  constantes  positives  parfaitement  déter- 
minées. En  effet,  les  fonctions  qui  figurent  aux  deux  membres  de  (2) 
ont  même  dérivée.  Ces  deux  fonctions  seront  donc  identiques  lorsqu'on 
pourra  déterminer  on  de  manière  qu'elles  soient  égales  pour  une  valeur 
particulière  de  a.  Or  si  l'on  prend  a  positif  mais  assez  petit  pour  que 


(p  (a)  <  ea2 


1  1  ,   1.8...(3n--3) 

âz:  ~r  7T2~r  ■  •  •  + 


2a  '   4a2   ■  '  2n  a 


o  n  n  2  n  —  1 


il  est  clair  que  la  formule  (2)  détermine  une  valeur  unique  de  an  qui 
sera  supérieure  à  cette  valeur  particulière  de  a. 

Ces  constantes  au  a2,  ...,  an  vont  toujours  en  augmentant,  c'est 
ce  qu'on  voit  en  posant  a  =  an  +  i  dans  la  relation 

ƒ  <*  pa?  Q  y)  _I_  1     ra 

x-2nex2dx  =  2(f2n+1  -\-^~f^      x-2n~2e*2dx. 

a»  a»  -{- 1 

3.  Il  est  clair  que  si  les  constantes  au  a2 ,  ...  étaient  connues ,  rien 
ne  s'opposerait  plus  à  un  usage  légitime  du  développement  (1).  Car 
supposons  que  a  tombe  entre  aw-i  et  an,  alors  on  aura  évidemment 

ç>(a)>T1  +  T2  +  ...  +  T„-i, 

<p(a)<  T\  +  T2  +  .  .  .  -f  TM_!  +  TM, 

et  on  aura  renfermé  <p  (a)  entre  deux  limites  dont  la  différence  est  T„. 
Il  résulte  de  ce  que  nous  trouverons  plus  tard  que  Tn  est  précisément 
le  plus  petit  terme  de  la  série  Tx  -f  T3  -f  . . .  ou  le  terme  qui  précède 
ce  plus  petit  terme  et  qui  en  diffère  très  peu. 

La  détermination  des  constantes  al7  a2>  •••  est  donc  le  problème 
principal  qui  doit  nous  occuper. 
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4.     Il  est  évident  d'abord  que  an  est  la  racine  positive  de  l'équation 
transcendante 


(3)     .     .     .     .  <p(a)  =  e 


cfi 


1_       J^  1.3...(2n  —  3) 


[2a  '   4a;i   '  '  2wa! 

mais  il  nous  semble  à  peu  près  impossible  de  tirer  de  là  des  expressions 
qui  pourraient  nous  être  utiles. 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  autre  forme  plus  avanta- 
geuse. Remarquons  pour  cela  qu'en  développant  les  deux  membres  de 
(2)  suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  on  ne  rencontre  point  de 
terme  sans  a  dans  le  premier  membre.  Il  doit  en  être  de  même  dans 
le  second  membre ,  ce  qui  montre  que  an  est  une  racine  de  l'équation 
transcendante 

2n-la  +2n-3a  +1.2'2w-5a  + U' 

En  multipliant  par  a2M_1  et  en  posant  a2  =  £,  a2,  sera  donc  une  racine 
positive  de 

^' ^  (2  n  —  2  m  —  1)  |  m  =  °' 

Cette  équation  admet  évidemment  une  seule  racine  positive ,  on 
montre  aussi  facilement  que  le  premier  membre  est  négatif  pour  t=n, 
donc 

a2n<n. 

Mais  l'équation  (4),  pas  plus  que  l'équation  (3),  ne  semble  nous  pou- 
voir conduire  à  ce  résultat  que  a2  est  susceptible  d'un  développement 
suivant  les  puissances  descendantes  de  n 

(5)  2  =  1    ,     8     1.      68     1  5582     ^ 

\  i     '     ■     ■   an    ~n       g  +  405  n  -h  25515  n2      3444525  ws  •  -•  • 

Ce  développement ,  quoique  divergent ,  n'en  permet  pas  moins  de 
calculer  les  an  avec  une  grande  approximation  comme  on  le  voit  par 
ces  quelques  valeurs  : 


n 

A 

d'après  (5) 

erreur 

1 

0,85402 

0,85413 

—  0,00011 

2 

1,84365 

1,84367 

—  0,00002 

5 

4,83737  67 

4,83737  76 

—  0,00000  09. 
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Déjà  pour  n  =  3  l'erreur  n'atteint  plus  une  unité  du  cinquième  ordre, 
et  on  peut  considérer  que  notre  but  sera  atteint,  dès  que  nous  aurons 
établi  le  développement  (5). 

Mais  cela  nous  a  été  impossible  en  partant  des  expressions  analy- 
tiques que  nous  avons  développées  jusqu'ici,  et  nous  avons  dû  suivre 
une  autre  voie.  C'est  précisément  la  valeur  principale  d'une  certaine 
intégrale  définie  qui  se  présente  ici,  et  il  nous  semble  que,  dans  cette 
occasion  ,  on  pourrait  difficilement  atteindre  le  but  d'une  autre  manière. 


5.     Supposons  a  ^  0  alors  on  a 

•  oo  g  a2  (1  —  x2) 


<6> <p(a)  =  y=v.i>.j     y- 


a? 


dx. 


On  établira  cette  formule  en  montrant  d'abord  que  pour  a  >  0  la  dé- 
rivée de  l'expression  au  second  membre  est  e"2,  et  ensuite  que  cette 
expression  devient  infiniment  petite  en  même  temps  que  a.  Pour  abré- 
ger nous  omettons  cette  démonstration. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  cette  formule  suppose  bien  a^.0,  car 
la  fonction  y  (a)  est  impaire.  Si  l'on  considère  les  valeurs  imaginaires, 


Ji    „         „    .    n 


on  trouve  que  a  doit  être  de  la  forme  rei(P  avec  r>0et--^<9>< 
En  employant  maintenant  l'identité 

=  l+a;2-r...T^'"2  + 


l—x2~      r       '  '"  '  '   1—x2 

on  a  évidemment 

i        r  9*  **,i  ^ j      i .3...(2ä  —  i)  „j 

p^v.p.J    x^e^~^dx=      2ft+i;2fc+1   'e"2- 

o 

On  retrouve  ainsi  le  développement  (1)  mais  avec  cette   nouvelle 
expression  du  terme  complémentaire 

(7) R^p^v.p.  f °ï^e<**-«>dx. 

0 

En  partant  de  cette  formule  on  peut ,  après  avoir  posé 
(8) a2  =  n-fl 
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développer  Rn  suivant  les  puissances  descendantes  de  n,  et  l'on  obtient 


(9) RM  = 


P    J.  PI  i.  ??     I 

0  ^  n  ^  n2  ^  '  * 


V2n 
où  P0,  Pj,  P2,  ...  sont  des  polynômes  en  t) ,  Pk  étant  du  degré  2  k  -\-  1 

Po  =  *  +  |, 


6    '         4    '        24  '       2160' 
P2  =  4Qyb—  48^+  144^+96^+1152  ,?_  48384' 

Ce  développement  est  divergent  mais  nous  avons  dit  déjà  quel  sens 
précis  il  faut  y  attacher. 

Pour  la  manière  d'obtenir  ce  développement,  nous  devons  renvoyer 
à  une  thèse  présentée  à  la  Faculté  des  sciences  de  Paris ,  insérée  dans 
les  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  (3ième  Série,  Tome  3,  1886, 
p.  201—258). 

On  conclut  de  ce  développement  que  Rn  s'évanouit  pour  une  valeur 
finie  de  v\%  dont  on  trouve  le  développement  suivant  les  puissances 
descendantes  de  n  égal  à 

JL_i_  JL  1    |      68     1 
6  +405   n  +25515  n2'" 

et  comme  nous  avons  posé  a2  =  n  -f-  V ,  il  en  résulte 

2  18      1 

a»=  "--6+4Ö5   n+'" 

C'est  précisément  le  développement  qu'il  fallait  obtenir. 

6.  En  considérant ,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  la  quantité  a\  comme 
racine  de  l'équation  transcendante 

•0O  /y<2fl 


1       x 

0 


la  restriction  que  n  soit  un  nombre  entier,  devient  inutile  et  l'on  définit 
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ainsi  une  fonction  continue  de  n.  Il  est  certain  aussi  que  le  développe 
ment  obtenu  donne  une  valeur  fort  approchée  de  cette  fonction  a\  dès 
que  n  est  un  peu  grand,  sans  être  nécessairement  entier. 

Si  l'on  regarde,  au  contraire,  la  manière  dont  nous  avons  défini 
originairement  la  quantité  o„,  on  voit  d'abord  que  l'équation  (3)  n'a  un 
sens  que  lorsque  n  est  entier.  Il  n'est  pas  possible  d'étendre  cette  dé- 
finition à  d'autres  valeurs.  En  regardant  au  contraire  a\  comme  la  ra- 
cine positive  de  l'équation  (4) 

y l- ^=o 

t-f  (2  n  —  2  m  —  1)  \m 

on  peut  bien  supposer  n  variable  d'une  manière  continue,  mais  la 
fonction  a%  qu'on  définit  ainsi ,  devient  discontinue  lorsque  la  variable 
est  égale  à  la  moitié  d'un  nombre  impair.  Il  nous  semble  que  ces  cir- 
constances rendent  à  peu  près  impossible  la  déduction  du  développe- 
ment (5)  en  partant  directement  des  équations  transcendantes  (3)  ou  (4). 

7.     Supposons  qu'on  ait  an—i  <  a  <  an  en  sorte  que 

9>(a)>T1  +  T2-f  ...  +  Tn_i, 

<P  (a)  <  Tj  +  T2  +  . . .  -f-  T„_i  4-  Tw. 

Calculons  la  valeur  approchée  de 

T  r<2*)  c« 

n~{2n—  l)(2a)2w-1r(«) 

en  supposant  a  grand. 

Il  est  visible  que  la  quantité  r)  =  a2  —  n  reste  toujours  finie,    elle 

1  7 

peut  à  peine  franchir  les  limites        ~-  et     —  -«-•     En    désignant    donc 

par  e,  e',  e",  s'"  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec        ,  on  a: 


a2«-l 


r(2»/)  =  (2»/)2ne-2nl/^-  (1  -M 

r(w)  =  ii»«-"j/^(i  +  «') 


n 
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et 

_    V¥n  1+«  _!  +  «'" 

1«-2w-iA(l-)-£')(l-fO~   ai/2' 

Ainsi  le  développement  (1)  permet  de  renfermer  99  (a)  entre  deux 

0,707 
limites  dont  la  différence  est  approximativement  — 

Soit  a  =  4,  on  voit  que  a16  <  a  <  a1T  et  nous  trouvons 

9>(4)>  1149  400,605, 
9>(4)<  1149  400,782. 

8.  Nous  ferons  voir  encore  comment  on  peut  pousser  plus  loin 
l'approximation  et  obtenir  une  valeur  très  approchée  du  terme  com- 
mentaire R„. 

Reprenons  la  formule 

D        1.3...(2n—  1)  ra      2n   x2  .         1.3...  (2  m—  1)  ra2     „    .    TJ 


2n  I  ~  2w  +  ] 


ou 


1.3...(2n-l)      H  e* 

2n  +  lw„+i  e     ƒ  (  X_\»+*Q 

n 


»a 


En  posant 


/•o 


(H) Aw=  | ^— ^dic 


ai— n 


(' + Vi 


x\*  +  * 


(i2) b=  r~ — —^ 

0 

nous  aurons 

(13) „        1.3        (2K--1) 


Rn  -  -  ^+;vnri  +  i  -;  e"  [A,  +  B]. 
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Il  est  visible  que  An  est  une  simple  constante  numérique  qui  dépend 
seulement  de  l'entier  n,  et  qu'on  peut  développer  de  la  manière  sui- 
vante 

(14) An  =  «0  +  ai  +  a2  +  ai+... 


ai  ~   1080  ' 


a°-  ~'    90720' 


«3=  + 


1S_ 
08( 
353 
I72( 

1423 


1088640 
D'autre  part ,  on  voit  aisément  qu'on  a 

Qo»  Qi>  Q-2>  •  •  •  étant  des  polynômes  en  r\  qui  s'évanouissent  pour  r]  =  0, 
Q/c  du  degré  2k -\-  1  étant  divisible  par  rjk+1.  Ces  polynômes  sont  fa- 
ciles à  calculer ,  et  on  trouve 

Qo  =  »7, 

n  sf1     2       7        i     ! 


Q4  /  i     o      î î    „  ,    29 

3  =  î?     836,?        288^+240  * 


8/' 

64/' 


Ce  développement  de  B  est  convergent  sous  la  condition  |  t]  \  <  n 
et  comme  on  peut  choisir  n  toujours  de  manière  que  |  r\  |  ^  \  la  con- 
vergence sera  rapide  et  on  peut  évaluer  facilement  cette  quantité  avec 
toute  approximation  désirée. 

Il  est  clair  qu'en  substituant  les  séries  (14)  et  (15)  dans  la  formule 
(13)  on   obtient   un  développement  de  R„  qu'on  peut  rapprocher  de  la 

formule  (9).  La  seule  différence  est  que  le  facteur  .-. —   se  trouve  rem- 

,  ,  1    .   G   .   .    .  \u  ïl  I)  .,  vl  ,.  1        O     '     1  * 

placé  par       nW  +  i    n+t —  feni  or  c*  aPres  'a  serie  de  htirhng  on  a  : 
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1     _  1  .3...(2n—  1)  ^n  +  0 
V2n~         2n  +  1ww+l 


e         > 


/2-l\      Bi    _/23-l\       B,       ■   /26  -  1\      B3 
V     2     M.2n      \     23    /3.4n3~~H     25     /5.6nö 

en  sorte  qu'il  est  facile  de  passer  de  l'une  des  formules  à  l'autre. 

Mais  la  forme  (13)  présente  un  grand  avantage  sur  la  forme  (9), 
d'abord  les  polynômes  Q  sont  pins  simples  et  plus  faciles  à  calculer  que 
les  polynômes  P  et  ensuite  nous  savons  maintenant  que  la  divergence 
de  la  série  An  +  B  provient  uniquement  de  la  partie  An  qui  est  in- 
dépendante de  rj. 

9.  Le  moyen  le  plus  simple  qui  permet  de  calculer  An  avec  une 
approximation  indéfinie,  c'est  de  prendre  fj  =  0  ou  a  =  Vn  dansles 
formules  précédentes.  Il  vient 

(17)     ....     ç»(Kn)=T1  +  T2  +  ...  +  T»  +  A»Tfl+i. 
11  faut  calculer  alors  <p  (Vn)  à  l'aide  de  la  série  convergente 

ft3  a5 

Nous  avons  trouvé  ainsi 

n  An 

1  0,1523180276  5 

2  0,15987  27953  6 

3  0,16227  85380  7. 

D'autre  part  les  quatres  premiers  termes  de  la  série  divergente  (14) 
donnent  les  valeurs  approchées  suivantes  (on  a  ajouté  les  corrections 
nécessaires) 

0,15204  6  +0,00027  2 

0,15983  88         +0,00003  40 

0,16227  04         +0,00000  81. 
On  peut  juger  par  là  de  l'approximation  que  l'on  obtient  pour  de  plus 
grandes  valeurs  de  n.  Dans  le  calcul  de  <p  (4)  on  a  besoin  de  la  con- 
stante A10,  et  on  trouve  à  une  unité  près  du  8ième  ordre 

tp  (4)  =1149400,63458993. 


LI. 

(Paris,  C.-R.   Acad.  Sei.,    103,    1886,    1243 — 1246) 


Sur  les  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  d'une 

variable. 

(Note,  présentée  par  M.  Hermite.) 

Considérons  une  fonction 

00 
f{x)  =  ^Tanxn 
0 

dans  l'intervalle  OfSx^Sl,  la  série  étant  convergente  pour  x=\    On 
doit  prendre,  comme  définition  de  f'  (1), 


f'  (1)  =  lim  (^ — ^         (lim  x  =  1). 
1  —  x 


Mais  f  '  (1)  n'existe  pas  nécessairement,  comme  le  montre   l'exemple 
suivant.  On  a 


(1     \         °° 


sin 


i*r=i) =£**•• 


Je  dis  que  les  coefficients  ôw,  cn  deviennent   infiniment   petits.    En 
effet, 


(j^J  =  X  (On  +  i  On)  & 
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donc 

h         ■       -i{i  +  !)•••(*  +  n~  *> 

t>n-\-lCn—  1.2...« 


n- 


«+<îs»==^(i+p  (1+2*r 


i+     x 


(«  —  l)2 


On  en  conclut 


—  e-w 


lim  bn  =  0 ,  lim  cw  =  0. 

Posons  maintenant 

00 

o 
où  aM  =  cn —  cn-\.  Alors  on  trouve,  pour  #  =  1, 

ƒ(!)  =  lim  (%  -f-  «2  +  •  •  •  +  a")  = lim  c«  =  ° 
et  évidemment ,  pour  0  ^  #  <  1 , 

ƒ  (A3)  =  (1  —  X)  Sill  flog  j^J  • 

Par  conséquent 

f(l)  —  f(x)  .    f.  1 

=  —  sin   log 


1  —  x  \   ö 1—x 

Le  sinus  oscillant  entre  —  1  et  -f-1,  on  voit  que  f'  (1)  n'existe  pas 
L'exemple 


nx)=Vl-x=l-\x-^ïx*-éù> 


/y»u   __ 


ƒ  (1) f  M 

est  plus  simple  ;  mais  ,  dans  ce  cas  ,  — =— croît  au  delà  de  toute 

limite  en  restant  constamment  négatif.  Il  conviendrait  alors,  peut-être, 
de  dire  que  la  dérivée  existe  et  que  f'  (1)  =  —  co  . 
Mais  ici  se  pose  maintenant  une  question  délicate. 
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Supposons  que  f'  (1)  existe  et  ait  une  valeur  finie,  peut-on  en  con- 
clure que 

lim  f'(x)x =!=ƒ'(!)? 

Nous  ne  le  savons  pas.  Nous  n'avons  pas  rencontré  un  exemple  qui 
eût  montré  que  cela  n'est  pas  vrai. 
En  posant 

oo 


on  a 


1  —  x     —  jL«SnX       ' 


03 

f'  {x)  =  ^n  (sn  —  Sn  +  i)  xn~l. 
î 

oo 

Dans  le  cas  où  la  série  ^  sn  est  convergente ,  on  a 

i 

lim  s2  +  2s3+...  +  nsn  +  i  _  0 
n  ' 

comme  M.  Kronecker  vient  de  le  démontrer  1). 
Or  on  trouve 

f{l) --fix)  _  f,  {x) ._  (i  __  a)  [^  +  2  *8  s  +  8  *4  a?  +  . .  •] 

et  l'on  en  conclut,  d'après  une  proposition  de  M.  Fröbenius2), 

f'(l)  —  limf'(x)Xssl  =  0. 

30 

Ainsi,  lorsque  la  série  ^  s»  est  convergente,  la  fonction  f(x)  admet 

î 

une  dérivée  qui  est  continue  dans  l'intervalle  O^x^l.  Mais  il  reste 
douteux ,  si  cela  reste  vrai ,  sous  la  seule  condition  que  f'  (1)  existe. 


l)    Comptes  rendus,  t.  CHI,  p.  980. 
-)    Journal  de  Borchardt,  t.  89,  p.  2(32. 
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Remarquons   que,    réciproquement      lorsque    f'(x)    tend    vers    une 
limite  A  pour  x=l,  on  peut  en  conclure 

1  — x 

Mais  cela  résulte  déjà  de  la  continuité  de  f  {x)  et  de  la  supposition  re- 
lative à  /'  (x)  et  ne  constitue  donc  pas  une  propriété  nouvelle,  spéciale 

CO 

aux  fonctions  qui  sont  représentées  par  une  série    7    anxn. 


LU. 

(Acta  Math.,  Stockholm,  9,    1886,   385-  400.) 


Sur  les  racines  de  l'équation  X„  =  0. 

1.     Nous  aurons  à  invoquer  dans  la  suite  une  proposition  d'algèbre 
que  nous  allons  établir  tout  d'abord. 
Soit 

m  m 

X  =  £  'ZCLikXiXk 
1    1 

une  forme  quadratique  positive  des  variables  xx,  x2,  . .  . ,  xm. 

On  sait  que  les  coefficients  an  sont  positifs.  Nous  ajoutons  mainte- 
nant la  condition  que  les  autres  coefficients  ant  soient  tous  négatifs 
ou  nuls. 

Considérons  les  m  équations  linéaires 

1    ^  -57- 
(1)    •     .     .     •  -5-  t—  =  anx1-{-ai2X2-\-  . . .  -\-aimxm  =  f». 

di     0  X  i 

(i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m) 

Nous  supposons  que  les  quantités  &  sont  toutes  positives  ou  nulles. 
Dans  ces  conditions  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  :  „Aucune 
des  valeurs  de  x1}  x2,  ...,  xm  tirées  des  équations  (1)  ne  peut  être 
négative,  et  si  les  quantités  £,•  sont  toutes  positives  alors  xlt  x2,  . ..,  xm 
le  sont  aussi." 

Dans  la  démonstration  suivante  nous  ferons  abstraction  du  cas  trivial 

fi  =  h  =  •  •  •  =  %m  =  ° 
dans  lequel  on  a  aussi 

Xa  —  X.)  —  .  .  .  —  3?m  —  O. 
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On  a 

m  m  m 

Z$iXi=  2  ZdikXiXk 
1  1    1 

et  il  est  clair  par  là  qu'au  moins  un  des  Xi  doit  être  positif  car  le  se- 
cond membre  est  positif. 
Mais  supposons  que 

/y  rf  /Y* 

U/j  ,     U/.>  y      ■    ■    •    >     •A'W 

soient  négatifs  ou  nuls,  et 

Xn-\-\y    Xn-\-i>    •  ■  •  >    Xm 

positifs. 

Dans  la  relation 

n  n   n  m 

(2)    .    l,iiXi='EIlaikXiXk-\-  ^  Xi(anx1-]- a2i  x0-{- ■  ■  ■ -\-aniXn) 

1  1    1  n  +  l 

le  premier  membre  est  nul  ou  négatif.  Au  contraire   dans  le  second 
membre  la  première  partie 

n   n 

2  2  aik  Xi  Xk 
1    1 

est  nulle  ou  positive ,  et  il  en  est  de  même  de  la  seconde  partie 

m 

2   Xi  (aliX1  -f"  Ct,2i  Xo  -f  .  .  .  -f-  Uni  xn). 

n+l 

Par  conséquent  les  deux  membres  de  la  relation  (2)  sont  nécessairement 
nuls  tous  les  deux,  ce  qui  exige: 

La  première  partie  de  notre  proposition  se  trouve  établie  par  là.  Pour 
démontrer  aussi  la  seconde  partie  nous  observons  qu'en  supposant 

Jb-i    Jjcy  .    .    .   —  JUfi  \J 

Xn  + 1  j    Xn  +  2  ?    •  •  •  >    Xm 

positifs  les  n  premiers  équations  (1)  montrent  qu'on  a 

(3) an  =  0 

dès  que  l'un  (et  seulement  un)  des  indices  î,  k  surpasse  n.  Ht  ensuite 
il  est  clair  qu'on  doit  avoir 

^  =  f  g  = . . .  =  £B  =  0. 

Cette  dernière  conséquence  démontre  la  seconde  partie  de  notre  pro- 
position. 
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Les  équations  (3)  font  voir  que  dans  le  cas  exceptionnel  que  nous 
considérons  on  a 

n    u  m       m 

X  =  £  SaikXiXic  -f-  2    2  aïkXiXk 

î   î  )i+i«+i 

en  sorte  que  X  se  décompose  directement  dans  la  somme  de  deux 
formes  quadratiques  positives  des  variables  x1,x2,  ...,xn  et  xn+\,  Xn  +  v, 
...,xm.  Le  cas  xx  =  x2  =  .  .  .  =  xn  =  0  se  présente  alors  dès  qu'on 
prend  fx  =  £2  = . . .  =  |„  =  0. 

D'après  ce  qui  précède  il  est  clair  que  lorsque  X  ne  se  décompose 
pas  directement  dans  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  formes  quadratiques  d'un  nombre  de  variables  moindre  que  m,  alors 
xx,  x2,  . . . ,  xm  sont  tous  positifs,  même  dans  le  cas  que  quelques-uns 
des  li  sont  nuls. 

Corollaire.  Soit  D  le  déterminant  de  X  et  désignons  par  D,-fc  les 
mineurs  de  D  en  sorte  qu'on  a 

D  Xi  =  £x  T>u  -f-  £a  D2  i  +  . . .  -f-  èm  Dwi 

alors  aucun  des  mineurs  Da-  ne  peut  être  négatif.  Et  si  le  cas  excep- 
tionnel examiné  plus  haut  ne  se  présente  pas,  tous  les  D»ä  sont  positifs. 

2.  Supposons  que  sur  l'axe  des  abscisses  0  X  on  ait  dans  les  points 
A  et  B  dont  les  abscisses  sont  —  1  et  -j-  1  deux  points  matériels  fixes, 
la  masse  du  premier  en  A  étant  a,  celle  du  second  en  B,  ß  (a  >  0,  ß  >  0). 

Imaginons  encore  n  points  matériels  de  masse  égale  à  1,  qui  peuvent 
glisser  librement  sur  l'axe  et  placés  entre  A  et  B.  Supposons  enfin  que 
deux  points  matériels  se  repoussent  en  raison  directe  de  leurs  masses 
et  en  raison  inverse  de  leur  distance.  Dans  ces  conditions  il  y  a  une 
position  unique  d'équilibre  pour  les  n  points  placés  entre  A  et  B,  et 
si  l'on  désigne  leurs  abscisses  dans  la  position  d'équilibre  par 

(4-) X±  ^>  X?  ^>  3?3  /■  •  •  •  ^>  Xn 

xXl  x2,  •    ■  ,  xn  sont  les  racines  d'une  équation 

cp  (x)  =  0 
cp  (x)  étant  un  polynôme  du  degré  n  défini  par  l'équation  différentielle 
(5)     .     .  {l-x*)<p"(x)  +  2[a-ß-(a  +  ß)x-]<p'(.c)  +  Ccp(x)  =  0. 
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C  est  une  constante  dont  la  valeur  est 

ra(w-f2a  +  2/S  —  1) 

comme  on  le  trouve  en  cherchant  le  coefficient  de  xn  dans  le  premier 
membre  de  (5). 

C'est  là  un  cas  particulier  d'un  théorème  démontré  dans  ce  journal , 
t    6,  p.  321  et  suiv.  l) 

3.  Les  racines  xx,  x2, . . . ,  xn  dépendent  de  a  et  ß  et  l'on  peut  les  con- 
sidérer comme  fonctions  des  variables  a  et  ß  qui  doivent  rester  toujours 
positives. 

Lorsque  a  et.  ß  varient  d'une  manière  continue,  x%  varie  aussi  d'une 
manière  continue  et  comme  deux  racines  ne  deviennent  jamais  égales, 
leur  ordre  de  grandeur  fixé  par  les  inégalités  (4)  ne  sera  jamais  changé. 

Nous  allons  démontrer  les  inégalités 

<6> 4f>o- 

<7> ■•  •  ^<°- 

En  effet,  les  quantités  xx , . . .  ,  xn  dépendent  de  a  et  de  ß  par  les  relations 


X i  ~j~  i.         Xi        1         X { —  X j  X i  —  X %  —  i         X{  —  X %  -j- 1 

...  H —  =  o. 

%Aj  %  A/fi 

(i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  ri) 

Ô  OC  ' 

En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  a  on  obtient  pour  les  -r— -  le  sy- 
stème linéaire  suivant  : 

/o\  0  X-i        .  0  Xn       .  .  0  Xn  1 

da'  da'  da         Xi-f-  1 

(î=l,  2,  ...,  ri) 
où 

aii-=(xi^lf^^^^(xi-x1f^---^(xi-xi-tf  +  (xi-Xi+i)^- 

{Xi—Xnf 

1 

dik  =  «fci  =  —  7 VÖ' 

(a;,-  —  a;*)2 
!)    I,d.  436. 
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Ce  système  rentre  évidemment  dans  le  type  des  équations  (1)  car  la 
forme  quadratique 

est  positive,  et  x%-\-  1  est  aussi  positif. 

Li  .       V  X]       O  X?  0  Xn  j 

es  valeurs  de  ^—  ,    A    ",...,    x      sont  donc  toutes  positives. 
dada  0  a  l 

On  trouve  de  la  môme  manière 

à  xx     .  0  Xr,     .  .  d  xn  1 

({  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) 
Ici  les  seconds  membres  sont  tous  négatifs ,  et  il  en  est  donc  de  même 

des  valeurs  des  '  \  J  ' 

4.     Considérons  le  cas  particulier  a  =  ß,  en  sorte  que  Xi  est  fonction 
de  la  seule  variable  a.  Il  est  clair  d'abord  qu'on  aura 

X^  — f-  Xn  ==  %2  ~T~  ^n  —  1  ~~  %H     \     ~^n  —  2  —  ■  •  •  -—  O. 

Ainsi  en  supposant  n  =  2m  ou  n  =  2  m  -f  1  il  suffira  de  considérer  les 
racines  positives 

Nous  allons  démontrer  qu'on  a  toujours 

(9) 4^<a 

a  a 

(i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m) 
En  effet  supposons  d'abord  n  =  2m,  on  aura 


+  ^L-,+^+^  +  --.  +  ^J^  +^~-  +  -- 


(10) 


[  iCj  - f-  l  iCj  —  -1  &  Xi         Xï  —  3/^  Xi         Xi  —  i  3/j  — ~  X{-^-\ 

_l_ 1  I  *         I  i    !: L I: L    _.J_     -J—     ==0 

Xi — Xm  '  aîi-f-^i         '      iCt  -|-  rc<_i  ^^  rc»  +  ^t+^m 


(2  =  1 ,    2 ,    .  .  .  ,   M) 

d'où  l'on  déduit 


dx1    .  dx»    .  .  dxm  2  Xi 

'   2   ~ r~^  ~T~  •  •  •  T"  aim  — 
da 

(i  =  1 ,  2 ,  .  . . ,  m) 


(11)    •    •    •     ai^+ai*-dï  +  -'-+aim-d^-  -,: 
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en  posant 

aii  =:  (zt  +  ïj~2  +  (z^ïf  +  2^f  +  P!  +  Q' 


fltA  =^  «A  t  — 


'i 
1  1 


(r^i  +  ^A:)2  (iCt—  Xkf 


* =7^-^  +  ■  •  •  +  ,—  -^r-^  +  zr-A— T2  +  •  •   + 


(^î 3?j)  (Z{ Xi  —  \)  (Xi Xi^-\Y  (Xi         Xm)~ 

Q*  =  ,„  ,*«  +  ■•■  +  ,„  /„  -g  +  z,  .1     «  +  ■.-  + 


(#i -f- a^)2  ^        Tfe-|-a;i_i)2      (;ciH-aîi  +  i)2  (#»-}- #m)2 

Le  système  (11)  rentre  encore  dans  le  type  des  équations  (1)   car 
dik  est  négatif  et  la  forme  quadratique 

fît 

1 1  au X ,  X,  =  £  (^  +  5^  +  2-'-?  +  2  Q.)  X? 

est  positive.  Mais  les  seconds  membres  dans  le  système  (11)  sont  tous 
négatifs  et  l'on  a  par  conséquent 

dXi  =0. 


da 
Dans  le  cas  w  =  2m-f-l  on  aura  xm+i  =  0,  et 

(      a       .       a       I     3     |        1       ,         |  1  |   1         «         ■        1 

C 1  öl  \ 

_l_J_.      . ! +  __L     .      I       i     =0 

l  Xi+Zi  l    Xi  +  Xi-x'    Xi-\-Xi  +  i  ~Xi-\-Xm 

(i  =  1 ,  2 ,  . . .  ,  m) 

La  seule  différence  avec  les  relations  (10)  consiste,  comme  on  le  voit, 

3                                                                       i 
dans  le  terme  y- ■  qui  est  venu  remplacer   le  terme   ~ Ce  terme 

à  Zi  A  X i 

3     __L_         1 


2  Xi        2  Xt        Zi 

provient  de  l'action   des  deux  points  matériels  dont  les  abscisses  sont 
— zi  et  0. 
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d  x  ■ 
On  trouve  les  équations  linéaires  suivantes  pour  les  -y-5- 


Cl  X-i       |  |  (XX  m  o  X  i 


ft'l^f  +  -      •  +a 


im 


■1 


da  da  1  —  xv 

üii  =  (Xi  +  l)2  +  (Xi -  If  +  JxJ  +  P*  +  Qî' 
(z  =  1 ,  2 ,  ...  m) 

1  1 


«  i  A;  =  Ü  k  i  = 


(a?,-  -|-  a;*)2      (a?*  —  xkf 
et  l'on  en  conclut  les  inégalités  (9)  comme  tout  à  l'heure. 

5.  Les  démonstrations  des  propositions  exprimées  par  les  inégalités 
(6),  (7),  (9)  que  nous  venons  de  développer,  nous  semble  la  plus  simple 
si  l'on  n'a  en  vue  que  ces  inégalités  elles-mêmes.  Mais  nous  avons  re- 
trouvé ces  inégalités  encore  comme  conséquences  d'une  proposition 
d'un  caractère  plus  général ,  à  l'occasion  d'études  sur  la  quadrature 
mécanique  de  Gauss. 

6.  Nous  allons  développer  maintenant  quelques  conséquences  qui 
découlent  presque  immédiatement  de  ces  inégalités  (6),  (7)  et  (9). 

Supposons  d'abord 

1  r       J 

a=2'  ß=2 

l'équation  (5)  devient 

(1  —  x2)  <p"  (x)  —  2x<p'  (x)  -f  n  (n  -f  1)  q>  (x)  =  0 
ainsi  Xi  est  une  racine  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  po- 
lynôme XM  de  Legendre. 
Prenons  ensuite 

3  r-    1 

On  a 

(1  -  x2)  <p"  (x)  -f  (1  —  2  x)  <p'  (x)  +  n  (n  -f-  1)  <p  (x)  =  0 

ou  si  l'on  pose 

X  =  COS  çp  , 

cp  (x)  cos  2  <p  =  y , 

d'y       (  1\2 


d<P 


l  +("+  g)  y  =  o, 


80  SUR    LES   RACINES   DE    l.'Ï^UATION   X„  =  0. 

donc 


cos  (w  4-   2  j  <p 

cp  (x)  =  -z 


et  par  conséquent 
1  )ans  le  cas 


COS         (p 


{2i  —  l)n 

2  n  -f  1 


1          , 

3 

4 

on  trouve  de  la  même  manière 

X  =  COS  (p  , 

sin(w  +  i) 

qp 

m  [  'f\  

<p  \X)  —                  1 

sin  —  <p 

2  in 
Xi  =  CQS j — -. 

correspond  à  a  =.  —  ?  /?=  —  doit  être  plus  petite  que  la  valeur  de  Xi 
pour  a  =  —,  ß  =  — -  et  plus  grande  que  la  valeur  de  x%  pour  a  =  — , 


<*=!• 

Ainsi  on  a  la  limitation  suivante  pour  la  racine  .r»  de    l'équation 
Xw  =  0 

2  in    •  (2 i— 1)ji 

<A) C0S2-M-1<^<C0SIMT' 

Cette  proposition  est  due  à  M.  Bruns  qui  l'a  obtenue  dans  le  tome 
90  du  Journal  de  Borchardt,  p.  327. 

7.     Nous  pouvons  obtenir  des  limites  plus  étroites  à  l'aide  de  3'iné- 
g-alité  (9). 

Prenons  en  effet 

1  r        l 

a=4'  ß=T 
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on  trouvera 

x  =  COS  <p  , 

cp  (x)  =  cos  n  <p , 

(2i—l)n 


Xi  =  C0S 


2n 


et  en  second  lieu 


on  trouve 


3  R-  3 


o;  =  cos  9? , 

,  .       sin  (w  -f- 1)  9? 

r  sin  95 


2  7T 

a;,-  =  COS 


w-fl 

D'après  les  inégalités  (9)  on  en  conclut  la  limitation  suivante  d'une 
racine  positive  de  l'équation  X„  =  0: 

._..                                          in       ,         .        (2  i  —  1)  n 
(B) cos  — j— r  <  Xi  <  cos  - — s 

Pour  une  racine  négative  on  aurait  évidemment 

in     ^        .  (2i —  l)n 

COS j— :  >  Xi  >  COS £ — —  • 

n  -j-  1  2w 

Soit  w=  10,  on  a  d'après  (A) 

limites 


(  0,98883 
x,  0,03326 

(0,95557 


(  0,90097 
x9  0,07473 

"  (  0,82624 

(  0,73305 
Xo  0,10956 

(  0,62349 

(  0,50000 
x,  0,13466 

(0,36534 

(  0,22252 
x,  0,14779 

(  0,07473 


II  6 
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et  d'après  (B) 

limites 

00\ 

j  0,98769 
(  0,95949 

x2 

j  0,89101 
I  0,84125 

X% 

j  0,70711 
(  0,65486 

x± 

i  0,45399 
(  0,41542 

x§ 

j  0,15643 
(  0,14231 

0,02820 
0,04976 
0,05225 
0,03857 
0,01412. 


8.  La  proposition  d'algèbre  démontrée  dans  le  n<>  1 ,  ou  plutôt  le 
corollaire  que  nous  en  avons  déduit,  se  trouve  lié  étroitement  à  une 
question  qui  se  présente  dans  le  problème  de  la  distribution  d'électricité 
sur  un  système  de  conducteurs. 

Soient  Alt  A2,  . . . ,  Am  les  conducteurs,  e1}  e2,  . . . ,  em  leurs  charges 
respectives  et  Vlt  V2,  • .  -,  Vm  les  potentiels  correspondants. 

On  a 

(a) Vt  =  p»i  e1  -{- Pi2  e2  -f  .. .  -\-pim  em 

(i=l,  2,  ..'-.,  m) 
et  réciproquement 

{ß) €i  =  qn  Vi  +  qi2  V2  +  . . .  +  gim  Vw 

(*=1,  2,  ...,  m) 

(Maxwell,  Traité  d'électricité  et  de  magnétisme,  §  87.) 
La  forme  quadratique 

ZXqucXiXk 

est  positive.  Le  coefficient  positif  qa  est  la  capacité  du  conducteur  A* 
tandis  que  qnt  est  un  coefficient  d'électricité  induit  et  négatif. 

Le  système  (ß)  rentre  donc  dans  le  type  des  équations  (1),  et  d'après 
notre  corollaire  les  coefficients  du  système  (a)  sont  donc  tous  positifs , 
ce  qui  est  bien  connu  et  ce  qu'on  établit  directement  à  l'aide  de  la 
théorie  du  potentiel. 
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Mais  le  système  (ß)  n'a  pas  la  même  généralité  que  le  système  (1) 
car  on  a  entre  les  coefficients  g,*  les  relations 

qn  +  îisrh..'.  -f  ?»»>  ^  0 

(z  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m) 

tandis  que  dans  le  système  (1)  on  n'a  pas  nécessairement  les  relations 
correspondantes  entre  les  o<*. 

Mais  aussi  dans  le  système  (a)  les^,-*  ne  sont  pas  seulement  positifs, 
la  théorie  du  potentiel  montre  qu'on  a  en  outre 

Pu^ptk- 
D'après  cela  il  est  fort  probable  que  si  l'on  assujettit  dans  Je  système 

(1) an  x1  -\-ai2X2-\- . .  .  -f-  aimxm  =  Çi 

{i=l,  2,  ...,  m) 

les  coefficients  a,-*  à  ces  conditions  additionnelles: 

Si  =  an  -f-  ai2  +  . . .  +  aim^  0, 
il  en  résultera  pour  les  Dt&  la  conséquence 

C'est  ce  que  nous  allons  prouver  en  effet. 

9.     Supposons  d'abord 

Si>0 
(i  =  1 ,  2,  . . . ,  m) 
alors  on  a 

Il  suffira  évidemment  de  faire  voir  que  Dn  >  D12.  A  cause  de 
D  x1  =  Si  Du  + 12  D21  +  . . .  -f  f  m  D»i 
cela  revient  à  montrer  que  pour 

fi  =  +  l,  i2  =  -i,  &  =  o 

(i  >  2) 
la  valeur  de  a^  tirée  du  système  (1)  est  positive.  Or  on  a 

m  m 

££{  =  0  =  £&<£<, 

i  i 

m  mm 

£  Xi  £,•  =  »!  —  a?9  =  £  £  a**  a;,-  se* 
1  1   1 
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d'où  l'on  conclut  d'abord  que  les  x%  ne  peuvent  pas  être  tous  nuls  ou 
négatifs ,  ou  bien  tous  nuls  ou  positifs  et  ensuite 

Xi  ^>  x%. 

Donc  si  x1  était  nul  ou  négatif,  x2  serait  négatif.  Supposons  donc  que 

x1 ,  x2 ,  . . . ,  xn ,  (m  >  n  ^  2) 

soient  nuls  ou  négatifs ,  et 

%n  +1  >   Xn  -|-2  ,    .  .  .  ,  Xm 

positifs. 

On  devrait  avoir 

m  n  mm 

2  ÇiXi  =  0  =  2Xi{an+u%n  +  i  -(-  • .  •  -\-amixm)  +  2    £  aikXiXk 

n  +  1  1  n+ln+1 

ce  qui  est  impossible  car  le  second  membre  est  positif.  On  a  donc  né- 
cessairement xx  >  0  ou 

Dn>D12. 

C.  Q.  F.  D. 

Il  est  clair  maintenant  que  dans  le  cas 

on  doit  avoir  nécessairement 

T>ii^T>ik 

car  un  changement  infiniment  petit  des  dik  suffit  pour  rentrer  dans  le 
cas  Si  >  0. 

10.     Cherchons  encore  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'on  ait 

D11  =  D12. 

D'après  ce  qui  précède  il  est  clair  qu'au  moins  un  des  s,-  doit  être  nul 
mais  cela  ne  suffit  pas. 

En  prenant  comme  tout-à-1'heure 

fi  =  +  li  *2  =  —l,  fi'äO 

(i  >  2) 
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la  condition  D,  ,  =  Dj  2  revient  à  xx  =  0,  et  les  inconnues  x2,  xa,  . . . ,  xm 
se  trouvent  déterminées  par  le  système 

itt22   X2  "I     ^2  3   "^3  "T"  '  •  •  ~l     ^2i»  Xni  -—  —   1  > 
a32  &2  -\-  a33  a?g  -j-  , . .  -\-  a%m  xm  =      0 , 

Öw2^2  +  «m3^3  "f        •  "f*  «mm  #m  =         0. 

Deux  cas  sont  à  distinguer. 

I.  La  forme 

»n  m 

S  ZdikXiXk 

2    2 

ne  se  décompose  pas  directement  dans  la  somme  de  deux  formes  qua- 
dratiques d'un  nombre  de  variables  moindre  que  m —  1. 

Alors  x2,  Xa,  . . . ,  xm  seront  négatifs,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
dans  le  n°  1.  Et  comme  on  a 

m 

i  si  — —  U  '==-  So  X2  ~J~  S%  Xg  -J-  .  .  .  -j-  Sm  Xm 
1 

on  en  conclut 

(a) s2  =  0,  s3  =  0,     ...,     sm  =  0. 

Réciproquement,  si  ces  relations  (a)  se  trouvent  vérifiées,  il  est  clair 
que  le  système  (1)  donnera  a^  =  0  ou  D11  =  D12  car  on  trouve 

m 

s1x1  =  2$i  =  0 

î 

et  s1  n'est  pas  nul. 

II.  La  forme 

m   m 

2  ZdiicXiXk 

2    2 


se  décompose  directement  dans  la  somme  de  deux  ou  de  plusieurs  for- 
mes quadratiques. 
Alors  les  variables 

^2  '    *^3  t    '  '  '  '       M 
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se  décomposent  en  plusieurs  groupes.  Soit 

X2  »    *%  »    *  "  *  '    *^n 

le  groupe  dans  lequel  se  trouve  x2. 

Le  système  (1')  se  décompose  en  deux  systèmes  relatifs  aux  deux 
groupes  de  variables 

X2  -,    Xq  >    '  '  -  >   fin  y 

X  n  -\- 1  j    •  ■  •  ?    %m 

et  on  voit  qu'on  aura: 

X2  <  0  ,  X3  <  0 ,       .  .  .  ,       Xn<0, 

Xn  +1  ==  #n  +  2  =:  •  •  •  ==  ^m  ==  U. 

La  relation 

permet  donc  de  conclure: 

(b) s2  =  0,  <s3  =  0,     . ..,     sn  =  0- 

Réciproquement,  si  les  conditions  (b)  sont  vérifiées  et  qu'en  outre  on 
a  identiquement  : 

mm  n    n  m      m 

2  2aikXi%k  =  E  EaikXiXk-{-  2    S  aikXiXk 

2    2  2     2  n+1 m  +  1 

alors  le  système  des  valeurs  de  x2,  x3,  . .  . ,  xm  tirées  des  équations  (1'), 
joint  à  la  valeur  ^  =  0,  satisfait  au  système  (1)  et  l'on  a  par  consé- 
quent Dxl  — D12.  Pour  le  montrer  il  suffit  évidemment  de  vérifier  la 
première  des  équations  (1),  ou  bien  l'équation  obtenue  en  prenant  la 
somme  des  équations  (1).  Or  cette  dernière 

*1  %1  ~T~  $2  %2    i     •  •  '     l    ^»w  %in  ==  0 

se  trouve  vérifiée  évidemment. 

Nous  avons  supposé  ici  n  <  m,  pour  n  =  m  on  rentre  dans  le  pre- 
mier cas;  et  l'on  a  le  résultat  suivant. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 

Dn  =  D18 
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consistent  dans  ce  que ,  pour  une  valeur  spéciale  de  n 

2  ^  n  ^  m 
on  ait 

(I) S,  =  0,  %  =  0,       ...,      Sn  =  0 

et 

I  «2,n  +  l  =  Cl2,n  +  2  =  •  •  •  =  «2, m  =  0  , 
,TT,  ]«3,n-f-l  =  #3,n  +  2  =  .  .  .  =  «3,w  =  0, 

!  O.  n,  n  -f- 1  ==  ^  m,  «  +  2  — —  •  •  •  — —  Q>  n,  m  —-  O. 

Dans  le  cas  n  =  m  les  conditions  (II)  disparaissent. 

* 

11.     Supposons  les  conditions  (I)  et  (II)  remplies,  il  n'est  pas  permis 
de  conclure  que  les  valeurs  de  x2,  . . . ,  xn  sont  négatives ,  car  la  forme 

n    n 

2d  2*  Ct  ik  OC  i  OC  h 
2    2 

pourrait  encore  être  décomposable.  Mais  si  cela  eut  lieu,  il  est  clair 
que  les  conditions  (I)  et  (II)  seraient  encore  satisfaites  pour  une  valeur 
plus  petite  du  nombre  n. 

Si  donc  nous  supposons  que  n  soit  le  plus  petit  nombre  pour  lequel 
les  conditions  (I)  et  (II)  sont  satisfaites ,  on  aura 

X2  <  0 ,  Xs  <  0 ,       .  .  .  ,      Xn  <  0 , 

Xn  +  1  =Xn+2  =  ■  ■  •  =Xm  =  0 

et  à  cause  de 

D  Xi  =  T>n  —  Doj 

nous  pouvons  donc  ajouter  : 

la  condition  Dx  t  =  I>1 3  entraîne  nécessairement  les  relations 

Dii<D2; 
pour  i  =  2,  3,  . .  . ,  n, 

Du  =  D2J 
pour  i  >  n. 


88  sur  les  racines  de  l'équation  xm  =  0. 

Note. 

Après  avoir  terminé  la  rédaction  de  cet  article,  je  viens  de  prendre 
connaissance  d'une  note  Sur  les  racines  de  certaines  équations  par 
M.  A.  MarkofT,  (Mathematische  Annalen,  T.  27,  p.  177).  L'auteur  y 
déduit  d'abord  la  limitation  des  racines  de  l'équation  X„  =  0  déjà  ob- 
tenue par  M.  Bruns,  et  ensuite  il  obtient  aussi  et  pour  la  première 
fois ,  la  limitation  plus  étroite  (B). 

La  démonstration  que  j'ai  donnée  est  différente  de  celle  de  M.  Mar- 
koff,  mais  une  seconde  démonstration  à  laquelle  j'ai  fait  allusion  seu- 
lement dans  le  n°.  5,  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  de  cet  auteur. 


LUI. 

(Bull.  Sei.  math.,   Paris,  sér.   2,    11,    1887,  46 — 51). 


Exemple  d'une  fonction  qui  n'existe  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle. 

La  notion  d'une  fonction  d'une  variable  imaginaire  pour  laquelle  le 
domaine  de  la  variable  est  nécessairement  restreint  par  la  nature  même 
de  la  fonction  est  d'une  si  grande  importance  qu'il  ne  semble  pas  inutile 
de  donner  un  exemple  d'une  telle  fonction,  même  dans  un  Cours  où  il 
serait  impossible  d'exposer  les  recherches  de  MM.  Weierstrass,  Mittag- 
Leffler,  Poincaré  sur  ce  sujet. 

Peut-être  trouvera- 1- on  l'exemple  suivant  assez  simple  pour  remplir 
ce  but. 

1.     Soit  a  une  quantité  dont  le  module  est  égal  à  l'unité    On  a 

z  z        z2  ,    z3 


=  --h  —  4-  —  4- 


a  —  z      a       a'       a° 

La  série  est  convergente  sous  la  condition  mod  z  =  g  <  1,  et  le  cercle 
de  convergence  est  un  cercle  C  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  l'unité. 

En  remplaçant  chaque  terme  de  la  série  par  son  module ,  on  voit  que 

mod < 


a  —  z  ~z  1  —  q 
Prenons  maintenant  une  suite  infinie  de  quantités 

dont  le  module  est  égal  à  l'unité,  et  posons 
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En  supposant  mod  z  =  g  <  1 ,  la  série  est  évidemment  convergente 

et  l'on  a 

00    1 

mod /■(*)<  ~-   V4- 
w       1  —  g  *-*  n3 

Développons  suivant  les  puissances  croissantes  de  z ,  il  vient 

G>n         Z 


z2   ,    z6 
2*\a2   '   a]  +  ¥l 


T    os  L       I      ~2  "T     „3  "T"  ' 


ytj  .yO 


+ — 

La  série  double  restant  convergente  quand  on  remplace  chaque  terme 
par  son  module,  on  peut  prendre  les  termes  dans  un  ordre  quelconque. 
En  particulier,  il  est  permis  d'ordonner  suivant  les  puissances  de  z  ;  la 
fonction  f(z)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

00 

(2) f(z)=^cnz", 

î 

et  le  rayon  de  convergence  de  cette  série  est  égal  à  l'unité.  Il  est  clair 
aussi  que  le  module  d'un  coefficient  quelconque  Ck  ne  peut  surpasser  la 

v     1 

constante  \_.  ~à  =  1>202 

2.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  manière  dont  varie  la  valeur 
de  f(z)  lorsque  z  s'approche  d'une  certaine  manière  de  la  circonférence 
du  cercle  de  convergence  C. 

Mais  il  faut  d'abord  préciser  les  valeurs  des  constantes 

(Z^   2      Cl  O  f       •    m    m  y      Ctfl  j       •    •     • 

Si  l'on  représente  ces  quantités  dans  le  plan  par  des  points 

ces  points  se  trouvent  sur  la  circonférence  du  cercle  C. 

Nous  prenons  alf  a2  de  manière  que  Pj  et  P2  se  trouvent  aux  extré- 
mités d'un  diamètre  du  cercle. 

Nous  choisissons  ensuite  a:i)  a4  de  manière  que  la  circonférence  se 
trouve  divisée  en  quatre  parties  égales  par  les  points  Plf  P2,  P3,  P4. 
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En  continuant  ainsi,  on  choisira  a5,  af),  a7,  as,  de  manière  que  les 
points  Pj ,  P2,  . . .,  P8  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier  de  huit 
côtés  inscrit  dans  le  cercle. 

Généralement    pour  k  =  2n~1,  on  devra  prendre 

dk  +  lt    ßfc  +  2,  •  •  •  ,  «2äi 

de  manière  que  la  circonférence  C  se  trouve  divisée  en  2k  parties  égales 
par  les  points  Pj ,  P2,  . . . ,  P2&. 

Ayant  défini  de  cette  manière  la  suite  infinie 

rt1 ,    a2  ?    ^3  J    •  •  • »    Un )    •  •  •  » 

il  est  clair  qu'on  trouvera  toujours  un  nombre  infini  de  points  P^  sur 
un  arc  quelconque  de  la  circonférence,  si  petit  qu'on  voudra  le  choisir. 
Il  importe  de  trouver  une  limite  inférieure  de 

mod  (ar  —  a  s) 
(r>s) 
Le  nombre  ar  doit  se  trouver  dans  une  des  suites 

ttk  +  \  ,    Ctk  +  2,    •  •  •  ,    Ct2k, 

(k  =  2n-i), 
et  il  est  évident  qu'on  peut  prendre  alors  pour  cette  limite  inférieure 
le  côté  du  polygone  régulier  de  2k  cotés  inscrit  dans  le  cercle, 

n 


mod  (a  r  —  a  s)  ^  2  sin 

a  K 


et,  par  conséquent, 


7Ï 

mod  (ar  —  a  s)  >  2  sin  —  -• 

Pour  simplifier,  nous  remarquons  que  l'on  a 

2  sin  x  >  x, 

tant  que  x  ne  surpasse  pas  —  ;  donc 

m 
(3) mod  (ar  —  as)>  5— 

{r  >  s). 
3.     Envisageons  maintenant  un  nombre  a&  quelconque  et  posons 

Z  =  Uk  u, 
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u  étant  réelle  et  positive.  Le  point  P  qui  représente  z  se  trouve  alors 
sur  le  rayon  0P&    En  faisant  tendre  u  vers  l'unité,  en  croissant  conti- 
nuellement,  le  point  P  s'approchera  indéfiniment  du  point  P*  de  la 
circonférence  C. 
On  a,  d'après  (1), 


v  /  ^  ni  yan  _  a 


kU 


ou  bien 


(4) /,(«Aw)-|3(ï^)  =  Fi(M)  +  F2(w), 

en  posant 


a k  u}  ' 


F2  (W)  =    X   ~3     

rr<  n  \an  —ci) 


*  +  !■  J*M 

Dans  l'intervalle  0  ^  i<  ^  1 ,  la  fonction  Fi  (w)  est  évidemment  finie  et 
continue;  nous  allons  voir  qu'il  en  est  de  même  de  F2  (u).  Remarquons 

pour  cela  d'abord  que 

,  /      aku     \  1 

\an  —  akuj—  mod  (a„  —  ak) 

Pour  le  mettre  en  évidence ,  joignons  par  des  droites  le  point  P„  qui 

représente  an  avec  0 ,  P  et  P/c  et  posons  Fk  0  P„  =  <p. 

A  cause  de  m  ^  1 ,  on  a 

4  u2  sin2  \  (p  ^  (  1  4-  uf  sin2  \  q>  -f  (1  —  uf  cos2  \  y  =  1  —  2  w  cos  99  -4-  u2  ; 

donc 

w  <        1 


V 1  —  2w  cos  <p  +  w2  ~  2 sin  £9? 

Mais  cela  revient  à  la  limitation  indiquée ,  car 

modaÄM  =  OP   =u, 

mod  {an  —  ak  u)  =PPM   =  Kl  —  2w  cos  97  +  M2, 
mod  (an  —  ak)     =  P„  Pfc  =  2  sin  |  <p. 

Dans  la  série  F2  (u) ,  l'indice  n  est  plus  grand  que  k ,  et ,  à  l'aide  de  (3), 
on  trouve ,  par  conséquent , 

,   1  /     dkU      \     .     2 
mod  -3  <  — 5 , 


n°\an — akuj       nn 
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et  cela  dans  tout  l'intervalle  0<w<  1.   La  série   /      -  „  étant  conver- 

gente,  on  en  conclut,  d'après  un  théorème  de  M.  Weierstrass  (voir 
Tannery,  Théorie  des  fonctions  d'une  variable,  p.   135),  que  la  série 


y,- 


CLkU 


j£T^  w3  \an  —  Ctk  u 

est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  0  ^w^  l. 
La  fonction  F2  (u)  est  donc  finie  et  continue  dans  le  même  intervalle, 
et  lorsque  u  tend  vers  l'unité ,  F:  (u)  et  F2  (u)  tendent  vers  les  valeurs 
finies  F^l)  et  F2(l).  En  posant  Fl  (l)  +  F2  (1)  =  A,  l'équation  (4)  nous 
montre  donc  que 


lim 


=  A. 

u  =  l 


On  voit  par  là  que ,  lorsque  la  variable  z  s'approche  indéfiniment  de 
la  valeur  a^en  conservant  constamment  le  même  argument  que  a&,  alors 
la  partie  réelle  de 

oo 

f{z)  =  ^CnSn 

l 

est  positive  et  croît  au  delà  de  toute  limite  Au  contraire,  la  partie 
purement  imaginaire  de  f{z)  tend  vers  une  limite  fixe. 

4.  Soit  maintenant  («0,  P0)  un  point  quelconque  à  l'intérieur  de  C  ; 
on  a 

et  le  domaine  de  convergence  est  un  cercle  C0  décrit  de  P0  comme  centre 
avec  un  rayon  au  moins  égal  à  1  —  mod  z0. 

Mais  il  est  impossible  maintenant  que  ce  rayon  soit  plus  grand  que 
1—  mods0,  de  manière  que  l'intérieur  de  C0  tomberait  en  partie  en 
dehors  du  cercle  C. 

En  effet ,  dans  cette  supposition  une  partie  de  la  circonférence  de  C 
se  trouverait  à  l'intérieur  de  C0.  Prenons  un  point  (ak,  PÄ)  sur  cette  partie 
de  la  circonférence  C  (il  y  en  a  une  infinité).  La  valeur  de  f(z)  devrait 
être  finie  pour  z  =  ak  et,  lorsque  le  point  z  s'approche  de  P*  suivant  le 
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rayon  vecteur,  la  valeur  de  f(z)  devrait  tendre  vers  cette  valeur  finie 
de  f  {a k). 

Mais  nous  savons  que  cela  n'a  pas  lieu,  la  valeur  de  f{z)  ne  tend  pas 
vers  une  limite  finie ,  parce  que  sa  partie  réelle  croît  au  delà  de  toute 
limite. 

En  considérant  la  fonction  f(z),  le  cercle  C  forme  donc  bien  la  limite 
naturelle  pour  le  domaine  de  la  variables.  Il  est  impossible  de  continuer 
cette  fonction  en  dehors  de  ce  cercle. 


LIV. 

(Nouv.  ann.  math.,  Paris,  sér.  3,6,  1887,  210 — 215.) 


Note  sur  la  multiplication  de  deux  séries. 


Supposons  qu'on  ait  deux  séries  convergentes 

O     — —     t*1      "~j""     WO     "T™     t*0     '     1    ■     •     •     a    y 

t  =  vx  -+■  v2  +  v3  4- . . . . 

Lorsque  ces  deux  séries  sont  absolument  convergentes ,  on  sait  que 
la  série  2uaVß  formée  par  les  produits  deux  à  deux  de  leurs  termes, 
écrits  dans  un  ordre  quelconque  ,  sera  absolument  convergente  et  égale 
à  st  (Jordan,  Cours  d'Analyse,  t.  I ,  p.  110). 

Dans  la  suite ,  nous  supposons  que  la  série 

t  =  i?j  -f-  v2  -f  v&  +  . . . 
est  absolument  convergente  ;  mais  quant  à  la  série 

S    —    U-i     - T"    Un    ~ j-    Wg    ""j-    '    •   •  ) 

nous  ne  supposerons  rien  de  plus  que  sa  convergence. 

Dans  ces  conditions,  la  série  2uaVß  n'est  plus  nécessairement  abso- 
lument convergente,  et  par  conséquent  il  faudra  préciser  l'ordre  dans 
lequel  on  effectue  la  sommation. 

Écrivons  pour  cela  les  termes  uaVß  dans  le  Tableau  suivant 


ulvl} 

u2v1, 

uavu 

W4»l. 

uxv2, 

W2^2> 

usv2, 

w4v2, 

Mi  V3, 

w2v3, 

u3vs, 

M4»3, 

«1«4, 

ll2  »4, 

UoVi> 

M4V4, 

96  NOTE  SUR   LA   MULTIPLICATION  DE   DEUX   SÉRIES. 

ou,  plus  simplement,  en  indiquant  les  termes  uaVß  par  des  points 


(A) 


Traçons  maintenant  dans  ce  Tableau  (A)  une  courbe  C  qui  est  coupée 
en  un  point  seulement  par  une  droite  horizontale  ,  et  prenons  la  somme 
de  tous  les  termes  unVß  qui  se  trouvent  du  même  côté  de  cette  courbe 
que  uxvx. 

Si  maintenant  la  courbe  C  se  déforme  d'une  manière  quelconque  en 
s'éloignant  indéfiniment,  mais  à  la  condition  d'avoir  toujours  une  seule 
intersection  avec  une  droite  horizontale,  nous  aurons  fixé  par  là  l'ordre 
dans  lequel  on  doit  prendre  les  termes  de  la  série  HuaVß.  Nous  allons 
faire  voir  qu'on  a  alors 

2,uaVß  =  st. 

Soit  L  la  limite  supérieure  des  modules  des  sommes 

Mi  +  M2 , 

Mi  +M2  +  M3, 

Ux  -f-  Wo  +  W3  "T~  M4  > 


et  En  la  limite  supérieure  des  modules  des  sommes 

Mn+1  "f-  Un  +  2) 

Mw-l-i  "f"  Wn  +  2  ~\-  Un  +  3, 

Mw  +  1  +  Un-\-2   -f-  Un+3   -f"  Un+4, 
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Alors  L  est  finie  et  en  converge  vers  zéro  en  même  temps  que  —  ,  parce 

que  la  série  s  =  ux  -j-  u2  -j-  u.3  -f-  . . .  est  convergente. 
Soit  enfin  r)„  la  limite  supérieure  des  sommes 

mod  vn+i, 

mod  vn  +  i  +  mod  vn+2, 

mod  vn  +  i  -f-  mod  vn  +  2  +  mod  vn+3, 


Comme  nous  admettons  que  la  série 

T  =  mod  vJ  -f  mod  v2  -f-  mod  v3  -f-  •  •  • 
est  convergente,  ijn  converge  encore  vers  zéro  en  même  temps  que  — 


n 


Posons  maintenant 

sn  =  «j  -f  u2  +  . . .  -f  un , 

?n  =  Vi  +  Vo  +   •  .  .   -f  Vn, 

et  prenons  dans  la  série  l,uaVß  un  nombre  de  termes  assez  grand  pour 
y  retrouver  tous  ceux  du  produit  sntn- 
La  courbe  C  enveloppera  alors  le  carré 


Vi 

• 

• 

unvl 

• 

•                                                          1 

M 

• 

• 

unvz 

• 

*P                        1 

ui% 

• 

• 

■u-v 
Tin 

• 

•                                                                                   ^^ 

et,  si  nous  prolongeons  le  côté  horizontal  inférieur  jusqu'à  l'intersection 
avec  C ,  nous  aurons 

II  7 
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(2«a"jî)c  =Sntn  +  P  +  Q- 

P=         V1{un  +  l-h  Mn+2  +  •") 

-f-  V2  (Wn  +1  +  M»+2T  •  •  •) 

+ 

-f-  Vn{Un  +  l  +  W«  +  2  +  •  •  •)  » 

Q=  VM  +  l(«i  +  W2  +  %  -f-  ••) 

-f-  z;n+2  («!  +  W2  -{-  w3  +  •  •  •) 
+  V„  +  3(«i  +  M2  +  W3  +  •  ••) 
+ 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  évidemment 

mod  P  <  £„  (mod  ^  +  m°d  £2  +  . . .  +  mo(L  v*)  <  T£«- 
mod  Q  <  Lï]n, 

d'où  l'on  conclut ,  pour  n  =  <x> , 

limP  =  0,  limQ  =  0, 

et,  par  conséquent, 

Zu uVß  =  lim  S„tfM  =  st. 

C.  Q.  F.  D. 

Applications. 
I.   Prenons  les  deux  séries 

(1) /'(a)=«0  +  «1^  +  «2^2  +  «3«3+---î 

(0) g(z)  =  b0-\-b1z  +  b2z2  +  bsz3-\-.... 

En  ordonnant  le  produit  suivant  les  puissances  de  z 

(3)     .     .     .     .     f{z)  g  (z)  =  c0t<;i2t¥2t¥1t-"I 

les  courbes  C  sont  des  droites  inclinées  de  45°. 

Si  les  séries  (1),  (2)  sont  convergentes  pour  z  =  R  et  que  la  conver- 
gence soit  absolue  pour  l'une  de  ces  deux  séries,  alors,  d'après  le 
théorème  démontré ,  la  série  (3)  sera  également  convergente  pour  z  =  R 
et  égale  à 

fÇEL)gÇS). 
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II.     Prenons  les  séries 

r(.W(i)+q?+ÛB+'Jfi+..., 

En  multipliant,  on  peut  mettre  le  produit  sous  la  forme 

P(s)GW=A(1)+»|)+*|)+^)+..., 


en  posant 


h(n)  =  Zf(d)g(ndy 


d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  n.  Les  courbes  C  sont  évidemment 
des  hyperboles  équilatères. 

D'après  notre  proposition,  lorsque  la  convergence  de  l'une  des  séries 
F  (s),  G  (s)  est  absolue,  alors  la  série 

sera  convergente  et  égale  à  F  (s)  G  (s). 

Nous  énoncerons  encore  la  proposition  suivante  : 

Supposons  que  les  séries  F  (s),  G  (s)  soient  convergentes  pour  s  =  a  , 
elles  seront  encore  convergentes  pour  s  >  a.  Si  maintenant  la  conver- 
gence n'est  pas  absolue,  on  pourra  cependant  déterminer  deux  nombres 
positifs  ß,  y,  tels  que  la  série  F  (s)  soit  absolument  convergente  pour 
s  =  a  -j-  ß,  et  la  série  G  (s)  absolument  convergente  pour  s  =  a  -j-  y. 

Alors  la  série 

Hl)+f+m+... 

est  convergente  et  égale  à  F  (s)  G  (s)  pour  les  valeurs  de  s  ^  a  -f-  RJ_   • 

Cette  série  est  aussi  convergente  et  égale  à  F  (s)  G  (s)  pour  s  ^  a  -\-  \  ■ 

Lorsque  ß  ou  y  est  égal  à  zéro ,  on  retombe  sur  la  proposition  dé- 
montrée plus  haut. 
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LV. 

(Acta  Math.,  Stockholm,    10,    1887,   299 — 302.) 


Table  des  valeurs  des  sommes  Sa  ==  ^ 


n~k. 


Dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  Eulériennes 
(tome  II,  pag.  432)  ,  Legendre  a  donné  avec  16  décimales  les  valeurs  de 

Cette  table  de  Legendre  ne  contient  pas  de  graves  erreurs ,  mais  la 
comparaison  avec  nos  résultats  montre  que  dans  6  cas  les  valeurs  de 
Legendre  ont  besoin  d'une  correction  d'une  unité  de  la  dernière  (seizième) 
décimale;  ce  sont  les  suivants: 

kù>    k7,    b10,    On,    b1G,    O35, 

corrections  —  1,  — }—  1,  — |-  1,  — J—  1,  — |—  1,  — J—  1. 

Ces  nombres  Sa  figurent  dans  le  développement 

log  r(i  +  x)  =  -Cx+JT  t^pH  Skx\ 

et  la  table  de  Legendre  a  ainsi  servi  de  base  au  calcul  des  coefficients 
du  développement  de  la  fonction  entière  [r(rr)]_1  entrepris  par  M.  Bour- 
guet.  (Acta  Mathematica  t.  2,  p.  271  et  suiv  ). 

La  disposition  de  la  table  suivante  n'exige  aucune  explication,  mais 
nous  devons  indiquer  l'approximation  des  valeurs  inscrites  dans  le 
tableau. 

On  a  donné  le  résultat  brut  d'un  calcul  fait  avec  32  décimales.  Chaque 
nombre  est  la  somme  d'un  certain  nombre  (trente  au  plus)  de  nombres 
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calculés  à  une  demi-unité  de  la  32ùmo  décimale  près.  Par  conséquent 
l'erreur  d'une  des  valeurs  données  sera  toujours  inférieure  à 

0,0000000000     0000000000    0000000000     15. 

Mais  il  va  sans  dire  que  l'erreur  sera  presque  toujours  notablement  in- 
férieure à  cette  limite,  d'abord  par  suite  d'une  compensation  d'erreurs 
et  ensuite  aussi  parce  qu'à  partir  de  k  =  22  on  a  obtenu  S*  par  l'addition 
de  moins  de  30  nombres  partiels. 


Les  relations 


2>»--«=ï. 


(S-2Ä  +  - 


1 


D  =  l 


permettent  de  contrôler  l'ensemble  des  calculs.  La  première  vérification 
donne  une  erreur  de  5  unités ,  la  seconde  une  erreur  de  3  unités  de  la 
32eme  décimale. 


k 
2 
3 

4 
5 
6 

7 


S* 


1,6449340668  4822643647  2415166646  03 

1,2020569031  5959428539  9738161511  46 

1,0823232337  1113819151  6003696541  18 

1,0369277551  4336992633  1365486457  03 

1,0173430619  8444913971  4517929790  93 

1,0083492773  8192282683  9797549849  82 

8  1,0040773561  9794433937  8685238508  65 

9  1,0020083928  2608221441  7852769232  40 
10  1,0009945751  2781808533  7145958900  34 


11  1,0004941886 

12  1,0002460865 

13  1,0001227133 

14  1,0000612481 

15  1,0000305882 

16  1,0000152822 

17  1,0000076371 

18  1,0000038172 

19  1,0000019082 

20  1,0000009539 


0411946455 
5330804829 
4757848914 
3505870482 
3630702049 
5940865187 
9763789976 
9326499983 
1271655393 
6203387279 


8702282526  46 

8637998047  72 

6751836526  37 

9258545105  14 

3551728510  66 

1732571487  66 

2273600293  54 

9856461644  61 

8925656957  80 

6113152038  70 
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k  SÄ 

21  1,0000004769  3298678780  6463116719  62 

22  1,0000002384  5050272773  2990003648  18 

23  1,0000001192  1992596531  1073067788  73 

24  1,0000000596  0818905125  9479612440  20 

25  1,0000000298  0350351465  2280186063  69 

26  1,0000000149  0155482836  5041234658  50 

27  1,0000000074  5071178983  5429491981  01 

28  1,0000000037  2533402478  8457054819  20 

29  1,0000000018  6265972351  3049006403  90 

30  1,0000000009  3132743241  9668182871  76 


31  1,0000000004  6566290650  3378407298  92 

32  1,0000000002  3283118336  7650549200  16 

33  1,0000000001  1641550172  7005197759  30 

34  1,0000000000  5820772087  9027008892  44 

35  1,0000000000  2910385044  4970996869  29 

36  1,0000000000  1455192189  1041984235  93 

37  1,0000000000  0727595983  5057481014  52 

38  1,0000000000  0363797954  7378651190  24 

39  1,0000000000  0181898965  0307065947  59 

40  1,0000000000  0090949478  4026388928  25 


41  1,0000000000  0045474737  8304215402  68 

42  1,0000000000  0022737368  4582465251  53 

43  1,0000000000  0011368684  0768022784  94 

44  1,0000000000  0005684341  9876275856  09 

45  1,0000000000  0002842170  9768893018  55 

46  1,0000000000  0001421085  4828031606  78 

47  1,0000000000  0000710542  7395210852  72 

48  1,0000000000  0000355271  3691337113  67 

49  1,0000000000  0000177635  6843579120  33 

50  1,0000000000  0000088817  8421093081  59 
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k 

s* 

51 

1,0000000000 

0000044408 

9210314381 

34 

52 

1,0000000000 

0000022204 

4605079804 

20 

53 

1,0000000000 

0000011102 

2302514106 

61 

54 

1,0000000000 

0000005551 

1151248454 

81 

55 

1,0000000000 

0000002775 

5575621361 

24 

56 

1,0000000000 

0000001387 

7787809725 

24 

57 

1,0000000000 

0000000693 

8893904544 

16 

58 

1,0000000000 

0000000346 

9446952165 

92 

59 

1,0000000000 

0000000173 

4723476047 

58 

60 

1,0000000000 

0000000086 

7361738011 

99 

61  1,0000000000  0000000043  3680869002  06 

62  1,0000000000  0000000021  6840434499  72 

63  1,0000000000  0000000010  8420217249  42 

64  1,0000000000  0000000005  4210108624  57 

65  1,0000000000  0000000002  7105054312  24 

66  1,0000000000  0000000001  3552527156  10 

67  1,0000000000  0000000000  6776263578  04 

68  1,0000000000  0000000000  3388131789  02 

69  1,0000000000  0000000000  1694065894  51 

70  1,0000000000  0000000000  0847032947  25 

Nous  avons  mis  à  profit  nos  résultats  pour  calculer  la  constante 
Eulérienne  d'après  la  formule 

C  =  l  +  log2-log3--£|f-+_'T=Il 

et  nous  avons  obtenu  la  valeur  suivante  qui  est  exacte  avec  33  décimales  : 

0  =  0,5772156649     0153286060     6512090082  402. 


LVI. 

(Paris,  CR.  ass.  franc,  avanc.  Sei.,  sess.   16,    i,    1887,    168.) 


Sur  les  maxima  et  minima  d'une  fonction  étendue  sur 

une  surface  fermée. 

Pour  une  surface  fermée  simplement  connexe,  le  nombre  des  maxima 
et  minima  surpasse  de  2  unités  le  nombre  des  cols  (points  où  il  y  a 
maximum  par  rapport  à  deux  angles  dièdres  opposés,  minimum  par 
rapport  aux  angles  dièdres  supplémentaires).  C'est  un  résultat  qui 
découle  facilement  d'un  article  de  M.  Reech  (Journal  de  l'Ecole  poly- 
technique, Cah.  37). 

En  généralisant,  pour  une  surface  fermée  quelconque ,  2/c-}-l  fois 
connexe ,  on  trouve  2  —  2  k  pour  la  différence  entre  le  nombre  des 
maxima  et  minima  et  le  nombre  des  cols. 


LVII. 

(Nouv.  ann.  math.,  Paris,  sér.  3,  7,  1888,  26—31.) 


Sur  une  généralisation  de  la  formule  des  accroissements  finis. 

1.  M.  H.  A.  Schwarz  a  donné,  dans  les  Annali  di  Matematica  de 
Brioschi  (série  II,  t.  X)  le  théorème  suivant: 

Soient  fx  (t),  f2(t),  . . . ,  fn  (t)  des  fonctions  réelles  d'une  même  variable 
réelle  t.  On  suppose  que  ces  fonctions ,  de  même  que  leurs  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n —  1  inclusivement,  sont  finies  et  continues. 

Dans  ces  conditions,  si  tu  t2,  . . .,  tn  sont  n  valeurs  différentes  apparte- 
nant à  l'intervalle  a,  6,  le  quotient 


h  Ci)  h  (h)  ■ 

•  •  fn  (0 

1  t,  t\  . 

in  —  1 
■  •    *1 

h  (y  h  (k)  ■ 

•  •   fn  (t2) 

'. 

1  t2  t\  . 

JM  —  1 
•  .    1 9 

A  (<»)  h  (Q  ■ 

•  •   fn  \'n) 

1  tn  t\  • 

jH  —  1 

M 

n'est   pas   plus  grand  que  77~ö~rö~j~    ~7 m  et  Pas  Pms  petit  que 


m 


1!  2!  3!  ...  (w— 1)! 
valeurs  du  déterminant 


A  (t') 


,  M  désignant  la  plus  grande ,  m  la  plus  petite  des 


A  (0 


...    fn  (t') 


f  f  -  «  (t  W)        ff  -  «  (*  (*>)        .  .  .  f%  ~  «  (<  (»)) 

sous  les  conditions 

flg^'^6,      t'^f'^b,      t"^t'"^b,      ...      *<"-l>^w^  ô. 
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Comme  le  remarque  M.  Schwarz,  ce  théorème  permet  d'établir,  d'une 
manière  rigoureuse ,  certaines  propositions  fondamentales  dans  la  théorie 
des  courbes  planes  ou  gauches.  Soit,  par  exemple,  M  un  point  d'une 
courbe  gauche ,  et  prenons  sur  cette  courbe  trois  points  infiniment  voisins 
de  M.  Le  plan  osculateur  en  M  est  la  position  limite  du  plan  qui  passe 
par  les  trois  derniers  points.  A  l'aide  du  théorème  de  M.  Schwarz,  on 
reconnaît  aussi  clairement  les  conditions  dans  lesquelles  cette  proposi- 
tion est  exacte. 

2.  La  démonstration  que  M.  Schwarz  a  donnée  de  son  théorème  est 
extrêmement  simple.  La  circonstance  qu'elle  exige  des  intégrations 
nous  a  conduit  à  chercher  si  l'on  ne  pourrait  pas  arriver  au  but  d'une 
manière  plus  élémentaire. 

Nous  avons  reconnu  alors  que  le  quotient  considéré  est  égal  à 


1!  2!  3!  ...(n  — 1)! 


h  (0 
fi  (<") 


ou 


t'   =tu 
t"  =(t1,  t2), 

t     ==  (A  »  h  >  'a)  > 


fn  (t') 
fn  (O 


t{n)  =  {tl,    t2,    ....    tn), 

(/j ,  ^o,  . .  . ,  tk)  désignant  un  nombre  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  des  nombres  tlt  t2,  . . . ,  tk- 


3.     La  démonstration  de  ce  théorème  s'appuie  principalement  sur  le 
lemme  suivant. 

Si  une  fonction  f(t)  s'annule  pour  n  valeurs  différentes  de  la  variable 

fih)  =  0,        f{t2)  =  0,        ...,        f(Q  =  0, 
alors  on  a 


ou 


ç  —  \t^  ,    t2  >    •  •  •  »    tn)' 
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Il  faut  supposer  que  la  fonction  f{t)  admet  des  dérivées  f'  (t),  f"  {t),  . . ., 
jw--)(t)  qui  sont  finies  et  continues  et  que  f{n~2)(t)  admet  encore  une 
dérivée  finie  f(n  ~]){t),  mais  on  n'a  pas  à  supposer  que  /("  ~})(t)  soit  continue. 

En  effet ,  soit ,  par  exemple  ,  n  =  3  et 


tx<L<  t8. 


Ayant 


m)=o,     r(*2)=o,     f(y=o, 

on  en  conclut  d'abord 

f'{tf)  =  0,       f'(t")  =  o, 

t'  étant  compris  entre  tx  et  t2  (en  excluant  les  limites),  et  t"  entre  Lett3. 
Ayant  donc 

t'  <  t", 

on  voit  ensuite  que  la  fonction  f"(i)  doit  s'annuler  pour  une  valeur  de 
la  variable  comprise  entre  t'  et  t",  valeur  qui  sera  comprise  aussi  entre 
t,  et  t,,. 

4.     En   s'appuyant   sur  ce  lemme ,   la  démonstration  du  théorème 
énoncé  est  très  facile.   Nous  supposerons  n  =  4 ,  et  posons 


(1) 


f  (x)  g  (x)  h  (x)  k  (x) 

fiS/)  9  (y)  h  (y)  h  (y) 

f(z)  g{z)  h(z)  k(z) 

f{t)  g(t)  h(t)  k{t) 


1 

X 

X2 

X3 

1 

y 

9 

tr 

ys 

1 

z 

z2 

z* 

1 

t 

t2 

t3 

A. 


Considérons  la  fonction 


F(u)  = 


f(x)    g  (x)    h(x)    k(x) 

1     x    x2    x3 

f{y)    9  (y)    h  {y)    k  (y) 

1     y     y2     y3 

riz)    g(z)     h{z)    k(z) 

1     z     z2     z3 

f(u)    g  (u)    h  (u)    k  (u) 

1      U      U2      M3 

Il  est  clair  qu'on  a  identiquement 

F(a?)  =  0,        F(jO  =  0, 
et  encore,  à  cause  de  la  valeur  A, 

F  (0  =  0. 


F(*)  =  0, 
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On  en  conclut 


où 


ce  qui  revient  à 


(2) 


f(x)      g  (x) 

f  (y)     g  (y) 

/»      9(*) 


F'"  (C)  =  0, 
Ç  =  (x,y,s,  t), 

h  (x)      k  (x) 

h  {y)      k  (y)       _ 

h  (z)       k  [z) 


1.2.3 


f'(Ç)   g'"(C)   *'"<£)    *'"(£) 
Soit  maintenant 


1 

1 
1 


00       JQ 

y   y 


2    I 


A  =  0. 


g  (m) 


f{x)  g(x)  h(x)  k{x) 

f  {y)  9  (y)  h  (y)  k  (y) 

f(u)  g(u)  h(u)  k(u) 

/•"'(£)  9'"(C)  h!"  (Ci  A'"(0 


1    x    x2 
1.2.31    y    y2    A. 

1mm2 


Il  est  donc  clair  qu'on  a 

S(»)  =  o,       ê(y)  =  o, 

donc 
où 

n  =  (»,  y,  «)• 

On  a,  par  conséquent, 


S(*)  =  0; 


(3) 


f(x)  g(x)  h(x)  k(x) 

f  (y)  9  (y)  h  (y)  k(y) 

f"(v)  9"  {ri)  h"  [ri)  *"(,) 

f'"(t)  9"'(C)  h'"(0  k'"(C) 

Considérons  enfin  la  fonction 


—  1.2.  1.2.3 


1   x 

i  y 


A=0. 


g(«)  = 


f(x)  g(x)  h(x)  k[x) 

f{u)  g(u)  h{u)  k(u) 

f"(n)  9"(v)  h"  [n)  k"{<n) 

f'"{Ç)  9'"(C)  *'"£)  k'"C)) 


—  1.2.1.2.3 


1    x 

1     M 


Il  est  clair  qu'on  a 


S  (*)  =  <>, 


ë>  (y)  =  o. 
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donc 


où 


§>'<£)  =  0, 

£  =  (x,  y)- 


Or  cela  revient  à 


(4) 


f{x)  g(x)  h(x)  k(x) 

f'($)  g'  (£)  A'(|)  *'(£) 

/"'(>?)  f"fo)  A"fo)  *"fo) 

/"'(?)  <7"'(0  *'"(£)  *'"(£) 


1.1.2.1.2.3A  =  0, 


ce  qui  est  l'expression  du  théorème  annoncé. 

On  remarquera  que  cette  démonstration  suppose  seulement  que  les 
dérivées  secondes 

f"(t),     g"(t),     h"(t),     k"(t) 

admettent  des  dérivées 

f'"(t),      g'"(t),      h'"(t),      k'"(t); 

mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  ces  dernières  fonctions 
soient  continues. 

Mais,  si  l'on  ajoute  cette  dernière  condition  [la  continuité  de  f"  (t), 
g'"  (t),  h'"  (t),  k1"  (t)~],  on  conclut  directement  que,  si  x,  y,  z,t  tendent 
vers  une  même  limite  a,  on  a 

f  (a)      g  (a)  h  (a)  k{a) 

f'{a)     g' (a)  h' (a)  k'  (a) 

f"(a)    g"  (a)  h'1  (a)  k"  (a) 

f"  (a)  g'"  (a)  h"'  (a)  *"'  (a) 


lim  A 


1 
1.1.2.1.2.3 


LVIII. 

(Paris,   Bull.  Soc.  math.,    16,    1888,    100 — 113.) 


Sur  une  généralisation  de  la  formule  des  accroissements  finis. 

1.  Soient  f(u),  g  (u),  h  (u),  k  (u)  quatre  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  u.  On  suppose  que  ces  fonctions  sont  finies  et  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  et  enfin  que 

/"'(«),    9"(u),     h"{u)t    k"{u)y 
admettent  encore  des  dérivées 

f'"(u),    g'"{u),    h'"(u),    k"'(u) 

mais  qui  ne  sont  plus  nécessairement  des  fonctions  continues. 

Si  maintenant  x,  y,  z,  t  sont  quatre  nombres  inégaux,  nous  allons 
considérer  le  rapport  des  deux  déterminants 

f{x)  g  (x)  h  (x)  k  (x) 

f  (y)  9  (y)  h  (y)  k(y) 

~     f{z)  g(z)  h{z)  k{z) 

f(t)  g{t)  h(t)  k{t) 


A  = 


1 

X 

X2 

a? 

1 

y 

y2 

y6 

1 

z 

z2 

s3 

1 

t 

f 

t3 

Nous  désignerons  ce  rapport  par  A  , 

a        D 
A  =— • 


Il  est  clair  que  A  est  une  fonction  symétrique  de  x,  y,z,t,  et  nous 
pouvons  supposer 

ce  <  y  <  z  <  t. 
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On  a  ainsi 


fix)  g(x)  h(x)  k(x) 

f  (y)  9  (y)  h  (y)  k(y) 

f(z)  g(z)  h(z)  k(z) 

f(t)  git)  hit)  kit) 


1 
1 
1 
1 


x  x* 

y  y2 

z  z- 

t  f 


ar 

y'i 

Z* 

t3 


=  0. 


Remplaçons,  dans  le  premier  membre,  t  par  une  variable  m,  on 
obtiendra  une  fonction  de  u  qui  s'annule  pour  u  =  z  et  pour  u  =  t,  et 
dont  la  dérivée  s'annule  par  conséquent  pour  une  valeur  u  =  Ci  =  iz,  t), 
en  désignant  par  (st  t)  un  nombre  compris  entre  z  et  t  (en  excluant 
les  limites). 

On  a  donc 

fix)  g  ix)  h  ix)  k  ix) 
f  (y)  giy)  h  (y)  k(y) 
fiz)     giz)      hiz)      kiz) 

/"'(Ci)  9'Ui)    Ä'(Ci)    Ä'(d) 


1 

X 

X2 

x' 

1 

y 

y2 

y3 

1 

z 

z* 

23 

0 

1 

2  Ci 

3£? 

=  0. 


Remplaçons,  dans  le  premier  membre,  z  par  une  variable  u:  on  ob- 
tiendra une  fonction  de  u  qui  s'annule  pour  u  =.y  et  pour  u-=z  et 
dont  la  dérivée  s'annule  pour  u  =  r]l=:(y,  z): 


fix)     g(x)  h{x)  k(x) 

f  (y)    giy)  hiy)  k(y) 

f'inù  9' (m)  h'ivi)  V(vù 

f'tti)  g' Gi)  A'(d)  Ä'(d) 


En  continuant  ainsi ,  il  vient 


fix)  g  ix)  h  ix)  k  ix) 

f'fâ  g' (I)  h' (S)  k'iï) 

f'  Oh)  9'  M  Ä'  M  k'  iVl) 

/"(Ci)  g'id)  h'ic,)  k'iQ 


—  A 


1 

X 

#2 

X3 

1 

y 

2/2 

y'6 

0 

î 

2% 

Zrj\ 

0 

î 

a  Ci 

3Cf 

1 

X 

^ 

a;3 

0 

1 

21 

3£2 

0 

1 

2% 

8  q! 

0 

1 

2  Ci 

3Cï 

£i  = 

=  (*,  t). 

=  0. 


0. 


£  =  ix,  y),         ïjx  ==  (y,  2) , 

0<£<*7i<Ci<*. 

Remplaçons  maintenant  £x  par  une  variable  w,  on  aura  dans  le  pre- 
mier membre  une  fonction  de  u  qui  s'annule   pour  u=:rjx,  w  =  t1  et 
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l'on  en  conclut 


—  A 


1  x      x2  x8 

0  1  2|  3£2 

0  1  2Vl  S  fil 

0  0  2  6£ 


=  0. 


f(x)       g{x)       h(x)       k(x) 
f'(t)       g'(i)        h'tf)        k'{è) 

f'im)   g' M    h' (m)    *'(%) 

f"(Ç2)    g»  {&     h"(C2)     k"(C2)  v    v    ~       WfcB  , 

C2  =  Oh  »  Ci) , 
x<Ç<Vl<Ç2<t. 

En  remplaçant  encore  rj1  par  une  variable  M,  on  trouvera  ,  par  le 
même  raisonnement , 


f{x)  g  (x)  h  {x)  k  (x) 

/"'(!)  g'®  h'(i)  k'(è) 

f"(v)  9"(V)  h"  {ri)  *"fo) 

f  (t2)  g"  (Ct)  h"  (t.)  Ä"(C2) 


1  x 

0  1 

0  0 

0  0 


x* 


X? 


2  S     3  |2 
2       6t] 

2       6C2 


=  0. 


x<ë<t)<ç2<t. 

Et ,  si  nous  remplaçons  enfin  f2  par  une  variable  u ,  on  trouvera 


fix) 
f'  (ö 

r  w 

r  "  (0 


y  (f) 

g"  (v) 
g 


—  A 


'"  (£) 


A'  (I)       Ä'  (|) 
Ä"  (v)     k"  (tj) 
h"'(0    *"'(£) 


**/  iX/  iA/ 

0     1  2|  3|2 

0     0  2  6»; 

0     0  0  6 


=  0. 


c'est-à-dire 


(1) 


A  = 


1!  2!  3! 


f"  (v) 
f"  (0 


S^'O?) 


Ä'tf) 

Ä"  (rj) 


g'"(0    h"'(0 


k(x) 

k"  (v) 
k'"  (0 


Ayant  £  =  (#,  y),  rj1  =  (y1  z)  et  rç  =  (£,  i^),  on  en  conclut  rj  =  (%,  z) 
et  l'on  trouvera  de  même  f  =  (#,  *)• 

Le  résultat  que  nous  avons  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi  : 


M 


Le  rapport  A  n'est  pas  plus  grand  que    , ,  „ .  „ .  et  pas  plus  petit  que 
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m 


1  i  27~3l  '  en  désignant  par  M  la  plus  grande ,  par  m  la  plus  petite  des 
valeurs  du  déterminant , 


f{") 

g(u) 

h{u) 

k(u) 

r  (w) 

g'  [u') 

h'  {u') 

k'  [u') 

f"  [u") 

g"  [u") 

h"  [u") 

k"  {u") 

f"  [u'")  g'"  {iï")   h'"  (u'")  k'"  {u'") 
sous  les  conditions 

u  =  x, 
u    ^u'    f^y, 
u'  <u"  g  s, 
u"  ^  u'"  ^  t. 

C'est  là  un  théorème  qui  se  rapproche  beaucoup  d'un  autre  théo- 
rème donné  par  M.  H.  A.  Schwarz  (Annali  di  Matematica  de  Brioschi, 
séri  II ,  t.  X).  La  limitation  que  nous  venons  d'obtenir  est  un  peu  plus 
resserrée  que  celle  donnée  par  M.  Schwarz. 

2.     Notre  démonstration  suppose  seulement  que  les  fonctions 

f"(u),  g"(u),  h"(u),  k"{u), 
admettent  des  dérivées 

ƒ'"(«),  9'"{u)t  h'"{u),  k'"(u). 
Mais  supposons  maintenant  en  outre  que  ces   dernières  fonctions 
soient  continues,  et  faisons  tendre  dans  la  formule  (1)  x,  y ,  z  et  t  vers 
une  môme  limite  a;  il  viendra 


(2) 


lim  A  = 


1!  2!  3! 


f(a) 

9  (a) 

h  (a) 

k(a) 

fia) 

9' {a) 

h'  [a) 

ft'(a) 

fia) 

9"  (a) 

h"  (a) 

k"  (a) 

f"  (a) 

g'"  (a) 

h'"  (a) 

k'"  (a) 

Considérons  le  cas  où  les  nombres  x,  y,  z,  t  tendent  de  telle  façon 
vers  la  limite  a,  que  a  n'est  jamais  en  dehors  de  l'intervalle  {x,  t). 
Nous  allons  montrer  que  la  formule  (2)  subsiste  alors  sous  des  condi- 
tions bien  plus  larges  relatives  aux  fonctions  f(u),  g(u),  h(u),  k{u). 

En  effet,  il  suffit  alors  que  ces  fonctions  soient  finies  ou  continues 
II  8 
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ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  et  que  les 
expressions 

f"  (a  +  h)  -  f"  (a)        g"  {a  -f  h)  -  g"  (a) 

h  '  h 

h"  {a  +  h)  —  h"  (a)         k"  (a  +  Ä)  —  k"  (a) 


h 


h 


tendent  pour  h  =  0  vers  des  limites  déterminées  que  nous  désignerons 
encore  par  f'"{a),  g'"{a)}  h'"  {a),  k'"  (a). 

On  voit  donc  que  dans  la  suite  nous  ne  supposerons  pas  l'existence 
des  dérivées  f"'{u),  g'"  (u),  h'"  {u),  k'"  {u)  pour  des  valeurs  de  la  vari- 
able autres  que  a:  la  formule  (1)  devient  donc  inapplicable.  Mais  nous 
supposerons  toujours 

a<t. 


(3) 


—  (t  —  s)  B  =  0. 


3.  La  démonstration  de  la  proposition  que  nous  venons  d'énoncer 
se  compose  de  deux  parties. 

D'abord  on  démontrera  que  la  proposition  est  exacte  dans  certains 
cas  particuliers;  ensuite  on  ramènera  le  cas  général  à  ces  cas  parti- 
culiers. 

Posons 

f{x)  g(x)  h(x)  k(x) 

f{y)  9  (y)  h  {y)  k(y) 

f{z)  g(z)  h(z)  k(z) 

f{t)  g(t)  h(t)  k(t) 

En  remplaçant  t  par  une  variable  u,  on  conclura 

f(x)  g(x)  h(x)  k(x) 
f(y)  g  {y)  h  {y)  k(y) 
f{z)      g(z)       h(z)      k(z) 

rCi)    0'(£i)     *'(&)    *'&) 

Ci  =  (•,«)• 

Soit  maintenant 


(4) 


B  =  0. 


(5) 


B  =  (z-y)C. 
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(6) 


Après   avoir   substitué   cette    valeur   de   B   dans    l'équation  (4),  on 
trouvera 

h  (x)       k  (x) 
h  (y)       k  (y) 

h' M    k'M 

*'(Ci)    *'(£i) 
V\  =  (y>  ap- 
posons 


f(x)  g  (x) 

f(y)  g  (y) 

r(>h)  g'  (vu 

f '(Ci)  g'iti) 


o. 


(7) 

.     .      C-(y-x)T> 

et  substituons 

dans  l'équation  (6):  on  conclura  encore  par   1 

e   môme 

raisonnement 

f(x) 

g  (x)       h  (x)       k  (x) 

(8)     .     .     .     . 

r  Oh) 

f'  (Ci) 

g'  (£)       h'  (f  )       k'  (|) 

g' (nù    h' M    V(m) 

g'  (d)     h'  (Cx)      k'  (d) 

—  D  =  0. 

£  =  (#,  y). 

Soit  encore 

(9) 

.     .     D-d-^E, 

il  viendra 

fix) 

<7  (x)       h  (x)       k  (x) 

(10)     .... 

r  (m) 

f"  (0 

g'  (f  )       h'  (£)       *'  (|) 
<7'  Oh)      *'  Oh)      k'  (Vl) 
g"  (C)      V'  (C)     Ä"  (C) 

—  E  =  0. 

:=(*.  co, 

et  si  nous  posoi 

us  enfin 

(11)     .... 

.     .  B  =  0h-É)Ff 

on  aura 

f(x) 

g  (x)       h  (x)       k  (x) 

(12)     .... 

f"  (v) 
f"  (0 

g'  (£)       h'  (|)       A'  (£) 
g"  (v)      h"  (V)      k"  (r]) 
g"(C)      h"{Q     W(Ç) 

—  F  =  0. 

V  =  (ë,  V\h 

x<è<y<£<t. 
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Les  équations  (3),  (5),  (7),  (9),  (11)  montrent  qu'on  a 


F  = 


D 


et,  comme  on  a 


(t  —  z){z  —  y)  (y  —  x)  (^  —  Vi)  (Vi  ~  f  )  ' 

A  =  (t-z)(t  —  y)(t  —  x) 

X{z  —  y){z  —  x) 

X(y  —  x). 


il  vient 
(13)     . 


A  = 


fi  —  Vi\  (Vi  —  S\      F 


t  —  y  )  \z  —  x)  t  —  #' 

et,  d'après  l'équation  (12),  on  a 

f{x)  g(x)  h{x)  k{x) 

_    /"'(£)  g' (S)  A'fé)  k'{x) 

t—x~    f"{n)  g"(V)  h"  {ri)  k"(rj) 
P           Q            E  S 


(14)     .     .     .     . 


en  posant 


F  =  f"(Ç)"f"iy) 


Q 


_9"iQ  —  g"(v) 


t  —  x  "*  t  —  x 

Remarquons  d'abord  que ,  à  cause  de 

C1  =  (z,t),        Vl  =  (y,z),        £  =  (x,  y), 
on  aura  évidemment 

0<5p£<l,        0<^^<1. 

t  —  y  z  —  x 

Par  conséquent,  dans  le  cas  où  l'on  aura 

F 

lim- =  0, 

t  —  x 

la  formule  (13)  permettra  d'en  conclure 

lim  A  =  0. 

F 
Examinons  maintenant  l'expression  -r1  —  donnée  par  la  formule  (14) 

l         CO 

La  valeur  de  P  peut  s'écrire 

p  _  (C  —  a\  f"(Q—f"  (a)  _  (v  -  a\  f"  (v)  -  f"  (a) 


t  —  x 


C  —  a 


t  —  x 


r)  —  a 
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D'après  notre  supposition ,  a  n'est  pas  à  l'extérieur  de  l'intervalle 
(x,  t),  C  et  rj  sont  à  l'intérieur  de  cet  intervalle.  Par  conséquent  les  va- 
leurs absolues  de  —   —  et  ~  —  sont  inférieures  à  l'unité. 

I       oc       z       ce 

D'autre  part,  d'après  notre  hypothèse, 

f"(C)-f"(a)         f"(v)-r(a) 
'ç  —  a        '  k)  —  a 

tendent  vers  une  môme  limite  f"  (a). 

Par  conséquent,  lorsque  f"  (a)  =  0,  on  aura  certainement 

limP  =  0, 

et  même,  lorsque  f"  {a)  n'est  pas  nulle,  P  restera  toujours  fini. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  évidemment  aux  quantités 
Q,  R,  S,  et,  si  l'on  remarque  que  les  autres  éléments  du  déterminant 
(14)  tendent  vers  des  limites  finies,  on  arrive  à  cette  conclusion: 

I      Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

f"'(a)  =  0,        g'"{a)  =  Q,        h"'(a)  =  0,        A'"(a)  =  0, 

la  proposition  énoncée  est  certainement  exacte,  et  l'on  a  dans  ce  cas 

lim  A  =  0. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  seulement 

f"'(a)  =  0,        g"'(a)  =  0,        h"'{a)  =  0, 

mais  /[/"(a^O.  Les  quantités  P,  Q,  R  tendront  vers  zéro,  S  restera 
fini.  Or  le  coefficient  de  S,  dans  le  déterminant  (14),  est 

f(x)        g{x)        h(x) 

r  (i)    9'  a)    h'  (s) 

fin)    g"(n)     h"  (ri) 

et  les  fonctions  f(u),  g{u),  h{u)  étant  finies  et  continues,  ainsi  que 
leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  ce  coefficient  tendra  vers 
zéro  dans  le  cas  où  l'on  a 

f(a)        g  (a)        h  (a)    j 
f'{a)       9'  (a)       h' {a)     =0. 
f"{a)      9" »      h"  {a) 
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On  en  conclut: 

II.      Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

f"'(a)  =  0,  g'"(a)  =  0,        h"'{a)  =  0 
et 

f  {a)  g  {a)        h  (a) 

f'{a)  g' {a)       h' {a)     =0, 

f"{a)  g"  {a)      h"  {a) 

la  proposition  énoncée  est  exacte ,  et  l'on  a 

lim  A  =  0. 
Considérons  enfin  le  cas 

f{x)  =  1 ,        g  (x)  =  x,        h  (x)  =  x2. 
On  a  identiquement 


1  x  x1  k  (x) 

l  y  y"  k(y) 

1  z  z2  k  (z) 

1  t  f  k(t) 


k'"  (a) 
1.2.3 


A  + 


1 

X      X2 

k  (x)  — 

k'"  (a) 
1.2.3 

1 

y   y2 

k(y)- 

A/"  (a) 
1.2.3 

1 

z     z2 

k(z)- 

Ä/"  (a) 
1.2.3 

1 

t   t2 

k(t)~ 

k'"  (a) 
1.2.3 

xs 


y3 


zs 


t3 


k'"   (ft)     A        .       If 


Or  on  a,  d'après  (I), 


..      M       _ 
lim  — -  =  0 , 
A 


en  sorte  qu'on  trouve  dans  le  cas  actuel 

hmA==ï7273- 
III.     Dans  le  cas  particulier 

f{x)  =  1 ,        g(x)  =  x,        h(x)  =  x2, 
la  proposition  énoncée  est  exacte  et  l'on  a 

r      a        Ä///(«) 
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4.     Il  sera  facile  maintenant  de  traiter  le  cas  général. 

Pour  abréger  l'écriture ,  nous  désignerons  le  déterminant  D  ainsi 

!  f{x),  g{x),  h(x),  k(x)  |  . 

Comme  nous  avons  déjà  traité  le  cas 

f">  (a)  =  g'"  (a)  =  W"  (a)  =  k'"  (a)  =  0, 

nous  pourrons  supposer  que  l'un  au  moins  de  ces  quatre  nombres  ne 
soit  pas  nul ,  soit 

k'"  (a)  %  0. 


Poso 


ns 


fin  ta) 
f(a>)~j^77j4k(x)  =  f1(x)1 

a'"  (a) 

9  0*0  —  \ln  YÄ  k  W  =  9l  (^)  . 

h  ^  ~~  k^fa)  k  ^  =  ,h  (X)  ' 
on  aura  identiquement 

D  =  I  A  (x) ,  g1  (x) ,  hx  {x) ,  k  (x)  |  , 
et  il  est  clair  qu'on  a 

f'{'{a)  =  0,         9?(a)  =  0,         hT(a)  =  0. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  où  le  déterminant 

fx  (a)  gx  (a)  hx  (a) 
t'x  (a)  g\  (a)  h[  (a) 
f"(a)      g"  ia)      h'{{a) 


Di 


est  nul ,  on  a 


lira 


D 


lim  A  =  0 , 


d'après  le  lemme  II ,  ce  qui  est  bien  conforme  avec  la   proposition 
générale. 

Nous  n'avons  donc  qu'à  considérer  le  cas  T>x  ^  0.  Or,  dans  ce  cas, 
l'un  au  moins  des  mineurs  de  Dx ,  qui  sont  les  coefficients  des  éléments 
de  la  dernière  ligne  horizontale ,  doit  être  différent  de  zéro.  Supposons 
que  ce  soit 

fx  (a)      9\  (a) 

fx  (a)      g'x  (a) 
qui  n'est  pas  égal  à  zéro. 


D9  = 
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Un  au  moins  des  éléments  /",  (a),  g}  (a)  doit  être  différent  de  zéro; 
supposons  que  ce  soit 

D3  =  A(a) 

qui  n'est  pas  nul. 

Calculons  encore  les  constantes 

p=i-    *=d?     r=* 

On  a  maintenant  identiquement 
IA(aO,   gx{x\   h^x),    k(x)\  =  ^\f1(x),g1(x),(x  —  a)2,k(x)\ 

!  A  Ce),  gA  (x),  (x  —  a)2,  k  (x)  |  =  -^  |  A  (x),  (x  —  a),  (x  —  a)2,  k  (x) 

+  !  A  i%\  ffi  &)  —  y  (x  —  a),  (a  —  a)2,  Ä  (a)  | , 

1  A  (#),  a;  —  a,  {x  —  a)'2,  A  (a;)  |  =  r    |  1 ,  x  —  a,  {x  —  a)2,  k  (x)  \ 

-f-  |  A  (x)  —  r>  x  —  a>  (x  —  a)2»  ^  &)  I 
et  par  des  substitutions  successives 

D  =  r^  -f-  r    |  1,  se  —  a,  (#  —  a)2,  &  (#)  | 

1  .  u      1 

+  j^g  y  i  A  (a)  —  y,  3  —  a,  (z  —  a)2,  A  (a;)  | 

+  y^    /i  G»),  0i  (£)  —  y  (x  —  «)»  fr  —  a)2,  Ä  (a)  | 

+    I  A  faOi  9x  (x),  h  { (x)  —  y-^  (x  —  a)2,  k  {x)\.- 

En  divisant  par  A  et  en  passant  à  la  limite,  on  trouve  directement 
les  limites  des  rapports  des  déterminants  au  second  membre  par  les 
lemmes  II  et  III.  En  effet,  ayant 

I  1,  x  —  a,  (x  —  a)2,  k  {x)  \  =  |  1,  x,  x2,  k  (x)  \  , 

il  vient  d'abord,  d'après  III, 

lim  |  1,  x,  x2,  k  {x)  |  :  A  =  - — — —  k'"  (a). 

1  •  a  .  O 
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Les  trois  autres  rapports  sont  nuls  d'après  le  lemme  II  ;  en  effet  on  a 


=  2(D3-r)  =  0, 


A  (a)  - 

-r    0       0 

ma) 

1        0 

A'(«) 

0      1.2 

f  xia) 

9i  (a)            0 

fi  (a) 

g'i(a)  —  q     0 

fHa) 

g"  (a)          1.2 

fi(a) 

ffi  (a)    h  (a) 

fi  (a) 

g'i(a)    h[(a) 

fUa) 

g'{(a)    Ai'(a)- 

P 

=  2(D,-<zD3)  =  0, 


=  Dj  —  p  D2  =  0. 


Il  vient  donc 


lim^  =  !!2T3!* 


(a) 


k'"  (a) 
1!  2!  3! 


1 


1  !  2  !  3  ! 


A  (a)  0i  (a)  Ä,  (a) 

fi  (a)  g[(a)  Ai  (a) 

A  (a)  ri»  Ai' (a)  ^^ 

A  (a)  0!  (a)  Äj  (a)  k    (a) 

fi  (a)  ri  (a)  Ai  (a)  V  (a) 

f '{{a)  g'{{a)  Ai' (a)  F  (a) 

0  0  0  k'"{a) 


ou 


/"  (a)    ^   (a)    h   (a)    k   (a) 

_D  =        1  f'  (a)    g'  (a)    A'  (a)     Ä'  (a) 

im   A  '  "  1  !  2  !  3  !  |  f  (a)     ƒ'  (a)     tf'  (a)     fc"  (a) 

1  f'"{a)    g'"  {a)    h'"  {a)    k'"{a) 

Notre  proposition  est  ainsi  démontrée  dans  toute  sa  généralité. 

Il  est  clair  que  la  condition  que  a  n'est  jamais  en  dehors  de  l'inter- 
valle (x,  t)  sera  toujours  satisfaite  si  l'on  suppose  que  l'un  des  nombres 
x,  y,  z,  t  reste  constamment  égal  à  a;  les  autres  peuvent  alors  tendre 
vers  a  d'une  manière  quelconque. 

Nous  avons  considéré  des  déterminants  du  quatrième  degré ,  mais 
il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  qu'on  peut  énoncer  un  théorème  ana- 
logue dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  n  de  fonctions  n  ^  2. 
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5.     Pour  montrer  une  application  ,  considérons  une  courbe  gauche 
x  =  <p{t),         y  =  y>(t),         z  —  %{t), 

cp{t),  y>{t),  x{t)  étant  des  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  t. 

Soit  M  un  point  de  la  courbe,  correspondant  à  t=  t0.  Nous  adopte- 
rons la  définition  suivante  du  plan  osculateur  en  M:  le  plan  osculateur 
en  M  est  la  position  limite  (s'il  y  en  a  une)  d'un  plan  passant  par  M  et 
par  deux  autres  points  de  la  courbe,  qui  sont  infiniment  voisins  de  M. 

Les  deux  autres  points  correspondant  à  t  =  tx  et  t  =  t2l  l'équation 
du  plan  passant  par  les  trois  points  est 


1 

1 
1 


V  Co)     X  Co) 

vCi)   zCi) 
v  C2)    x  C2) 


[X  -  <p  (Q]  + 


[y  -  v  (g]  + 


[z  -  X  Co)]  =  o. 


1     xCo)     9>Co) 

1    z(*ù    <p{*i) 

1     Z(t2)     <p(t2) 

i    9?  (g   v  (g 
+    i    r(h)    vCi) 

î  7?  (y  y  (y 

Supposons  maintenant  que  les  trois  fonctions 

<P,    V,    Z 
soient  finies  et  continues ,  ainsi  que  leurs  dérivées 

<P',     v'>     X', 
et  enfin  que  ces  dernières  fonctions  admettent  des  dérivées ,  mais  pour 
la  valeur  particulière  t  =  t0  seulement. 
En  divisant  alors  par 


1 
1 

1 


<5 

il 


et  en  faisant  tendre  tx  et  t2  vers  t0,  il  viendra 


w'  Co)  x'  Co) 

v"Wz"W 


[X  -  7  fo)]  + 
+ 


Z'  Co)  <P'  Co) 

*"«o)  9>"(<o) 

v'  Co)  v'  (y 

^CoXCo) 

Par  conséquent,  si  cette  équation  représente  un  plan  déterminé, 


[Y  -  V  Co)]  + 
[Z  -  Z  Co)]  =  o. 
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c'est  à- dire  si  les  coefficients  de  X,  Y,  Z  ne  s'évanouissent  pas  à  la  fois, 
ce  plan  sera  d'après  notre  définition,  le  plan  oscillateur  en  M.  Et  l'on 
voit  que  l'existence  de  ce  plan  suppose  seulement  que 

<p'  (<o  +  h)  -  y'  (t0)     y'  (<p  +  h)  -  y>'  (g     x'  (t0  +  h)-x'  (g 

h  h  h 

tendent  vers  des  limites  déterminées  pour  h  =  0. 

C'est  là  un  fait  analogue  à  ce  qui  se  présente  dans  la  théorie  des 
courbes  planes,  lorsqu'on  définit  la  tangente  en  un  point  M  comme 
limite  d'une  sécante  passant  par  M,  et  par  un  second  point  de  la  courbe 
infiniment  voisin  de  M.  Alors,  si  l'équation  de  la  courbe  est 

l'existence  d'une  tangente  en  M  (a,  b)  suppose  seulement  que 

f(a  +  h)  —  f  (a) 
h 

a  une  limite  déterminée,  mais  la  fonction  f(x)  peut  très  bien  ne  pas 
admettre  une  dérivée  pour  d'autres  valeurs  de  la  variable. 

Il  est  clair  que  la  proposition  que  nous  avons  établie  permet  d'énon- 
cer des  propriétés  analogues  relatives  à  l'existence  du  cercle  osculateur, 
de  la  sphère  osculatrice ,  etc. 


LIX. 

(Nouv.  ann.  math. ,  Paris,  sér.  3,  7,  1888,  161  — 171.) 


Note  sur  1'intégrale  /  f(x)G(x)dx. 

a 

L'objet  de  cette  Note  est  la  démonstration  de  la  proposition  suivante: 

Soit  f(x)  une  fonction  non  décroissante  entre  les  limites  x  =  a  et 

x  =  b  (a  <  b).  Alors  il  est  toujours  possible  de  déterminer  n  constantes 

/y»  /y»  /y» 

■^1   J      •*'2  >       '    *    *  >       "^W 

a  <  #!  <  :c2  <  .  .  .  <  Xn  - 1  <  Xn  <  b , 

et  w  +  1  constantes  ax ,  a2,  . . . ,  aM  +  i  qui  sont  comprises  respectivement 
dans  les  n  -j-  1  intervalles  formés  par  les  n  -f-  2  quantités 

f  (a),  /r(^1),  f(x2),    ...,   f(xn-l),   f(Xn),   f(b), 

de  telle  façon  qu'on  ait 

/    f(x)  (j2n{x)dX 
a 


&2n(x)  dx  -f-  a2   /      G2n(^)rfiC 
a  ci 

/    '3 

+  a3  /    Grow(#)da; -f" . . . 

•'-3 

/-.In  ,  b 

-\-an      Gt2n{x)dx-)rau  +  i     G2n(x)dx. 

X  n  -  I  Xn 

Gt2m(^c)  étant  un  polynôme  quelconque  en  x  du  degré  2w  au  plus. 

1.  La  détermination  des  constantes  Xk,  au  est  évidemment  un  pro- 
blème déterminé  car  les  conditions  imposées  fournissent  2w  -f~  1  relations 
entre  ces  inconnues.   Pour  les  écrire,  nous  pouvons  prendre 

G2n(x)  =  (x  —  a)k 
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en  faisant 

k  =  0,  1,  2,  ...,  2m. 

Il  vient  ainsi 

f  rb 

(Ä+  1)  /  (x  —  a)kf{x)dx 
I  a 

(1)...|     =-(a2-a1)(xl-a)*+i  |  (Ä  =  0,  1,  2,  ...,  2n). 

—  (a3  —  a2)(rr2  —  a)k  +  1 


(2) 


—  (o»  +  i-  an)(a„—  a)k  +  1-\-  a„  +  i(&— a)/c+1 

Remplaçons  dans  cette  relation  k  par  ß  -\-  1  et  retranchons  les  deux 
équations,  après  avoir  multiplié  la  première  par  b —  a;  on  aura 

f  [(&  —  «)  (*  +  1)  —  (k  +  2)  fc  —  a)]  (a  —  a)* /"(a)  drc  ' 

a 

=  -  (a2  -  «,)  (Ö  -  *,)  (.x,  -  a)*+*  |(*  =  0,l,2,...,Sfi-l). 

—  (a3  —  a2)  (ô  —  a^)  (x2  —  a)k  +  1 


—  (o„  +  i  —  a„)(6  —  #w)(^n  —  a)*^1 
Pour  simplifier,  nous  posons 

(3) (ak+i  —  ak)  (b  —  Xk)  {xk  —  o)  =  Ak        (Ä=l,  2,  .  .  .,  m). 

et  nous  remarquons  que 

/  [(&  —  a)  (Ä  4-  1)  —  (Ä  4-  2)  (x  —  a)]  (a  —  affix)  dx 

=  {b  —  x){x  —  a)k+lf{x)  —  !  {b  —  x)  (x  —  a)*+]  f  (x)  dx. 

Les  relations  (2)  peuvent  donc  s'écrire 

(\b  —  x){x  —  a)k  +  1  f'  (x)dx  ) 

J  (4  =  0,  1,2,... ,2»—  1), 

a 

=  Ai  (x1  —  a)k  4-  A2  (x2  —  a)*  4-  ■  •  •  4-  A«  (xn  —  a)k  ) 

et  il  est  clair  par  là  qu'on  aura 

!rb 
/  (b  —  x)  (x  —  a)  f'  (x)  G-2n - 1  {x)  d x 
a 
=  A1G2n-l(^i)4-  A2G2n-l(^2)4-  •  ■  •  4"  à>nQtin-l(Xn) » 

Gon-i  {x)  étant  un  polynôme  quelconque  en  x  du  degré  2w— lau  plus. 
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On  reconnaît  maintenant  que  la  détermination  de  xx,  x2,  •••,  xn,  Alt 
A2,  . .  .,  An  revient  à  la  solution  d'un  problème  bien  connu.  On  sait  que 
xlt  x2,  . . .,  xn  sont  les  racines  de  l'équation 

(5) PM  (x)  =  xn  -f  Cj  xn-x  +  ...  —  0, 

~Pn  (x)  étant  le  dénominateur  du  degré  n  d'une  des  réduites  de  la  fraction 
continue 

/    rb  {Jt)  —  Z)(Z  —  a)f'{Z) 


(6) 


ƒ 


x 


dz 


x  —  a0  — 


h 


X  —  a,  — 


X  —  a9 


Ces  racines  sont  réelles,  inégales  et  comprises  dans  l'intervalle  (a,  b), 
et  nous  pouvons  supposer 

a  <  xx  <  x2  <  . . .  <  xn  <  b. 

On  connaît  aussi  l'expression  des  constantes  A&  qui  sont  positives.  En 
posant 


?n(x)~  ?„(Z) 


qn (x)  =  1  (b-z)(z-a)f  (*)        x_ 


dz, 


0  ix) 

~ —  est  une  des  réduites  de  la  fraction  continue,  et  l'on  a 

PM(#)  ' 


«         _  ^Jn  (Xk) 

'KM 


(Ä  =  1 ,  2 ,  3 ,  . . . ,  n). 


On  peut  encore  se  servir  de  la  formule  suivante  qui  n'exige  pas  la 
connaissance  du  numérateur  Q„(x), 

0     1     2  '  *  '      w  —  1 


(7) 


A&  = 


(ä  =  1,2,  ...,w). 


P„_l(^)Pn(tffc) 

Les  constantes  Xk,  aA  qui  figurent  dans  la  fraction  continue  et  les 
polynômes  P^  {x)  se  calculent  de  proche  en  proche  par  les  relations 

Po  =  l, 


Pk  +  1  =  (X—  aDPk  —  hPk-i; 
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(9) 


Xq=  /  (b  —  z)(z  —  a)f'(z)dz 

a 

l'(b—z)(z-  a)f'(z)lPk(z)Jdz 

**=-V-  (*=  1,2,3,...). 

I  {b  —  z){z  —  a)f'{z)\?k-x{z)Jdz 

a 

f  \b  —  z){z  —  a)  f'  (z)  z  [P*  (z)J  dz 


(10) 


ak 


f  (b  —  z){z  —  a)f  (z)  [Pk  (z)J  d  z 


(k  =  0,  1,  2,...). 


(H) 


2.    Il  reste  à  trouver  les  inconnues  alt  a2,  . . .,  an+i. 

On  connaît  d'abord ,  par  les  relations  (3),  les  différences 


•  a 


a>k  + 1  —  o>h  = 


(4=1,2,...,«). 


(b  —  xk)  (xk  —  a) 

Pour  achever  la  détermination  des  ak,  il  faut  recourir  à  l'une  des  équa- 
tions (1).  En  choisissant,  pour  plus  de  simplicité,  la  première  (ä  =  0),  on  a 

A]  Ag  An 


(12) 


Jf{x)dz=(b-a)an  +  1-^-^ 


b  —  Xn 


Cette  équation  fera  connaître  aw  +  i ,  et  l'on  trouve  ensuite  tous  les  ak 
à  l'aide  de  (11). 

Des   combinaisons   et   réductions  faciles  fournissent ,  du  reste ,  les 
formules  suivantes  : 

(b  —  a)  [a,—  fia)'] 

(13)     (     =[\b-x)f'ix)dx--^ **--. ^L_ 


xx  —  a      x.2  —  a 


OCn  ~~~  (JL 


(14) 


(b  —  a)[ak  +  x  —  f{xk)~] 

rx k 
=  —  f     (x  —  a)f'(x)dx-\- 

a 
_l_        A-l         |_        A2         I  |  Afc         I 

b  —  xx      b  —  x2  b  —  Xk        )  {k  =  1,  2, . . . ,  n), 


+  /  (b  —  x)f{x)dx 


-ft+i 


A, 


+  2 


A„ 


tt/c  +  l d         Clk  +  2 — a 


JCn  ~" ~"  Cl 
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(b  —  a)\_f{b)  —  a„+i] 

J  b  —  xx      b  —  x2  b — xn 

a 

(b  —  a)  [f(xk)  —  ak~\ 
=       (x  —  a)f'{x)dx  — 

a 

Aj  A2  Afc_i 


(16)    \  b  —  xx      b  —  x2  b  —  Xk-i       )  (k=  1,  2,  . . .,  ri). 

—  I  (b  —  x)f'(x)dx-\- 


Afc+i       ,  ,       Aw 


a*  —  a      #/c+i  —  a  #M  —  a 

3.  Le  problème  proposé  est  ainsi  résolu  complètement;  il  nous 
reste  seulement  à  démontrer  que  les  constantes  aif  a2,  . .  .,  aw  +  i  sont 
comprises  respectivement  dans  les  intervalles  formés  par 

f  (a),  f(xx),  f(x2),  . .  .,  f(xn),  f{b). 

Remarquons  d'abord  qu'on  a  évidemment  (11) 

ax  <  a2  <  a3  <  . . .  <  an  <  an+i. 

Ensuite  nous  observons  que  l'équation  qui  nous  a  servi  de  point  de 
départ  peut  s'écrire 

rb 


j  f  (x)  Gon  (x)  d  X  =      (p(x)Gr2n(x)dX 


en  désignant  par  <p(x)  une  fonction  discontinue,  non  décroissante,  définie 
de  la  manière  suivante  : 

cp  (x)  =  ax         pour        a  <Cx<Cx1, 
cp  (x)  =  a2 
(17) 

cp  (x)  =  Ctn 

<p(x)  =  an+i 

On  a  j  par  conséquent , 

,& 

/  lf(x)  —  cp  (a;)]  xkdx  =  0  (k  =  0,  1 ,  2 ,  . .  . ,  2 m). 


» 

*AJ-\ 

^ 

xAj    \^    iV9  y 

H 

;? 

Xn 

-1 

< 

53  <^  #n  > 

» 

#Vi 

< 

a<&. 
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On  en  conclut  que  la  différence 

f{x)  —  <p  (x) 

doit  changer  de  signe  au  moins  2n-\-  1  fois  dans  l'intervalle  (a,  b). 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  le  nombre  l  des  changements  de  signe 
soit  inférieur  à  2n  -j-  1,  donc 

lg:  2n, 
et  que  ces  changements  de  signe  se  produisent  pour 

X  ==  À[  ,      X  =  JLq  ,      .  .  . ,      X  —  Ji./ , 

il  est  clair  qu'en  posant 

G  (x)  =  {x  —  Xj)  (x  -  X,,) . . .  (x  —  Xi) , 
la  fonction 

[f(x)  -  <p  (X)-]  G  {X) 

aurait  un  signe  constant  dans  l'intervalle  (a,  b).  Or,  G  (x)  étant  un  poly- 
nôme de  degré  2m  au  plus,  on  doit  avoir 


f  lf(x)  —  y  (x)]  G(x)dx  =  0, 


ce  qui  est  impossible.    La  supposition  l  ^  2n  est  donc  inadmissible  et 

f{x)  —  cp  {x) 
doit  changer  de  signe  au  moins  2n  -f-  1  fois  dans  l'intervalle  (a,  b).  Or, 
si  l'on  construit  les  lignes 

y  =  <p(x), 

et  qu'on  se  rappelle  que  f{x)  est  non  décroissant,  on  voit  immédiate- 
ment que  /  ne  peut  pas  être  supérieur  à  2n  -f-  1;  ensuite,  il  est  clair 
qu'on  a  nécessairement 

(18)     .     .     .      \<p(xk  —  e)<f(xk)<<p(xk  +  e)  (*=1,  2,  ...,  w), 

!  <p(b)<f(b), 

s  étant  une  quantité  positive  suffisamment  petite.  Or  ces  inégalités 
expriment  précisément  la  propriété  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

4.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les  premiers  membres  des  formules 
(13,  (14),  (15)  et  (16)  sont  positifs.  On  peut  démontrer  aussi  directement 
II  9 
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que  les  seconds  membres  sont  positifs.  C'est  là  une  conséquence  immé- 
diate des  inégalités 


(x —  a)f'  (x)dx 


>_A1___L._A2     +         +       A*_i 


(*=1,  2,  ...,  n  +  1). 


(19) 


b  —  xx      b  —  x2 
/     (x  —  a)f'{x)dx 


b  —  Xk-\ 


Aj      L      A2      ,  ,       Afc 


(A  =  l,  2,  .. .,  n); 


b  —  xx       b  —  x> 


+  •■    + 


b  —  Xh 


!     ,  b 


I    (b  —  x)f'(x)dx 


< 


A/c      ,       Afc+i      ,        j_ 


(20) 


Xk  —  a      Xk+i  —  a 


Xy\  Cl 


(Ä  =  l,2,...,n), 


I  /  (b  —  x)f'(x)dx 

Afc-i-i      .      Afc  +  2 


> 


+  •■•  + 


A  n 


(k  =  0,  1,2,...,»). 


(On  doit  prendre  x0  =  a,  xn  +  \  =  b  dans  ces  formules). 
On  peut  les  établir  de  la  manière  suivante.  Soit 


(21) 


m 


(x)  =  /  (x  —  a)f'{x)dx, 


m(x)  sera  une  fonction  non  décroissante  et  m  (a)  =  0.  Définissons  ensuite 
une  seconde  fonction  discontinue  et  non  décroissante,  ainsi  qu'il  suit 


ƒ  fi{x)  =  0 
fi(x) 


A> 


b  —  x-. 


fi  (x)  — X—  + 


(22) 


b  —  xl      b  —  x2 


I ™\  Aj         I  .  An_ i 


lorsque    a  <  a;  <  xx , 


6  —  a?! 


6  —  Xn 


jj       Xn  —  \  "C.  3Î  'C  a"n  j 

«         a?«  "\  a?  <c  o. 


Note  sur  une  intégrale. 
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Par  une  intégration  par  parties,  on  trouve 

l  /  (6  —  xf  m  (x)  d  x 
■ 

1       r'> 
—  k+\j  (b  —  x)k(x  —  a)f'(x)dx> 

a 

et,  d'après  la  définition  même  de  la  fonction  ju(x),  on  trouve 


(23)     . 


(b —  x)k  ju(x)dx 


(24) 


Ä  +  1 


[A,  (b  -  xtf  +  A,  (b  -  x^  +  . . .  +  A„  {b  -  xnf-]. 


En  faisant  attention  à  la  formule  (4),  on  en  conclut 

rb 

j    \m  {x)  —  p  (x)~]  (b  —  x)kdx  =  0        (k  =  0,  1,  2,  .  .  . ,  2n  —  1)  ; 

a 

d'où  il  suit  que  la  différence 

m  (x)  —  fi  (x) 

doit  changer  de  signe  au  moins  2w  fois  dans  l'intervalle  (a,  b).  Mais, 
d'après  la  nature  de  la  fonction  ^(.r),  on  voit  facilement  que  le  nombre 
des  changements  de  signe  doit  être  exactement  égal  à  2w  et  qu'on  a, 
en  outre, 

fi(xk  —  £)<m  (Xk)  <  n{xh-\-e)        (k  =  1 ,  2,  . . . ,  n), 

fi  (b)  <  m  (b). 

Or  ce  sont  là  précisément  les  inégalités  (19). 

Pour  démontrer  les  inégalités  (20),  nous  posons 


r 
(25) n  (x)  =  j  {b  —  x)  f'  (x)  d 


x 


et 


v  (x)  =  -  — *—  -f-  +  ■  •  •  H~  lorsque    a  <  x  <  xx , 


(26) 


xx  —  a   '   x.2  —  a 

i    \  -"-2  l  l  "'* 

v  (x)  =  +  •  •  •  H —  — 

v  (X)  = 

X„  —  a 

v  (x)  =  0 


JLyi  (t 


v  X\  <^  X  <^  .T._> , 

i 

■n  X  n  —  1  \  '£  <C.  37n  j 

»  Xn  \  3/  \  0. 
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Les  deux  fonctions  sont  non  croissantes  et 

n(b)  =v  (b)  =  0. 
Ensuite  on  trouve  facilement 

•b 


(27) 


et 


{x  —  a)k  n(x)dx 

a 

1  lb 

=  T-  -T  /  (x  —  a)k  +  Hb  —  x)f'  (x)  clx 
k-\-  1  / 


(28) 


fb 

/  {x  —  a)k  v  (x)  d  x 


I      =  YTTi  tAi  ^  —  a)k  +  A2 &*  —  a)k-\-->-  +  &n{Xn  —  a)k  . 
On  voit  par  là  qu'on  a 

/  [n  (x)  —  v  (rr)]  (x  —  a)k  dx  =  0        (A  =  0,  1,  2,  . .  . ,  2n  —  1)  ; 


a 


d'où  il  suit  que  la  différence 

n  (x)  —  v  (x) 

doit  changer  de  signe  au  moins  2w  fois  dans  l'intervalle  (a,  b).  Mais, 
comme  tout  à  l'heure,  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  des  change- 
ments de  signe  doit  être  exactement  égal  à  2w,  et  qu'on  a  nécessaire- 
ment 

v  (Xk  -f  £)<  n  (xk)  <  v  (xk  —  e)  (k  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n  , 

y  (a)  <  n  (a). 

ce  qui  équivaut  aux  inégalités  (20). 


LX. 

(Bul.  Sei.  math.,   Paris,  sér.   2,    12,    1888,   222—227.) 


Sur  1'équation  d'Euler. 
L'intégration  générale  de  1'équation 


dx 


^  =0 
VY         ' 


X  =  a0  x*  -f-  4  ax  x3  -f-  6  a2  x2  -f-  4  a3  re  -f-  a4  > 
Y  =  a0  2/4  "f"  4  «1 */3  +  6o,2  r  +  4 o3  y  -f  a4 , 
peut  se  mettre  sous  la  forme  élégante 


(a) 


0 

1 
x-\-y 


«n 


a, 


x-\-y 
2 

xy 

«1 

a2  —  2  m 

a2-\-  m 

a3 

aH 

«4 

=  0, 


2 
ie  ?/        a2  —  2  m 

wi  étant  la  constante  arbitraire. 

Cette  formule  est  nouvelle  peut  être ,  du  moins  nous  n'avons  pas 
réussi  à  la  retrouver  dans  les  nombreux  travaux  sur  ce  sujet. 

Toutefois  elle  découle  très  facilement  d'un  Mémoire  de  Richelot 
(Journal  de  Crelle,  t  44,  p.  277),  mais  elle  ne  se  trouve  pas  explicite- 
ment dans  ce  travail.  L'analyse  suivante  diffère  très  peu  de  ce  qu'on 
peut  lire  dans  le  Mémoire  de  Richelot. 


2.     Considérons  une  forme  quadratique  ternaire    . 

<p  =  a X2  +  b  Y2  -f  c  Z2  -4-  2d  YZ  -f-  2eZX  -f  2fX  Y 
et  la  forme  adjointe 

^  =  AX2  +  BY2-f  CZ2-f  2DYZ  +  2EZX  +  2FXY, 
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qui  peut  s  écrire  aussi 


<Pi  = 


0  X  Y  Z 

X  a  f  e 

Y  f  b  ci 

Z     e  cl  c 


Nous  suivons  maintenant  la  méthode  d'Euler:  ainsi  nous  prenons 
pour  point  de  départ  une  équation  doublement  quadratique  et  symé- 
trique à  deux  variables  x  et  y. 

Pour  cela,  nous  annulons  la  forme  y  après  y  avoir  effectué  les  sub- 
stitutions 


Y  = 


2     ' 


Z  =  xy. 


(1)  .     .     .     .   X  =  l, 

Il  vient  ainsi 

(2)  .  a-\-}b(x-\-  yf-\-cx"y2  —  dxy{x-\-  y)-\-2exy  —  f{x  +  y)  =  0, 

ce  qu'on  peut  écrire  aussi 

0  =  X0  +  X^  +  X^'^Yo  +  Y^+y^, 
X0  =  a  —  fx  -f-  l  b  x'2, 
X,  —  —  f  -f  (2  e  -f  \  b)  x  —  dx2, 
X2  =  \b —  dx-\-cx2, 

Y0,  Ylf  Y2  étant  les  mêmes  fonctions  de  y. 
On  en  tire  l'équation  différentielle 

dx  dy 

^Xf  — 4X0X2  }/Yf  —  4  Y0Y2 

et,  si  l'on  effectue  maintenant  l'identification 

X i  —  i  X0  X2  =  a0  x*  -\-  4  a,!  x3  -\-  6  a2  x2  -\-  4  a3  x  -\-  cii, 
on  trouve 

z'  a0  =  d2  —  6c, 
1  a1  =  cf — de, 
(3) (6a2  =  4(t2  —  ac)-\-2{be—df), 

aH  =  ad  —  ef, 

a4  =f2  —  a  b. 

Il  s'agit  maintenant  d'exprimer  a,  6,  c,  d,  e,  ƒ  à  l'aide  de  a0,  alt  a2, a3,  ff4 
et  d'une  quantité  indéterminée  m  qui  sera  la  constante  arbitraire. 


sur  l'équation  d'euler. 
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(4) 


Pour  cela  ,  nous  remplaçons  la  troisième  des  relations  (3)  par  celles-ci 

e2  —  ac  =  a2  -f-  m, 
be  —  df=a2  —  2  m. 

On  a  donc  maintenant  les  six  équations 

b  c  —  d2  =  A  =  —  a0 , 
,ac  —  e2  =  B  =  —  a2  —  m , 
\ab  —  f2  =  C  = —  a4, 
\ef  —  a  d  =  D  =  —  a3 , 
df  —  6e  =  E  =  —  a2-\-2m, 
\de  —  cf=F  =  —  av 


Or  la  détermination  de  a,  b,  c,  d,  e,  /"par  ces  relations  n'offre  aucune 
difficulté:  en  effet,  on  sait  que  la  forme  adjointe  de  <px  est  simplement 
égale  à  A 99,  A  étant  le  déterminant  de  99,  donc 


Aa  =  BC  — D2, 
Ad  =  EF  —  AD, 


A  b  =  A  C  —  E2, 
Ae  —  DF  —  BE, 


Ac  =  AC  — F2, 
A/-=DE  —  CF. 


On  obtient  maintenant  l'intégrale  générale  cherchée  en  substituant 
ces  valeurs  de  A  a,  ...  dans  l'équation  (2),  qu'on  multipliera  d'abord 
par  A. 

Il  est  clair  par  là  que  la  relation  cherchée  s'obtient  simplement  en 
annulant  la  forme  adjointe  de  <px  et  en  effectuant  les  substitutions  (1). 
Dans  la  relation  ainsi  obtenue 


0 

X 

Y 

Z 

X 

A 

F 

E 

Y 

F 

B 

D 

Z 

E 

D 

C 

il  suffit  de  restituer,  au  lieu  de  A,  B, 
tenir  le  résultat  annoncé  (a). 


=  0, 


,  leurs  valeurs  (4)  pour  ob- 


3.    Supposons   que   l'on   détermine   la  constante  m  par   l'équation 
cubique 


a0 

«1 
a2  —  2  m 


ax         a2  —  2  m 
a2  +  m  a3 


a. 


a. 


—  _  4  m3  _|_  s  m  -f  T  =  0, 
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où 


et 


S  =  a0  o4  —  4  ax  o8  -J-  3  a\ 


T  = 


ai 


a 


a2 
a3 


°2 


sont  les  invariants  de  X  =  aQ  xx  -f-  4  a1  x6  -f- . . .  -j-  a4. 

Alors  on  sait ,  d'après  une  propriété  connue  des  déterminants  (ou 
des  formes  quadratiques) ,  que  le  premier  membre  de  (a)  est  un  carré 
parfait.  Ainsi  la  relation  entre  x  et  y  se  réduit  dans  ce  cas  à  une 
équation  de  cette  forme 

l  r  ^  P  4-  qX 

P  +  q(x-\ry)  +  rxy        ou        y  =  — r  '  ^, 

relation  qui  doit  toujours  satisfaire  à  l'équation  différentielle. 

On  obtient  ainsi,  correspondant  aux  trois  valeurs  de  m,  trois  sub- 
stitutions linéaires  qui  transforment  en  elle-même  la  différentielle  ellip- 

tique  w— •   On  voit  que  cette  détermination  n'exige  pas  la  résolution 

de  l'équation  X  =  0. 

Pour  m  =  oo,  l'équation  (a)  se  réduit  à  (x  —y)2  =  0  et  l'on  obtient 
ainsi  la  quatrième  substitution  linéaire  x  —  y  =  0,  qui  transforme  en 
elle-même  la  différentielle  elliptique.  Les  trois  autres  peuvent  s'écrire 


1 

a0 

x-\-y 
2 

«i 

xy 

«2  — 

ON 


a2  -f-  m 


m 


a* 


=  0, 


m 


étant  une  racine  de  l'équation  cubique. 


4.     Considérons  encore  le  premier  membre  de  (a).  En  posant  x 
et  changeant  de  signe,  on  trouve  facilement 


y 


0 
1 

—  x 


X* 


«n 


a, 


flo  —  2  m 


x 


«1 


ûf2  -f-  m 


a. 


x" 

Oc  —  2  m 


aA 


=  H  +  wX, 
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H  =  (a0  a2  —  a\)  x*  -\- .  .  .  étant  le  hessien  de  X.  [Voir  aussi  Darboux  , 
Journal  de  Liouville,  2°  série,  t.  XVIII ,  p.  220  ').] 

Si  l'on  détermine  encore  m  par  l'équation  cubique,  H-f»«X  devient 
un  carré  parfait,  et  l'on  a,  par  exemple, 


VH  +  mX  = 


)/a0  a2  —  a\  -f-  a0  m 


1 

«0 

«1 

—  X 

«1 

a2-\- 

m 

0 

x2 

«2 

—  2 

m 

«3 

Il  est  clair  par  ce  qui  précède  qu'on  peut  énoncer  cette  proposition  : 
Soit 

a  x2  -f  2  ß  x  4-  y 

un  polynôme  du  second  degré,  qui  ne  diffère  que  par  un  facteur  con- 
stant de  Vil  -f  m  X. 
Alors,  en  posant 

axy-\-  ß(x-\-y)-\-y  =  0, 

on  aura  une  substitution  linéaire  qui  transforme  en  elle-même  la  diffé- 

(L  oc 
rentielle  elliptique  ..—  • 


5.  D'après  ce  qui  précède ,  le  premier  membre  de  (a)  changé  de 
signe  devient  égal  à  H  -f-  m  X  en  posant  x  =  y.  Or  soient  h  et  f  les 
secondes  polaires  de  H  et  de  X  respectivement,  h-\-mf  sera  une  ex- 
pression doublement  quadratique  et  symétrique  en  x  et  y,  et  qui  se 
réduit  àH-fwX  pour  x  =  y. 

Mais  d'après  une  remarque  due  à  M.  Halphen  et  qu'on  vérifie  di- 
rectement ,  deux  expressions  doublement  quadratiques  et  symétriques 
en  a;  et  «/,  qui  sont  égales  pour  %  =  y,  ne  peuvent  différer  que  par  un 
terme  A  (x  —  y)2. 


')  Nous  profitons  de  cette  occasion  pour  signaler  les  corrections  suivantes:  dans  les 
valeurs  de  H  et  de  K,  formule  (7)  page  2'21 ,  il  faut  remplacer  partout  Y  par  — Y,  et 
page  223,  ligne  7  en  descendant,  il  faut  faire  le  môme  changement.  Ces  corrections  ont 
aussi  une  légère  influence  sur  les  art.  V  et  VI  du  Mémoire  de  M.  Darboux. 
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Dès  lors,  un  calcul  facile  montre  que  l'on  peut  écrire  la  relation  (a) 
sous  cette  forme 

h-\-mf-\-  (^2  S  —  m2)  (c  —  y  f  ==  0. 

Cette  forme  de  l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  est  due  à  M.  Cayley  ; 
Laguerre  l'a  retrouvée  de  son  côté  dans  le  Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique de  France,  t.  I. 


LXI. 


(Paris,  C-K.  Acad.  Sei  ,    107,    [888,  617—618). 


Sur  l'équation  d'Euler. 

(Note,  présentée  par  M.  Darboux.) 

On  a  représenté  déjà  de  bien  des  manières  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

dx  _  dy 

Va0xi-\-ialxs-{-6a2x2-\-ia3x-{-ai         '  Va0y4 -f-4«!«/3 '-\-6a2y2 -j- ia^y -\-aA 

L'une  des  formes  les  plus  élégantes  semble  être  celle-ci 


(A)     . 


•  • 


0 

1 

2 

1 

«0 

«1 

x  +  y 
2 

«1 

0,  +  C 

xy 

a2 

—  2C 

«3 

xy 
a2  —  2C 

«a 

a. 


=  0, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  Sous  cette  forme,  on  voit  directement 
qu'en  déterminant  C  par  l'équation  cubique 


«n 


Oi 


a, 


a2  +  C 


a2  — 2C 


a* 


a„-2C 


do 


a* 


=  0, 


c'est  à  dire 

4C3  —  SC  —  T  =  0, 

le  premier  membre  de  (A)  devient  un  carré,  et  la  relation  entre  x  et  y 
devient  de  la  forme 


P  -h  Q  (x  4-  y)  ~h  r  x  V  =  °        ou 
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I                         «o 

«i 

x  -\-  y 

£/2  +  C 

x  y         a2  —  2  C 

a3 

On  obtient  ainsi  les  trois  substitutions  linéaires  qui  changent  en 
elle-même  la  différentielle  elliptique.  Ces  substitutions  linéaires  peuvent 
s'écrire,  par  exemple, 


=  0. 


Si  l'on  pose  ici  x  =  y,  le  premier  membre  devient  un  polynôme  du 
second  degré  en  x  qui  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  de  Vh.  -f-  CX, 

H  =  (a0  a2  —  a\  )  x^  -\- . . . 
étant  le  hessien  de 

X  =  a0  x*  -f-  4  ax  x3  -f-  . . . . 
L'on  voit  que,  réciproquement,  si  l'on  connaît  un  polynôme 
ax2-\-2ßx-\-y    proportionnel  à     J/H  +  CX, 

axy  -f-  ß  (x  -\-  y)  -f-  y  =  0  sera  l'une  des  substitutions  linéaires  qui  chan- 

(1  or 
gent  en  elle-même  la  différentielle  elliptique  ~vr=- 


LXII. 


(Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.,    107,    1888,   651 — 653.) 


Sur  la  réduction  de  la  différentielle  elliptique  à  la  forme  normale. 

(Note,  présentée  par  M.  Darboux.) 


1.     On  effectue  ordinairement  la  réduction  de  la  différentielle 
dx 


à  la  forme  normale 


X  =  Oo  x4  -f-  4  a\  të  +  6  a2  x2  -{-  ia3x  -\-  a^, 


dy 


ViyZ  —  Sy  —  T 
(où  S  et  T  sont  les  invariants  de  X) ,  soit  en  établissant  entre  x  et  y  une 
équation  doublement  quadratique,  soit  à  l'aide  d'une  substitution  liné- 
ay-\-ß 


aire  x  = 


(1) 
est 


yy  +  ô 

On  peut  présenter  cette  réduction  sous  la  forme  suivante  : 

L'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

dx  dy 


Vx       -y\tf>  —  sy  —  t 


(a) 


0 


A 


x 
0 


0 
0 
0 


-  xy  c 


x 
0 
0 
—  2 
c 
0 


0 

0 
—  2 

«1 


n 

—  xy 

-I 

c 

c 

0 

«1 

a2 

ûf2 

«3 

as 

a4 

=  0, 


c  étant  la  constante  arbitraire. 
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On  pourra  donner  à  c  une  valeur  quelconque;  en  prenant  c  =  0  ou 
c  =  oo,  on  obtient  des  formules  assez  simples. 

Pour  y  =  00,  les  deux  valeurs  de  x  fournies  par  la  relation  (a)  se 
confondent  en  une  seule  x  =  c,  ce  qui  fait  connaître  la  signification  de 
la  constante  arbitraire. 


2.     Mais  cette  formule  (a)  donne  aussi  les  substitutions  liréaires   En 
effet,  si  l'on  détermine  c  par  l'équation  biquadratique 

0         0        0       —  l       c 


0 
0 


\ 


0 

c 

c 
0 


—  2 

Or 


'n 


a 


Oc, 


c 

«1 


0 
a. 


=  a0  à  -f-  4  ax  c8  -j-  6  ^2  °2  "h  *  «3  c  -j-  «4  =  0 , 


le  premier  membre  de  (a)  est  un  carré  parfait,  et  la  relation  entre  x 
et  y  se  réduit  à 


i 

0 

0 

0 

~\ 

X 

0 

0 

—  2 

C 

0 

0 

—  2 

»0 

«1 

*» 

~\ 

c 

«i 

«2 

-a:?/ 

c 

0 

«9 

«o 

=  0. 


On  obtient  ainsi  les  quatre  substitutions  linéaires  correspondant 
aux  quatre  valeurs  de  c. 

3.  D'après  une  remarque  due  à  M.  Cayley,  on  peut  déduire  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (1)  de  celle  de  l'équation  d'Euler.  On  ob- 
tient ainsi 


(b) 


0 

1 

c-f  x 
~2~ 

ex 


c  -\-x 
~2 


a, 


ffi 


«1 


«2  +  2/ 


a. 


2y 


ex 

»2  —  2  y 
«3 

a. 


=  0. 


Des  transformations  faciles  permettent  de  constater  directement  que 
les  déterminants  qui  figurent  dans  les  formules  (a)  et  (b)  sont  égaux 
au  signe  près. 


LXIII. 

(Ann.  Fac.  Sei.,  Toulouse,   2,    1888,   K.    1  —  26.) 


cl  x 
Sur  la  transformation  linéaire  de  la  différentielle  elliptique  y^= 

(première  partie.) 

considérations  préliminaires. 

1.     En  introduisant  dans  la  différentielle  elliptique 

dx 


Va0x*  -j-  4 ax x3  4~  6 a2 x2  -\-  4  a%x -f- a4 
une  nouvelle  variable  y  par  la  substitution  linéaire 

_ay-\rß 


x 


ry  4- a 

on  obtient  un  résultat  de  cette  forme 


KX        ~  VY 
X  =  üqX4  -\-  4  axx'à  -\-  6 a2x2  -\-  i a8x  -{-  0,4 , 
Y=b0yi  +  4b1ys  +  6b2y*  +  ib,y  +  64. 

Cette  transformation  a  été  déjà  traitée  maintes  fois:  cependant  il 
nous  a  paru  qu'on  ne  l'avait  pas  encore  envisagée  sous  un  certain  point 
de  vue  qui  ne  semble  pas  sans  intérêt. 

Nous  préférons  écrire  la  relation  entre  x  et  y  sous  la  forme 

p-\-qx-\-ry  +  sxy  =  0, 
et  il  sera  quelquefois  plus  commode  d'écrire  X  et  Y  sous  forme  homo- 
gène 

X=a0xi  -f-  ka^x'  4-  6a2x2x'2  -f  iasxx'3  +  a4xn, 

Y  =  b0y4  4-  4&1 2/V  +  6&2W2  4-  4fl33/y/a  +  M'4- 
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et  nous  emploierons  sans  distinction  ces  formes  non  homogènes  ou  ho 
mogènes:  il  faudra  toujours  supposer  dans  ces  dernières  x'  =  y'  =  1. 


2.  Voici  deux  remarques  qui  se  présentent  immédiatement.  On 
constate  d'abord  que,  si  l'on  considère  les  invariants  de  X 

S  =  a0  rr4  —  4  ax  a3  -f-  8  a\  , 

T  =  ana2ai  -f-  2axa2a^  —  a\  — aüa\  —  a\ ai7 

et  les  invariants  correspondants  S',  T'  de  Y,  on  a 

S  =  S', 
T  =  T'. 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  de  la  propriété  caractéristique 
des  invariants.  En  effet,  la  valeur  de  Y  se  déduit  de  celle  de  X  en 
remplaçant 

x     par     ay+ßy', 
y     par     yy  +  ày', 

et  en  divisant  ensuite  par  (a  ô  —  ßyf. 
Ainsi  l'on  a 


"off'4 


4  ax  a3  -f  3  af  ==  ö0  h  -  -  4  bx  bs  -  -  3  b\  -  =  S , 


a0    ox 


a,     a»     Or 


a2    a3    a4 


fto    &i     bz 

&!       &2       &3 

&2      &3      Ô4 


=  T. 


En  second  lieu  ,  considérons  les  racines  des  équations  X  =  0,  Y  =  0. 
En  les  désignant  par  xlt  x,,  x3,  x4  et  ylf  y2,  yBf  yt  respectivement,  il 
est  clair  que 


V  +  qxi  -f  ryt  +  sxiyi  =  0 


(i=l,  2,  3,  4), 


et  par  conséquent  le  rapport  anharmonique  des  racines  de  X  =  0  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  racines  correspondantes  de  Y  =  0. 
Si  nous  désignons ,  pour  abréger ,  un  tel  rapport 


/y»     __  /y»  /y»     __  /y 


/y»  ,    /y»  /y» 

«A/.)  iX/o  »A/9 


■X, 


par     (1,  2,  3,  4), 


on  a 
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(1  .  2  .  3  .  4)  =  (2  .  1 .  4  .  3)  =  (3  .  4  .  1  .  2)  =  (4  .  3  .  2  . 1)  =  X, 
(1  .  2  .  4  .  3)  =  (2  . 1 .  3  .  4)  =  (3  .  4  .  2  . 1)  =  (4  .  3  . 1  .  2)  =  y  , 
(1 .3 . 2 . 4)  =  (2. 4 . 1 . 8)  =  (3  . 1 . 4  . 2)  =  (4  . 2  .3 . 1)==1  —  A, 
(1 . 3  . 4 . 2)  =  (2 . 4 . 3 . 1)  =  (3 . 1 . 2  . 4)  =  (4 . 2 . 1 . 3)  =  — ^ , 

(1 .  4  .  2  .  3)  =  (2  .  3  .  1  .  4)  =  (3  .  2  .  4  . 1)  =  (4  . 1  .  3  .  2)  =  ^^  . 

A 

(1 . 4 . 8 . 2)  =  (2 . 3 . 4 . 1)  =  (3 .  2 . 1 . 4)  =  (4 . 1 .  2 . 3)  = 


X  —  1 


Ces  six  valeurs  du  rapport  an  harmonique  sont  différentes  en  général  ; 
il  n'y  a  exception  que  dans  les  cas  suivants. 
A.     X  =  —  1  (ou  =  2 ,  ou  =  £)  ;  alors 


1  X  1 


1_;      a— 1       2 

B.     4  =  1  -|-  e  (ou  =l-}-£2),  e  étant  une  racine  cubique  imaginaire 
de  l'unité 

;  1         k~1      il 

^1-1=^=1  +  * 

Il  faudrait  ajouter  le  cas  A  =  0,  1,  oo,  mais  ce  cas  ne  peut  se  pré 
senter  que  lorsque  les  racines  de  l'équation  X  =  0  ne  sont  pas  toutes 
distinctes  et  nous  en  ferons  abstraction.  Dans  ces  cas  exceptionnels  le 
rapport  anharmonique  peut  même  devenir  tout  à  fait  indéterminé,  par 
exemple ,  lorsque  x1  =  x2  =  x:v 

3.     Nous  posons  maintenant  la  question  suivante:  étant  donnés  deux 
polynômes  du  quatrième  degré  X,  Y,  quelles  sont  les  conditions  né- 
II  10 
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cessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  soit  possible  de  satisfaire  à  l'équation 
différentielle 

dx  dy 


Kx  KY 

par  une  relation  de  la  forme 

p-\-qx-{-ry-\-sxy  =  0. 

La  réponse  est  presque  immédiate.  D'après  ce  qui  précède,  il  est 
nécessaire  certainement  que  les  invariants  de  X  soient  égaux  aux 
invariants  de  Y,  mais  il  est  facile  à  voir  que  cette  condition  est  aussi 
suffisante. 

En  effet ,  on  peut  remarquer  d'abord  que  cette  égalité  des  invariants 
entraîne  aussi  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  racines  de 
X  =  0  et  des  racines  de  Y  =  0. 

Ce  fait  bien  connu ,  nous  allons  le  déduire  ici  des  formules  qui  don- 
nent la  résolution  de  l'équation  X  =  0,  dont  nous  aurons  besoin  encore 
dans  la  suite. 

On  a  d'abord  à  calculer  les  racines  u',  u",  u'"  de  l'équation  cubique 

(1) 4ms  —  Su  —  T  =  0. 

Ensuite  on  a  à  calculer  les  racines  carrées 


m'   =  ^a\  —  a0a2  —  a0u' , 


(2) y  m"  =^«1  — a0a2 


aQu" 


m'"  =  j/of  —  Q0a2  —  a0  w"'  ; 
mais,  à  cause  de  la  relation 
(3)    .    .    .    .     m'm"m'"  =  —  $(2al  —  Sa0a1a2  +  ala&)t 

on   voit   qu'on   peut   exprimer   par   exemple  m7//  rationnellement  au 
moyen  de  m'  et  m". 

Les  racines  de  X  =  0  sont  alors  données  par  les  formules 

1a()xl  =  —  «j  -f-  m'  -f-  m"  -\-  m'", 
o0x2  =  —  ax  -f-  m'  —  m"  —  m'", 
ctoXs  =  —  ax  —  m'  -{-  w"  —  m'", 
ctox4  =  —  öj  —  m'  —  m"  -f-  m'". 
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Ces  formules  conduisent  directement  à  cette  conséquence  que  les 
rapports  anharmoniques  de  xlt  x2f  %»  x*  s'expriment  rationnellement 
par  les  racines  w',  w",  u'".  En  effet,  on  trouve,  par  exemple 


(1.2.3.4)  =  ,!  = 


mn  —  m"2 


ou  bien 


X  = 


(5)     .     .     .         1—  X 


u'  — 

u'" 

u'  — 

u" 

u"  - 

u'" 

u"  — 

m' 

U1"  - 

-u" 

X 


u'  — 

u" 

u'  — 

u'" 

u"  — 

u' 

u"  — 

u'" 

tt'"- 

-u' 

i—X 

u"'  — u"  X 

u"'  —  u'    '  X  —  1  "  "  u'"  -  -  u" 

Or,  comme  l'équation  Y  =  0  donne  lieu  à  la  même  équation  résol- 
vante en  m,  on  voit  bien  que  l'égalité  des  invariants  entraîne  l'égalité 
des  rapports  anharmoniques. 

Ce  point  étant  établi ,  supposons 

x\    x3 .  xi    xi Vi    y  s .  Vi    y  4 

x2     xs    x2     xA      y 2      2/3    y 2      2/4 
et  supposons  qu'on  détermine  les  coefficients  p,  q,  r,  s  dans  la  relation 

(6) p  -\-qx  +  ry-\-sxy  =  0, 

par  la  condition  que ,  pour 

x  =  xlt  y  =  y1 , 

x  =  #2  *         y  ==  y  2  > 

x  =  x%,  2/  ==r  2/3  » 

on  aura  aussi  nécessairement,  pour  x  =  xi}  y  =  y4. 

La  substitution  (6)  donnera  alors  nécessairement  un  résultat  de  cette 
forme 

dx  _        dy 

où  c  est  une  constante.  Mais  maintenant  les  invariants  de  cY  doivent 
encore  être  égaux  à  ceux  de  X  ou  de  Y,  ce  qui  donne 

c2S  =  S, 


(7) 'c; 

d'où  l'on  conclut  c  =  -\-\. 
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Nous  venons  de  déterminer  les  coefficients  p,  q,  r,  s  (ou  plutôt  leurs 
rapports)  par  la  condition  de  la  correspondance  des  valeurs  suivantes 
de  x  et  de  y  : 

r*  — —  /y*  /y»  /y»  /y» 

y  =  yn  2/2. 2/3»  2/45 

mais ,  à  cause  de 

(1 .  2  .  3  .  4)  =  (2  .  1  .  4  .  3)  =  (3  .  4  .  1  .  2)  =  (4  .  3  .  2  .  1), 
il  est  clair  qu'on  aurait  pu  établir  les  correspondances  suivantes  : 

i/y»    '  /y»  /y»  /y*  sy* 

Jy  Uq  ,     U/2  >     ^  »     ^  » 
2/ =  2/2,  2/i,  2/4>  2/3; 

xjjyv  (#   =   #!,      X2,      £3,      #4> 

(2/  =  2/3.  2/4,  2/i»  2/2; 


(IV) 


!/y»     1         /y»  /y»  /y»  /y» 

2/ =  2/4,  2/3,  2/2»  2/i • 

Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant: 

Pour  qu'il  soit  possible  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

dx   dy 

Vx~     Vy 

par  une  relation  de  la  forme 

p-\-qx-\-ry-\-sxy  =  0, 

il  faut  et  il  suffit  que  les  invariants  de  X  soient  égaux  aux  invariants 
de  Y;  et ,  si  cette  condition  est  remplie,  il  existe  toujours  quatre  rela- 
tions de  cette  forme  qui  satisfont  à  l'équation  différentielle. 

On  peut  nommer  ces  relations  des  intégrales  linéaires  de  l'équation 
différentielle,  et  notre  but  principal  sera  maintenant  d'approfondir  au 
point  de  vue  algébrique  la  détermination  de  ces  intégrales  linéaires. 

Il  faut  remarquer,  en  effet,  que,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut 
bien  écrire  directement  ces  intégrales  linéaires,  mais  à  condition  d'avoir 
résolu  d'abord  les  équations  X  =  0  et  Y  =  0.  Les  opérations  non  ra- 
tionnelles nécessaires  pour  cela  sont  d'abord  la  détermination  des  trois 
racines  u',  u",  u'"  de  l'équation  cubique  en  m,  et  ensuite  on  a  à  cal- 
culer encore  quatre  racines  carrées. 
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Mais ,  comme  on  vient  de  reconnaître  que  le  problème  admet  tou- 
jours quatre  solutions,  la  solution  doit  dépendre  d'une  seule  équation 
du  quatrième  degré,  et  ainsi  il  doit  être  possible  d'obtenir  rationnelle- 
ment ces  intégrales  linéaires  après  avoir  calculé  les  racines  d'une 
équation  cubique  et  deux  racines  carrées. 

Ainsi,  au  point  de  vue  algébrique,  la  méthode  qui  consiste  à  passer 
par  les  racines  de  X  — 0,  Y  =  0  n'a  pas  toute  la  simplicité  possible. 

Mais ,  avant  d'aborder  le  problème  que  nous  venons  de  poser ,  il 
convient  de  compléter  encore  par  quelques  remarques  ces  considéra- 
tions préliminaires. 

4.  Nous  avons  vu  que  les  rapports  anharmoniques  des  xlt  x2,  oc3>  x± 
s'expriment  rationnellement  au  moyen  des  racines  u',  u",  u'".  Or,  dans 
les  formules  (4),  les  racines  carrées  doivent  satisfaire  à  la  relation  (3) 
et  par  conséquent  il  est  permis  de  changer  à  la  fois  le  signe  de  deux 
de  ces  racines  carrées.  Il  est  clair  qu'un  tel  changement  de  signes  re- 
vient à  une  certaine  permutation  des  racines  x1,  x2,  x3,  x±  et  l'on 
conclut  maintenant  que  ces  permutations  sont  précisément  celles  qui 
laissent  invariable  le  rapport  anharmonique. 

Il  est  facile  de  trouver  directement  l'équation  du  sixième  degré  qui 
détermine  les  rapports  anharmoniques.  Les  coefficients  de  cette  équa- 
tion sont  évidemment  des  fonctions  symétriques  de  u',  u" ,  u'"  et  s'ex- 
priment ainsi  rationnellement  par  S  et  T. 

Les  équations  (5)  donnent  facilement 

3  m'    =(tt'  — tt")(l+*), 

3  m"  =(u'  —  u"){—  2 -f-  X), 
3u'"=(u'  —  m")(+  1  —  2A), 
et ,  en  substituant  ces  expressions  dans  les  relations 

S  =  —  4  (u'  u"  +  u"  u'"  +  u'"  u') , 

T=      iu'u"u'", 
il  vient 

9S=-f4(M'-M")2X3(l-2  +  22), 

27T=       4  (m7  —  tt")3(l  -M)(—  2  4- A)(l  —  2k); 
donc 

(8) S=108  <>-*  +  **  ■ 


T2  (1  +  A)2  (2  —  Xf  (1  — 2A> 


a 
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On  vérifie  directement  que  le  second  membre  ne  change  pas  en  rem- 
plaçant X  par  -j  ou  par  1  —  X. 

La  résolution  de  cette  équation  du  sixième  degré,  nous  le  savons, 

ne  renferme  pas  de  plus  grandes  difficultés  que  la  résolution  d'une 

équation  cubique.  En  effet ,  ses  racines  s'expriment  rationnellement  au 

moyen  de  u',  u",  u'"\  mais,  comme  l'équation  (8)  ne  renferme  que  le 

S3 
seul  paramètre  ^  °lu^  est  un  invariant  absolu ,  il  vaut  mieux  introduire 

aussi  dans  l'équation  cubique  ce  seul  paramètre. 
Soit  donc  S>u  =  Tv:  il  vient 

et,  en  désignant  par  v',  v",  v'"  les  racines,  on  a 

v'  —  v'" 


v'  —  v"  ' 


Lorsque  l'équation  X  =  0  admet  une  racine  double,  les  valeurs  du 
rapport  anharmonique  sont 

oo,     oo,     1,     1,     0,     0, 

et  ainsi  l'équation  (8)  doit  se  réduire  à 

P  (X  —  1)2  =  0. 

On  voit  que  cela  exige  que  S3  —  27T2  =  0,  et  l'on  sait  en  effet  que 
le  discriminant  de  X  est  égal  à  256 (S3  —  27 T2).  Comme  conséquence, 
on  peut  écrire,  au  lieu  de  (8), 

4  (  i  —  ;  _j_  pf  __  (  1  -f  Xf  (2  —  Xf  ( 1  —  2  Xf  _  _  27  X2  (l—lf 
S3  27T2  S3  — 27T2 

5.  Considérons  maintenant  les  cas  particuliers  que  nous  avons  déjà 
énumérés  dans  le  n°.  2. 

A.     X  =  —  1  (ou  =2,  ou  =£): 

Dans  ce  cas  on  a  X  =  y    II  semble  donc  que,  pour  transformer  au 

d  oc  du 

moyen  d'une  substitution  linéaire  ^^  en  +  jt=>  on  puisse  employer 
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non  seulement  les  correspondances  (I),  (II),  (III),  (IV)  du  n°  3,  mais 
encore  les  suivantes  : 


(10 i 

'  y  =  V\ , 


l    JU    — —    *Çl    y       JUi)   ,       JL/v   *       dût    y 

y 21  y ii  y'à'i 

•y»   — —    /y  /y»  /y»  /y« 


(II') 

'  */=y2>  y\,  y*>  y±', 

(ni') *     2     6     4 

'y  =  ya»  ?/4»  ?2>  yii 

/jy/\  (37  =  0;!,  x2,  x3i  #4, 

U=y*i  y3>  V\i  V2- 

Faut-il  en  conclure  que  dans  ce  cas  exceptionnel  il  existe  huit  sub- 

d  x  du 

stitutions  linéaires  qui  transforment  -rj=  en  -+-  ~=  ?  Il  n'en  est  rien 

En  effet ,  l'équation  (8)  montre  qu'on  a  dans  le  cas  actuel  T  =  0.  Mais 
alors  les  relations  (7)  se  réduisent  à 

c2S  =  S, 

et  l'on  peut  en  conclure  seulement  c  =  ±  1. 

Donc,  dans  le  cas  T  =  0,  il  n'existe  pas  seulement  quatre  intégrales 
linéaires  de  l'équation  différentielle 

dx    _         dy 

vE~-vy; 

mais  il  y  en  a  autant  qui  donnent 

dx  dy 

V%  ~  ±  V^y' 

Les  unes  seront  données  par  les  correspondances  (I),  (II),  (III),  (IV) 
et  les  autres  par  les  correspondances  (I'),  (H')>  (IM')»  (^  )• 

Le  second  cas  : 

B.  X  =  1  -f  £  (ou  =  1  -f  e2),  donne  lieu  à  des  remarques  analogues. 
L'équation  (8)  montre  que  S  =  0,  et  les  relations  (7)  se  réduisent  à 

c3T  =  T; 

d'où  l'on  peut  conclure  seulement  c=l,  c  =  e,  c  =  e2. 
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Chacune  des  trois  équations 

dx 
VX 

dx 
VX 

dx 


± 


dy 
Vf' 

dy 
V7f 

dy 


VX  Ve*  Y 

admettra  quatre  intégrales  linéaires.  Les  unes  sont  déterminées  par  les 
correspondances  (I) ,  (II) ,  (III) ,  (IV)  et  les  autres  par  celles-ci 


i         Ji/             —         jC-t        y 

%2> 

X3> 

xi} 

\x  =  xlf 

%2' 

x3>  x±t 

h=yi> 

ya. 

y*, 

y Yt 

i  y  =  Vi  i 

y±, 

y2î  y3; 

ix  =  xl, 

X2> 

Xq, 

xi} 

1  i  JU  •  —  3yi  • 

%2i 

#3,  x±, 

'y=y2> 

Vu 

y3> 

Vu 

H  y  =  y  2  » 

y3» 

Vu  .v4; 

ix  =  xi, 

%2  > 

#3» 

xi , 

\x  =  xlt 

^2» 

*^3  >    *^4  » 

îy=y8> 

Vi, 

y '2> 

y±\ 

h=y3> 

y2> 

*/4>  yii 

1    jC          -   xh\    j 
l 

X2l 

^3» 

xif 

tx  =  x1, 

^2  » 

rc3,  5/4, 

h  =  yi> 

y*, 

Vu 

y &',        ' 

\y=y^ 

Mu 

y3>  y2- 

6.     Comme  application  des  considérations  précédentes,  considérons 
la  réduction  à  la  forme  normale 


dx 


¥.dy 


1/(l_y2)(l-AV) 


M  étant  une  constante.  Le  rapport  anharmonique  de  -|-  1 ,  —  1 ,  +  y 

1  l\  £\2 

— T-  étant  (7-47T.) .  iî  faudra  déterminer  k  par  la  relation 

On  trouve  ainsi  deux  valeurs  réciproques  de  k;  à  chacune  d'elles 
correspondent  quatre  substitutions  linéaires,  et,  si  l'on  se  souvient 
que  X  a  six  valeurs,   il   semble   qu'on   obtient   ainsi  48  substitutions 

linéaires  qui  réduisent  à  la  forme  normale  la  différentielle 


dx 


Mais 


il  faut  remarquer  que  le  changement  de  X  en  y  correspond  au  change- 
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ment  de  A;  en  —  k;  par  suite,  le  nombre  des  substitutions  linéaires  se 
réduit  à  vingt-quatre,  et  le  nombre  des  valeurs  de  k2  est  six,  qui  sont 
réciproques  deux  à  deux.  Si  ±  k  est  l'une  des  valeurs  du  module,  les 
autres  sont  égales  à 

+  i     ,  fi + v~tf    ,  (i-wt    ,(l+iVk\t    ,(l-iy*f 

**•     -\i-Vkj'     ^[i+Vj)-    *\i-iVk)'    *\i  +  iVj) 

Une  autre  méthode,  plus  simple  à  beaucoup  d'égards,  consiste  à 
poser  d'abord 

dx     _  Kdy 

VT  ~  Vy\l-y)(l^k\J) 

Les  racines  de  Y  =  0  sont  1,  7^,  0;  00.  Leur  rapport  anharmonique 

k1 

est  k\  et  l'on  a  ainsi 

/Ci    '         A. 

On  voit  qu'ici  la  signification  de  k\  est  beaucoup  plus  simple  que 
dans  le  premier  cas.  On  trouve  encore  six  valeurs  de  k\  et  vingt-quatre 
substitutions  linéaires.  En  posant  y  =  z2,  on  est  ramené  à  la  forme  ca- 
nonique ordinaire.  Mais  il  faut  remarquer  que ,  si  les  coefficients  de  X 
sont  réels  et  qu'on  veuille  avoir  une  valeur  de  k\  qui  soit  réelle  et  com- 
prise entre  0  et  1 ,  cette  seconde  méthode  n'est  applicable  que  dans 
le  cas  où  les  racines  de  X  =  0  sont  réelles.  Mais  il  n'entre  pas  dans 
nos  intentions  de  discuter  ces  substitutions  en  ayant  égard  aux  limites 
entre  lesquelles  x  et  y  sont  variables  ;  c'est  une  discussion  qu'on  trouve 
dans  les  Traités  des  fonctions  elliptiques.  Constatons  seulement ,  en 
terminant  ces  considérations  préliminaires,  que  les  intégrales  linéaires  de 

dx  dy 


V(l  —  x2)  (1  —  k2x2)       ~V(l  —  y2)(l—k2  y2) 
sont 

x  —  y  =  0,        x  +  y  =  0,        l  —  kxy=0,        l  +kxy  =  0. 


dx        ,    dy 


DETERMINATION  DES  INTÉGRALES  LINEAIRES  DE  L  EQUATION  ^=-=± 

7.     La  méthode  la  plus  directe  pour  résoudre  le  problème  proposé 
consisterait  à  effectuer  la  substitution 

p-\-qx-\-ry  -\-sxy  =  0 
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OU 

x  = —  —  — -• 
q+sy 

On  trouve  ainsi  par  identification 

(ps  —  qrfb0  =  ria()  —  4r3sa1  -f  6r2s2c?2  —  4ró3a3  -f-  ó4a4, 
(ps —  qr)2bx  =  rspa0  —  r2(3ps  -f-  gr)^  -f-  Srs(ps  -f-  qr)a2  — 

—  s2  (#«  -j-  Sqr)  a3  -f  s3ga4 , 

(ps —  qr)2b2  =  r2p2a0 —  2rp(ps  -f  qr)ax  -\-  (p2 s2 -\- q2 s2 -\-  4 pqr s)a2 — 

—  2qs{ps  +  qr)as  +  q2s2ai, 
[ps  —  qr)2b3  =  rp3a0 — p2(ps-\-  Sqr)^  -f  3pq(ps-\-  qr)a2  — 

—  q2(3ps  +  qr)a3-\rq3sai, 

{ps  —  ç[r)2b4  =  pia,Q  —  4p3qa1  +  6p2q2a2  —  ±pq3a3-\-  g4a4. 

Ces  cinq  relations ,  à  cause  de  l'égalité  des  invariants  de  X  et  de  Y, 
se  réduisent  à  trois  relations  distinctes  seulement,  et  le  problème  qui 
consiste  à  déterminer  les  rapports  des  quantités  p,  q,  r,  s  est  déterminé. 

Mais  c'est  une  voie  bien  différente  qui  nous  conduira  à  la  solution 
du  problème. 

8.  Nous  aurons  à  nous  appuyer  dans  ce  qui  suit  sur  certains  résultats 
de  la  théorie  algébrique  des  formes  biquadratiques ,  pour  lesquels  nous 
renvoyons  le  lecteur  aux  Mémoires  classiques  de  M.  Hermite  :  Sur  la 
théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminés ,  dans  le  tome  52 
du  Journal  de  Crelle. 

Désignons  par  Hx  le  hessien  de  X 

Ô2X 


Rx  = 


1 


144 


dx2 
d2X 


d2X 
dx  dx' 

<^X 

dx'2 


dx'  dx 

Hx  =  (a0a2  —  a\) x>t  H-  2  (aoas  —  ai aè  3?  + 

-\-(a0ai-\-2ala3  —  3 a|)  rc2  -f-  2(a1aA~a2a3)x-\-(a2ai  —a\), 

et  par  J«  le  covariant  du  sixième  degré  qui  est  le  jacobien  de  X  et  de  Ha 

ôX        ^X 

d  x         dx' 
OH*       dRx 


'-i 


dx        dx' 

J*  =  («o  a3  "  3  a0at  a2  -f-  2  a3)  xe  -f- 
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Les  covariants  sont  liés  par  la  relation 

4  Hx  —  S  Hx  X2  +  T  X3  =  —  J|, 

d'où  M.  Hermite  a  tiré  cette  conséquence  importante,  qu'en  posant 

H* 
M  =  ~X 

il  vient 

2dx  ±:du 


VX       V±us  —  Sw  -T 
Désignons  maintenant  par  Hy,  Jy  les  covariants  de  Y;  en  posant 


H« 
v  =  —  y> 

iî  viendra  de  la  même  manière 

2dy     _  +dv 

VJ    'Kév3—  StT^T 

Il  est  évident  par  là  que  la  relation  u  =  v,  c'est-à-dire 

XHj-YHx  =  0, 

satisfait  à  l'équation  différentielle 

dx  dy 

Cherchons  à  approfondir  maintenant  la  nature  de  cette  intégrale 
particulière. 

Pour  cela ,  considérons  d'abord  le  cas  particulier 

X  —  (1—  x2){\  —  k2x2), 
Y=(l-y2)(l-k2y2). 

On  trouve  par  un  calcul  facile 

XH„  —  YHx  =  \(i  —  tff  (x  —  y)  (x  +  y)  (1  —  kxy)  (  1  +  kxy) 

=  \{\  —  k2f  {xy>  —  yx'){xy'  +  yx'){x' y'  —  kxy){x' y'  -\-kxy). 

L'intégrale 

X  Hy  —  Y  Hx  =  0 
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a  donc  une  nature  toute  particulière  ;  on  voit  qu'elle  se  décompose 
ainsi 

x  —  y  =  0,        x-\-y  =  0,        1 — kxy  =  Ü,        l  -\-kxy  =  0, 
et  elle  résume  donc  les  quatre  intégrales  linéaires  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

9.     Il  est  facile  maintenant  d'étendre  ce  théorème  au  cas  général  et 

de  montrer  que 

X  Hy  —  Y  Ha; 

est  égal  au  produit  de  quatre  expressions  linéaires  de  cette  forme 

p  +  qx+ry  +  sxy, 

et  alors  il  est  clair  que  notre  problème  revient  simplement  à  décom- 
poser X  Hy  —  Y  Hx  en  quatre  facteurs. 

En  effet,  c'est  là  une  conséquence  de  ce  fait  que  H,  Hx,  Y,  Hy  sont 
des  covariants. 

Nous  savons  que ,  par  une  substitution 

x  -  .  axi  ~^~  ßx'i 

X'~  '  y  Xi  +àx[  ' 

on  peut  réduire 

(IX     .     .      r  .  Cl  Xi 

tt=  a  la  torme  canonique   ,—  ==• 

VX.  4      p{l—x\){\-k2x\) 

Par  une  substitution  analogue ,  on  réduira 

dy  v  i    r  •  dy\ 

w—  a  la  forme  canonique  =■ 

V  Y  4      lfc'(l-30(i-*,!fS 

et,  à  cause  de  l'égalité  des  invariants  de  X  et  Y,  on  peut  faire  en  sorte 
qu'on  ait  la  même  valeur  de  k2  dans  les  différentielles  transformées, 
et  alors  on  a  aussi  nécessairement  C  =  C'.  On  est  ramené  ainsi  au  cas 
particulier  que  nous  venons  de  considérer ,  et ,  si  l'on  écrit 

C(l—  rcf)(l  —  kix\)  =  X1, 

C(l-*ï)(l  -#*&=*!, 

on  a 

^i  Hyi  —  Y1  Hx, 

=  \  (1  —  k2)2  C3(xx  y\  —  yx  x[  )  {xx  y[  -f  yx  x\  )  (x[  y\  —  kxx  yx)  (x[  y[  -\-kxl  yx). 
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Mais  Xj  s'obtient  en  remplaçant  dans  X 

x     par     ax1-\-ßx[, 
x'    par     y  xx  -\-  ôx'i, 

et  en  divisant  ensuite  par  (a  ô  —  ßy)2.  Ainsi  Ton  peut  écrire 

X  =  (ao-ßy)2Xl, 

et,  en  vertu  de  la  propriété  caractéristique  des  covariants,  on  trouve 


aussi 


Ex  =  (ao-ßy)*HXn 


On  aura  de  même 


Y  =  (a'  à'  -  ß'  y' f  Y, , 
H„  =  (a'<3'  —  /?'/)*  Hyi. 

Par  conséquent ,  pour  avoir  X  Hy  —  Y  H*,  il  suffit  de  remplacer  dans 
l'expression  de  XlHy  —  YlHx,  xlfx'lf  ylt  y[  par  leurs  valeurs  en  x,  x' , 
y  ,  y'  tirées  des  relations 

x  =  axx-\-  ßx'\, 
x'=  yxx  -\-  à  x\  ; 

y  =  «'  ?/i  +  ß'  y'\ » 
y'  =  /  n  +  ô'  2/i  > 

et  de  multiplier  par  (aô  —  ßy)2(a'd'  —  ß'  y')2.  On  aurait  même  pu  sup- 
poser égaux  à  l'unité  les  déterminants  des  substitutions.  Il  est  clair  que 
l'expression  ainsi  obtenue  se  présente  bien  sous  la  forme  d'un  produit 
de  quatre  expressions ,  telles  que 

px'  y'  -\-  qxy'  -j-  ryx'  -\-  sxy  =  p  -\-  qx  -|-  f  y  ~h  sxy. 

Ainsi  nous  pouvons  énoncer  la  propriété  suivante: 
Lorsque  deux  formes  biquadratiques  X,  Y  ont  leurs  invariants  égaux, 
alors  l'expression 

X  Hy  —  Y  Hx 

est  décomposable  en  un  produit  de  quatre  expressions  de  cette  forme 

P  +  qx  +  ry  +  sxy, 
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et,  en  annulant  ces  facteurs,  on  obtient  précisément  les  quatre  inté- 
grales linéaires  de  l'équation  différentielle 

dx    _         dy 

Vx :        V  Y  ' 

10.     Il  faut  donc  étudier  cette  décomposition  de 

X  n.y  —  Y  xix. 
Rappelons  d'abord  les  relations  identiques 

4HX  —  SHXX2  +  TX3  =  —  32x, 
4  Hf,  -  S  Uy  Y2  +  T  Y3  =  —  3% . 

En  désignant  par  u\  u" ,  u'"  les  racines  de  l'équation 

4w3  —  Sm-  T  =  0, 
on  voit  par  là  qu'on  a 

4  (Ha,  +  u'X)  (H*  -f  u"X)  (H*  +  m"'X)  =  —  3% 

I  4  (H,  +  u'  Y)  (H,  +  u"  Y)  (H,  +  u'"  Y)  =  -  J2. 

Or,  Hx  et  X  n'ayant  pas  de  facteur  commun  en  général ,  les  facteurs 
H*  -f*  w'X,  Hy  -4-  m'  Y,  ...  sont  nécessairement  des  carrés  parfaits  (Her- 
mite,  loc.  cit.,  p.  15,  16).  Posons  donc  . 

jHx  +  w'  x  =  9>;2, 

(9) Hï-)-m"X  =  ?>;'2, 

[H,  +  u"'X  =  <pT; 

IH.y  +  U'  Y  =  <p'y2  , 
Hy+u"  Y==ri'2, 
Hy  +  W"'Y  =  ç>;"2, 

<pi,  9?x ,  ?>x'  seront  des  polynômes  du  second  degré. 

Nous  cherchons  à  résoudre  l'équation  X  Hy  —  Y  H*  =  0  par  rapport 
à  x  en  y  regardant  y  comme  connu.  On  a  donc 


X  ^Hx  =  .Hx  +  m/X  _Hx-f-M"X_Hx  +  u'"X 
Y     'Ey    '  By  +  u'Y  —Ry-\-u"Y==Uy  +  u'"Y~ 


M2, 


— 
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et ,  par  conséquent , 

<PX     =    M  Cp'y    , 

(H) ç£=Mç>j,', 

pg' =  ]£?£". 

Si  nous  ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  (w"  —  u'")  cp'y,  (u'"  —  u')  cp'y,  (iï  —  u")  cp'y,  il  vient ,  eu  égard  aux 
formules  (10), 

(U"  —  U'")    <p'X    (p'y    +    («'"  —  U')  tpl   Cp'y'   +    (M'  —   U")  <PÏ    Cp'y     =  0. 

C'est  là  une  équation  du  second  degré  qui  doit  admettre  au  moins 
une  racine  de  XH,7 —  YHs  =  0;  mais  on  constate  que  cette  équation 
du  second  degré  a  ses  deux  racines  égales.  En  effet ,  la  différentielle 

(u"  —  u'")  <p'yd(p'x-\-  {u'"  —  u')  (pydyï  -f  (u'  —  u")cpy"  d<px' 
se  trouve  égale  à 

^  [(M"  —  U'")  cp'xdcp'x  +  (u'"  —  U')  cp<x'  d cp'x'  -f  (iï  -  U")  tp'i'  d y"] 

ou  à 

STj[(m"  —  u'")d{Hx  +  u'X)-\-(u'"  —  u')d(Hx+u"X)-\-(u'  —  u")d{Ux+u'"X)'] 

et  s'annule  par  conséquent. 

Nous  obtenons  donc  ce  résultat,  qui  donne  la  solution  du  problème 
proposé  : 

L'expression 

(U"  —  M'")  <p'x  tp'y  +  (u'"  —  U')  cp'i  cp'y'  -f  (U'  —  U")  cpx'  Cf'y" 

est,  sauf  un  facteur  constant,  le  carré  d'un  des  facteurs  de  XH^  —  Y  H*. 
Sous   une   forme  légèrement  modifiée ,  nous  pouvons  dire  qu'on  a 
d'abord  à  calculer  les  fonctions  xp'  y  y>",  y)'"  par  les  relations 

y'2    =z(Rx  +  M'    X)(Hy  +  w'    Y), 

y"2  ==  (H*  +  m"  X)(H„  +  i*"  Y), 
^'"2=  (Hx  +  w///  X)  (Hy  _|_  M///  y); 

ensuite  on  aura  les  carrés  des  facteurs  linéaires  de  XHV  —  YHX  (sauf 

des  facteurs  constants)  sous  la  forme 

(A)    .     .     .     ±  {u"  —  u'")  xp'  ±  {u'"  —  u')  xp"  ±  (W  —  u")  xp'". 
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Il  est  clair  qu'on  obtiendra  bien  ainsi  les  quatre  facteurs  de  XHy  —  YHX  ; 
car ,  en  changeant  à  la  fois  les  signes  de  \p\  y>",  \p"'}  on  obtient  la  même 
intégrale  linéaire  de  l'équation  différentielle 

dx  dy 


VX       -  VY 

Quelles  sont  maintenant  les  opérations  irrationnelles  qu'exige  cette 
détermination  des  intégrales  linéaires?  D'abord  on  a  à  calculer  les  trois 
racines  de  l'équation  cubique 

4w3  —  Sw  —  T  =  0, 

et  ensuite  on  voit  que  la  détermination  de  chacune  des  fonctions 
w't  v">  y"'  exige  Ie  calcul  d'une  racine  carrée.  Mais  il  est  à  noter  qu'on 
peut  multiplier  l'expression  (A)  par  un  facteur  constant  quelconque. 
En  multipliant  donc  par  une  des  racines  carrées  à  calculer ,  on  voit 
que  le  calcul  de  deux  racines  carrées  suffit  pour  obtenir,  sous  forme 
explicite ,  les  intégrales  linéaires.  On  peut  remarquer  que  le  coefficient 
de  x*  y* ,  dans  l'expression  de  y'2,  est 

(a0a2  —  a\-\-  o0u')  (&0  b2  —  b\  -f  b0u') , 

et  ainsi  les  fonctions  y>',  xp" ',  xp'"  sont  connues  après  avoir  obtenu  les 
racines  carrées 

r'  =  }/(a0  a2  —  a?  -f-  a0  u')  (&0  &2  —  b\  -\-  b0  u') , 
r"  =  ^(a0a2  —  of  +  a0u")  (&0 b2  —  b\  -f  b0u") , 


r'"=:^a0a2-<4  +  aou'")(b0b2-bl-\-b0u)"). 

Mais  le  produit  de  ces  trois  racines  carrées  est  égal ,  au  signe  près,  à 

i  (a20as  -  Saoaia2  +  2o?)  (b20  b3  —  Sbob.h  +  26?), 

et  ainsi  r'"  sera  connu  dès  qu'on  connaît  r'  et  r" .  Toutefois,  il  peut 
arriver  que  le  terme  avec  #4  y*  manque  dans  y>'2,  y>"2  ou  y)'"2,  mais,  en 
tout  cas ,  il  est  clair ,  par  ce  qui  précède ,  que  le  calcul  de  deux  racines 
carrées  et  la  connaissance  des  racines  u',  u",  u'"  permettent  d'obtenir 
les  intégrales  linéaires  cherchées.  Cette  solution  jouit  donc,  au  point 
de  vue  algébrique,  de  toute  la  simplicité  compatible  avec  la  nature 
du  problème  proposé. 
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EXAMEN    D'UN    CAS    PARTICULIER.    ÉQUATION    d'eULER. 

11.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  la  solution  du  problème  et  la 
faire  dépendre  directement  d'une  équation  du  quatrième  degré.  Mais, 
pour  reconnaître  l'intérêt  qui  s'attache  à  cette  seconde  forme,  il  est 
utile  d'étudier  d'abord  le  cas  particulier  où  l'on  a 

ai  =  bi  (t  =  0,   1,  2,  ...,  4), 

en  sorte  qu'il  s'agit  de  la  détermination  des  intégrales  linéaires  de 
l'équation  d'Euler 

(12)    *Ê. — ^ 

a0x4:-j-^a1a^-\-6a2Xi-\-4:asx-\-a4      a0yi-\-4:a1y3-\-6a2y2-{-  lasy-\-a4 

Il  est  clair  que,  dans  ce  cas  particulier,  on  obtient  y>\  yj",  y>'"  sans 
avoir  à  extraire  aucune  racine  carrée ,  et  la  connaissance  de  u',  u",  iï" 
suffit. 

Prenons  pour  y»',  ip",  y/"'  les  valeurs 

y/  =  (a0  a2  —  a\  -j-  ao u'  )  x2  y2  4*  •  •  •  » 
tp"  =  (a0a2  —  af  -f-  a0 u"  )  x2y2  -j-  •  •  ■  , 
w">=  (a0a2  -  a2  +  a0iï")  x2y2-\-.... 

On  peut  d'abord  mettre  ces  valeurs  de  y>',  y>",  y>'"  sous  une  autre 
forme. 

Il  est  clair  que  y>',  par  exemple,  est  symétrique  en  x  et  y,  et  de  plus, 
si  l'on  pose  y  =  x,  y'  doit  se  réduire  à  H.x-|-w'X.  Or,  si  deux  poly- 
nômes doublement  quadratiques  et  symétriques  en  x  et  y  coïncident 
entre  eux  pour  x  =  y,  ils  peuvent  différer  seulement  par  un  terme 
k{x  —  y)2.  Il  suffit  de  les  écrire  explicitement  pour  reconnaître  l'exacti- 
tude de  cette  proposition ,  qui  est  due  à  M.  Halphen. 

Mais  la  seconde  polaire  de  H.,  +  m'X 


_1_ 

12 


9ó2(Hr-f-M'X)  d2(H,r+tt'X)         ^(Hr-f-tt'X) 

y        ^Jx2^       +^~      dxàx'       +  "       dx'2 


est  d'abord  symétrique  en  x  et  y  et  se  réduit  aussi  à  H ,  -\-  u' x  Pour  x  =  V' 
On  a,  par  conséquent, 

Ô*(H*+tt'X)  ô  (H,+  w'X)      cV-'(H,-r-n'X)i  2 


V' 


y         ~dx^~     ""*"    *  dada'        "*"  O.r' 


12 
II  H 
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Il  reste  à  déterminer  l'.  Cette  détermination  pourrait  se  faire  déjà 
ici  en  calculant  directement  le  coefficient  de  xy  dans  xp'  \  on  trouverait 
ainsi 

A4 
où  l'on  a  supposé 

H,  -f  u'  X  =  A0  x*  -f  4  Al  xs  -f  6  A2  x2  -f  4  A3  x  -f  A4. 

Mais  il  existe  une  expression  beaucoup  plus  simple  pour  X'  qui 
s'offrira  d'elle-même  dans  la  suite.  Nous  nous  bornerons  donc  à  obser- 
ver que  l'  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  u',  et  peut  dès  lors  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  du  second  degré  en  u'. 

X'  =  2au'2-{-ßu'  +  y. 
Posons ,  pour  abréger , 

^i-y  dx°  +^^k'  +  ^'3' 

en  sorte  que  h  et  f  sont  les  secondes  polaires  de  Ex  et  de  X,  on  aura, 
d'après  ce  qui  précède, 

xp'    =  h  +  M'  f  -f  (2  a  m'2    +  /?  m'    -f  y)  (a  —  #)2, 
y,"  =  A  -f  M'Y  +  (2  a  M"2  -f  /?  M"  +  Y)  {x  -  y?, 
v">  =  h+u"'f-\-(2au"'2-\-ßu"'-\-y)(x  —  y)2. 
Les  carrés  des  facteurs  de  X  H^  —  Y  H,  sont ,  en  général , 

_|_  (W"  _  u'")  y,'  -f  (M'"  —  M')  y,"  -f  (M'  —  M")  xp1", 
_L.  („/'  _  M'")  y,'  _  (»"'  _  M')  v'i  _  (M'  _  w")  y,">t 

—  (tt"  —  M'")  xp'  -f  (M'"  —  M')  .//'  —  {u'  —  u")  xp'", 
_  („"  _  M'")  v'  _  (M'W  _  M')  y,"  _L.  (M'  _  M'/)  y,'", 

La  première  expression  se  réduit  évidemment  à 

2  a  («'  —  w")  (m'  —  m'")  (w"  —  w'")  (a  —  y)2, 

et  donne  ainsi  la  substitution   linéaire  x  —  «/  =  0.  Cette  solution  était 
évidente  a  priori. 

La  seconde  expression  devient  égale  à 

—  2  a  (w'  —  u")  (u'  —  u'")  (u"  —  u'")  (x  —  y)2  -f  2  (u"  —  w"')  y/' 
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ou  bien,  en  divisant  par  2(u"  —  u"1), 

rp'  —  a  (u'  —  U")  (M'  —  U'")  {x  —  yf, 
mais  on  a  évidemment 

(u'  -  u")  (u'  —  u'")  =  ~(u*-$Su  —  $T)u  =  w  =  3  m'2  —  i  S , 

en  sorte  qu'on  obtient 

h  -h  «'/■+  (-  a  m'2  +  /S  w'  -}-  y  +  £  a  S)  (x  -  yf. 

Ici  se  présente  maintenant  le  moyen  de  déterminer  les  valeurs  de 
a,  ß,  y  par  cette  condition  que  l'expression  précédente  doit  être  un 
carré  parfait. 

12.     Considérons  l'expression 

Z  =  h  +  u'f+  C(x-yf, 

où  C  est  une  constante  quelconque.  On  peut  écrire 

£  =  Py2  +  2Qy  +  R  +  C(x-y)\ 

J_  ô2  (H»  4-  u'  X) 
12  dai2 

2  ^2  (Hx  4-  «'  X) 
^"12         do;  da;'     "' 

^  y  (h,  +  «'  x) 

^""12  da;'2       "' 

et  le  discriminant  A  de  2  est 

(Q_Crc)2_(P4-C)(R4-Ca:2), 
c'est-à-dire 

A  =  Q2  —  P  R  —  (Pa;2  4-  2  Q  a;  4-  R)  C. 

Or  il  est  clair  que 

Pa;24-2Q^4-R  =  H ,  -f  u'  X. 

D'autre  part,  P  R  —  Q2  est  le  hessien  de  H,  -j-  w'X  et  l'on  sait  qu'en 
général  le  hessien  de  a  X  -{-  à  H.f  est  égal  à 

(J6  abS  4-  1-  ô2T)  X  4-  (a2  -  ^  62S)  H, 

(voir  Hermite,  loc.  cit.,  p.  33 — 35);  donc 

PR  —  Q2  =  (£  S  u'  4-  ±  T)  X  4-  (w'2  —  ^  S)  Hx. 
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Mais  Hx  -f-  u'  X  est  un  carré  :  donc  le  hessien  ne  s'en  distingue  que 
par  un  facteur  constant  et 

P  R  —  Q2  =  („'«  -  fa  S)  (H*  +  U'  X). 

Il  vient  donc 

A  =  {fa  S  —  w'2  —  C)  (Hx  +  u'  X). 

On  voit  par  là  que  l'expression  £  n'est  un  carré  parfait  que  pour  la 
seule  valeur 

C  =  faS-u'\ 
et  l'on  doit  avoir 

donc 

o  =  l,        ß  =  0,        y  =  -iS, 

A'  =  2m'2  —  £S. 

13.     Voici  un  moyen  plus  direct  pour  déterminer  X'.  Ecrivons  X'  au 
lieu  de  C ,  en  sorte  que 

y>>  =  (P  +  X>)y2  +  2(Q-X'x)y  +  R  +  k'x\ 

A  =  (fa  S  -  M'2  -  A')  ç/2. 

Mais  nous  savons  que  t/  =  qfx  <p'y  :  donc  nécessairement 

P  +  Jl'  =  oç4,        Q  —  X'x  =  ß<p'x,         R-\-X'x*  =  y<p'x, 
d'où 

A  =  (/?2  -  a  y)  (pi2. 

La  comparaison  des  deux  valeurs  de  A  donne 

faS-u'*-X'  =  (P-ar, 
mais  on  sait  que 

ß2  —  ay  =  —  (u'  —  u")  (u'  —  u'")  =  -  3  u'2  -HS1), 

ce  qui  fournit  de  nouveau  la  valeur  de  l'. 


l)  Cette  valeur  de  l'invariant  de  cp'z  se  trouve  sous  une  forme  légèrement  différente  dans 
le  Mémoire  de  M.  Hermite;  voir  p.  13,  la  valeur  de  A  et,  p.  15,  la  relation  entre  <p  et  y. 
(Voir  Clebsch,  Binäre  Formen,  p.  153.) 
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14.  Voici  donc  le  résultat  final  auquel  nous  arrivons: 
Les  intégrales  linéaires  de  l'équation  différentielle 

diV2  _  dy2 

a0ic4  -j-  4a12'3  -\-Qa2x2  -f-  4a3£  -f-  a4       a0?/4  -f-  4aja  -f-  6a2y2  -f-  4o3?/  -|-  a4 

sont  d'abord  x  —  y  =  0  ,  et  les  trois  autres  s'obtiennent  en  posant 

h  +  uf+(^S-ui)(x-yf  =  0, 

où  il  faut  déterminer  u  par  l'équation  cubique 

4  m3  —  Sm  —  T  =  0. 

Sauf  un  facteur  constant,  le  premier  membre  est  alors  un  carré  exact, 
et  la  relation  entre  #  et  m  se  réduit  donc  à  cette  forme 

p  +  q  (x +  y)  -f-  r  x  y  =  0. 

On  peut  envisager  ce  résultat  sous  un  autre  point  de  vue.  Quelle 
est,  en  effet,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (12).  Cette 
intégrale  a  été  obtenue  déjà  par  Lagrange  (Oeuvres,  t.  II,  p.  18)  ;  mais 
M.  Cayley  l'a  mise  sous  cette  forme  élégante  x) 

(13) *  +  Cr+(AS-0B)(aî-^  =  0l 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

Cette  expression  se  déduit  de  celle  que  nous  venons  d'écrire  en  rem- 
plaçant m  par  C.  En  général ,  le  premier  membre  n'est  pas  un  carré 
parfait:  ainsi  à  une  valeur  donnée  de  x  répondent  deux  valeurs  de  y, 
l'intégrale  n'est  pas  linéaire.  Mais,  si  l'on  pose  C  =  m', m",  u"\  on  trouve 
trois  intégrales  linéaires;  la  quatrième,  x  —  y  =  0,  répond  à  C  =  oo  . 

15.  En  partant  de  cette  intégrale  générale,  on  aurait  pu  trouver 
notre  détermination  des  intégrales  linéaires  d'une  manière  beaucoup 
plus  simple.  En  effet,  cette  intégrale  générale  peut  s'écrire 

M2(ax2+2hrr  +  g) 

{4-2«/  (h^2-4-2brr-|-f) 

+  (ga;2  +  2fa;  +  c)  =  0) 


J)    Voir  aussi  Laguerre,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I,  p.  35. 
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OÙ 

a  =  aQ  a2  —  a?  -J-  G  a0 , 

b  =  £  (a0  a4  +  2  ^  a3  —  3  aï)  -f  G  a2  —  \  (^  S  —  C2) , 

c  =  a2  a4  —  a|  +  C  a4 , 

f  =  i  («i  a4  —  «2  «3)  +  C  a3 , 

g  =  \  (ßo  «4  -f  2  «1  «s  —  3  °2>  +  G  a2  +  1*2  S  —  C2 , 

h  =  1  (a0  as  —  ax  a2)  -J-  C  av 

C'est  une  relation  doublement  quadratique  et  symétrique  en  x  et  «/, 
que  l'on  peut  écrire  sous  les  deux  formes 

0  =  A,  t/2  -f  2  Bx  ?/  -f  C.(-  =  ky  x2  4-  2  Bj,  a;  -f  C*. 

Euler  déjà  a  observé  qu'on  en  tire 

dx2        __        dy2 
Bx  —  Ax  Cx        B^  —  Ay  Cy 

d  x        d  y2 
mais,  comme  notre  relation  est  l'intégrale  générale  de    -v^  =  ~v  >  on 

doit  avoir 

B2—  AxCx  =  0X 
et  de  même 

B2   —   Ay  Cy  =   &  Y. 

C'est  ce  qu'on  vérifie  facilement,  et  la  valeur  de  O  est 

~~ag— O  — C3  —  |SC  — j-T. 
a0  4  4 

On  a  les  relations  identiques 

a0<9  =  h2  —  ag, 
4ax  6>  =  4bh  — 2af— 2gh, 
6  a2  @  =  4b2  —  2hf  -  ac  —  g2, 
4a,@=4bf—  2ch  —  2fg, 

aA  0  =  f2  —  cg; 

d'où  l'on  tire  facilement  cette  conclusion  que,  pour  0  =  0, 

Ax  y2  +  2  Bx  2/  +  Cx 

est  un  carré  parfait,  et  l'intégrale  générale  se  réduit  alors  à  une  inté- 
grale linéaire  qu'on  peut  écrire  ainsi 

f-\-g{x-\-y)-\-hxy  =  0. 
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16.  On  a  retrouvé  ainsi,  d'une  manière  très  simple,  le  résultat  de 
tout  à  l'heure;  mais,  si  cette  méthode  est  simple,  elle  est,  par  contre, 
moins  générale  que  notre  première  méthode  ;  car  on  ne  saurait  l'ap- 
pliquer dans  le  cas  général ,  l'intégrale  générale  de 

mx *** _  __  dv2 

y     ' a0oâ  +  ±axx*  -|-  6a2x2  -f  ia3x  +  a4      b^y'  -f  ±bxi/  -f  Gb2y2  +  ib.,y  -f  b4 

n'étant  pas  connue  sous  une  forme  analogue  à  (13).  Cependant  il  y  a 
un  second  cas  qu'on  peut  traiter  ici  en  s'appuyant  sur  une  remarque 
de  M.  Cayley. 

Désignons  par  9ît  le  premier  membre  de  la  formule  (13)  et  remar- 
quons que  9ÎL  est  aussi  quadratique  en  C.  En  considérant  C  comme 
variable  aussi ,  on  aura 

ô9ît  d9Tl  Ô9ÎI 

-5 —  dx  A — v —  dy  -f-  -TFT  dC  =  0 
dx  '      dy      *    l     dC 

et ,  d'après  ce  que  nous  avons  vu , 

=  ±  ViOY, 

=  ±  Vïex, 


dx 


dy 

et,  comme  l'a  remarqué  M.  Cayley, 

Ô9H 


=  ±  KXY; 


ÔC 

donc 

dx  dy  dC 


vx  -  vy  -Vie 


=  0. 


En  considérant  donc  C  comme  variable,  y  comme  une  constante 
arbitraire,  la  relation  (13)  ou  (14)  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 
différentielle 

dx  dC 


VX        ~  ViC*  -SC  —  T 

et,   pour  avoir  les  intégrales  linéaires  de  cette  équation,  il  suffit  de 
résoudre  l'équation  Y  =  0  ou ,   ce  qui  est  la  même  chose  ,   l'équation 
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X  =  0.  Ce  résultat  était  à  prévoir ,  car  la  connaissance  des  racines  de 
X*=  0  entraîne  celle  de  l'équation  4  C3  —  S  C  —  T  =  0.  En  déterminant 
y  par   l'équation  Y  =  0,  SIC  deviendra  un  carré  parfait. 

17.  Revenons  maintenant  au  cas  général ,  la  détermination  des  in- 
tégrales de  (15).  D'après  l'examen  des  cas  particuliers  que  nous  venons 
de  faire,  il  est  à  prévoir  qu'il  doit  exister  une  liaison  intime  entre  cette 
détermination  et  l'intégration  générale  de  cette  équation;  mais  on  ne 
connaît  pas  cette  intégrale  générale  sous  une  forme  analogue  à  (14)  et 
il  nous  paraît  assez  difficile  de  l'obtenir  sous  cette  forme. 

Au  contraire ,  la  méthode  inverse  se  présente  ici. 

Ayant  obtenu  la  détermination  des  intégrales  linéaires,  si  nous  fai- 
sons dépendre  cette  solution  directement  d'une  équation  du  quatrième 
degré,  n'obtiendrons-nous  pas  en  même  temps  l'intégrale  générale 
sous  une  forme  analogue  à  (14)? 

C'est  là  une  question  qu'il  nous  reste  à  traiter. 

Il  faut  le  remarquer ,  on  peut  faire  dépendre  la  détermination  des 
intégrales  linéaires  d'une  équation  biquadratique,  mais  cela  est  possible 
d'une  infinité  de  manières.  Parmi  les  équations  biquadratiques  des- 
quelles dépend  ainsi  la  solution  de  notre  problème  existe-t-il  une 
classe  particulièrement  simple. 

Ce  sont  là  les  questions  qui  se  présentent  :  les  diverses  équations 
biquadratiques  sont  liées  par  des  transformations  de  Tschirnhausen. 


LXIV. 

(J.  Math.,  Paris,  sér.  4,  5,  1889,  55 — 65.) 


Sur  le  développement  de  1'expression 

{ R2  —  2  R r  [cos  u  cos  iï  cos  (x  —  x')  -f-  sin  u  sin  u'  cos  (y  —  y ')]  -|-  r2  j ~ 1 . 

1.  La  théorie  du  potentiel  a  été  étendue  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  par  Green.  Dans  le  cas  de  quatre  variables  il  faut  consi- 
dérer l'expression 

(1)     •     .     .    T  = 


(*i  —  Vif  +  #2  —  2/2)2  +  («3  —  V 'a)2  -h  (»4  —  2/4)2 
qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 


ffT       02T  ,    ^T       d2T 


(2) B  +  B+B  +  ra=<>- 


Posons 


(3) 


a5j  =  r  cos  m  cos  x,  yl  =  R  cos  w'  cos  x' , 

I  #2  =  r  cos  m  sin  x ,  y2  =  ~R  cos  m'  sin  x' , 

#3  =  r  sin  w  cos  y ,  y3  =  R  sin  m'  cos  y' , 

\x4  =  r  sin  m  sin  y ,  y4  =  R  sin  u'  sin  y' , 


on  aura 


U)  T  = - 

K) R2  —  2Rrcosç>-f  r2 

où 

(5)  .  .  cos  (p  =  cos  m  cos  m'  cos  (x  —  x')  -f  sin  m  sin  w'  cos  (y  —  y'). 
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En  développant  T  suivant  les  puissances  croissantes  de  r,  il  vient 


ä  rn 


2 


.  .  _        sin(w4-  1)<P  i      »        ji       /  i 

Ici  Vn  =  — - — r-J est  un  polynôme  du  degré  n  en  cos  <p,  dont  on 

trouve  l'expression  en  écrivant  abord 

1 y>  ? n  (2  R  cos  <p  —  r)w 

~  ~  R2  —  r  (2  R  cos  <p  —  r)       ^  R2m+2™ 

et  en  cherchant  ensuite  le  coefficient  de  rn, 

jy     _sin(n  +  l)y 

(7)    '    W  8[ri<P 

i       =  (2cos^-^=^(2cosy)w-2-f  (n~f  (^~8)  (2  cos  tpf-*  —  . . . 

En  introduisant  ici  au  lieu  de  cos  99  sa  valeur  (5),  Vn  deviendra  un 
polynôme  du  degré  n  en  cos  (x  —  x')  et  cos  (y  —  y')  qu'on  pourra  dé- 
velopper suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  —  x'  et  y  —  y'.  C'est 
ce  développement  que  nous  nous  proposons  d'obtenir. 

2.     Cherchons  d'abord  la  transformée  de  l'équation  différentielle  (2) 
après  l'introduction  des  nouvelles  variables  r,  w,  x,  y. 
Les  relations  (3)  donnent  facilement 

dx\  -f-  dx$  -f-  d%l  +  dxj  =  dr2  -\-  r2  du2  -j-  r2  cos2  u  dx2  -f-  r2  sin2  u  dy2 
et  de  là  on  conclut,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  Jacobi , 

v-  [1 à  sin  u  cos  u  -c—  4-  ^—  [r  sin  w  cos  u  -^—  4- 


ou  bien 


(8) 


+^(rtangwH)+è(rcotM§=0 


2^T,q    ^T       a2T 
r.  ôr2  "+"        dr  ""^öw2  + 

_     ,0     eT    .       1      d2T  1      e2T      „ 

+  2  cot  2  u  -^ 5—  .r— =■  4-  -— : — -=  =  0. 

d  w       cos2  w  0  x2   '   sin2  w  d  y2 
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En   introduisant  maintenant  au  lieu  de  T  le  développement  (6),  on 
obtient  pour  V„  la  relation 


(9) 


dw2      '  d  u     ' 


.  1  d2Vn     .  1  a2VM     ,         /       ,    ov  xr  n 

1   cos2  u    d  x2     '   sin2  u    ö  y2     '  '     y 


C'est  cette  équation  différentielle  linéaire  qui  permet  d'obtenir  faci- 
lement le  développement  cherché  de  VM  suivant  les  cosinus  des  multi- 
ples de  x  —  x'  et  de  y  —  y'. 

3.  On  reconnaît  sans  peine,  par  l'inspection  des  formules  (5)  et  (7), 
que  ce  développement  se  compose  d'une  série  de  termes 

C  cos  i  (x  —  x')  cos  k  (y  —  y') , 

où  i,  k  sont  des  entiers  tels  que  n —  i —  k  est  pair  et  non  négatif. 
Ensuite  on  voit  que  le  coefficient  C  est  divisible  par 

(cos  u  cos  m')'  (sin  u  sin  u'f 

et  que  le  quotient  est  un  polynôme  en  sin2  u  et  sin2  u' . 
Nous  posons 

(10)    .    .     .   VM  =  2^  ^  4  R"  k  cos  i  (x  —  x')  cos  k  (y  —  y') , 

;  k 

avec  cette  convention  que,  lorsque  l'un  des  indices  i,  k  est  égal  à  zéro, 
il  faudra  remplacer  le  coefficient  4  par  2 ,  et ,  lorsque  i  =  k  —  0  (ce  qui 
n'arrive  que  lorsque  n  est  pair) ,  il  faudra  remplacer  4  par  1. 

En  introduisant  le  développement  (10)  dans  l'équation  différentielle 
(9),  on  obtient  pour  R"Ä  l'équation  différentielle 


d2R?k       a  dR%    ,  r    /  k  i2  k2 

-t-J*  +  2  cot  2m  — ^  -f-  n  {n  +  2) ^ t-h- 

d  rr  d  w  v  cosJ  u      sur  m 


(11)    .     — - ^  +  2cot2M-^  + 

En  posant  maintenant 

R?fc  =  cos*  m  sin*  m  S"fc, 
S"fc  sera  un  polynôme  entier  en 

t  =  sin2  u 


R?,k  =  °- 
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et  l'équation  (11)  nous  donne 

rf2  ^  d  Sn 

(12)     .     <(l-<)f^L  +  O-(a  +  ^  +  l)0-54i-a^BS»  =  0l 

a  = 2—' 

(13) {  i+ft+n+2 

P  2  ' 

r  =  *  +  i. 

On  en  conclut 

SJfc  =  C^(a,^,r,  sin2w); 

a  en  effet  est  un  nombre  entier  négatif,  en  sorte  que  la  série  hyper- 
géométrique  se  réduit  à  un  polynôme. 
D'après  cela ,  on  doit  avoir 

R"fc  =  Ccos'w  sinfcWc?(a,  /S,  y,  sin2w), 

C  étant  indépendant  de  u.  Mais  il  est  clair  que  le  coefficient  R"fc  es: 
symétrique  en  u  et  u';  donc 

l  R?k  =  e£Ä  (cos  u  cos  m')*  (sin  u  sin  w')& 

(  X  £(a,  /ff,  7,  sin2u)gr(a,  0,  y,  BM2W), 

cfh  étant  un  coefficient  numérique  qu'il  reste  à  déterminer. 

4.    Pour  cela ,  posons  u  =  u';  on  aura 

cos  <p  =  (1  —  /)  cos  (x  —  x')-\-t  cos  {y  —  y') , 
B?*=4*(l -#«•*■(«,  0,  y,  0. 

et ,  à  cause  de  i-\-k  —  2  a  =  n,  le  coefficient  de  tn  dans  R?Ä  est 

00  +  l)...0-a-l)f 


(-iK* 


.y  (r  +  i)-.-(y  —  a  —  1). 

Mais,  d'autre  part,  d'après  la  formule  (7),  le  coefficient  de  tn  dans 
V«  est 

2n  [cos  (?/  —  y')  —  cos  (x  —  x')]n. 
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En  posant  donc  pour  simplifier  x'  =  n,  y'  =  0,  on  doit  avoir 
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(15)    . 


2W  (cos  re  -f-  cos  z/)n 


ig(/g+l)...(/8_a-l) 

y  (y  + 1)  •  •  •  {y  —  «  —  i) 


cos  i  x  cos  k  y. 


Mais  le  développement  de 

2n  (cos  x  -f-  cos  y)n 
se  trouve  directement  sans  difficulté,  et  le  résultat  est 


2"  (cos  x  -f-  cos  y)n 


n  (n)  n  (n) 


de)    =yy4 

^   ^-^  /W  —  i  —  Ä\        /M  -f-  *  "f"  &\  n  /n  —  *  4"  k\  n  /W  4"  * 


i  k 


n 


n 


n 


n 


—  k 


cos  i  x  cos  â:  ?/. 


La  comparaison  de  ces  formules  (15)  et  (16)  donne  la  valeur  cher- 


chée de  d?k 


(17)     . 


n 


(W^+A)n(^±-A) 


\k 


„(n  —  i  —  «\ „ (n +  i  —  A;\  _  ,7 x  „ /T. 

n  [ — ^ — )  n  (-^2 — ) n  (*) n  (*) 


5.     Voici  maintenant  comment  on  obtient  le  développement  (16). 
On  a  d'abord 

2n  (cos  x  +  cos  y)n  =  V  {n)r  (2  cos  x)n  ~r  (2  cos  y)r, 


en  posant 


(n)r  = 


n{n  —  1) . . .  (n  —  r  -f- 1) 
l.2...r 


n(n) 


n  {r)  n  (n  —  r) 


et  comme  on  a,  d'autre  part, 


(2  cos  x)n  =  y^'  2  (njn-j-  cos  r  <p , 
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il  vient 
2n  (cos  x  -f  cos  y)n  =*Y\  ^'  ^4  («)r  (n  —  r]n-r~i  {r)r-k  cos  i  x  cos  ky, 

rik  22 

et ,  en  écrivant 

2n  (cos  x  -f-  cos  y)n  =  ^'  ^   4  e"fc  cos  i  x  cos  ky, 

i  k 

on   aura 

^r  2  2 

OÙ 

r  =  k,    k-\-2,    k-\-  4,     ...,    n  —  i. 
Soit  —  =  m,  — = —  =  s;  l'expression  précédente  devient 

m 

e"k  =  ^(n)k+2s{n  —  k  —  2s)m-s(k-\-  2s)s. 

o 

Mais  on  voit  facilement  que 

(n)k+2s (n  —  k  —  2s)m-s{k-{-  2s)s  =  (n)m {m)s {n  —  m)k  +  s 

=  {n)m  {m)s  (n  —  m)n  _  w  _  k  -  s , 

donc 

e"*  =  (w)m[(w)0(M  — w)„_m_*  +(w)3  (w  — »w)«_«_*_i+  •  •  •] 
ou 

*'», fc  ==  (W)tn  (W)n  -m  —  kf 

ce  qui  fournit  le  développement  (16). 

On  voit  que  t"Ä  est  le  produit  de  deux  coefficients  binomiaux,  il  en 
est  de  même  de 

clk  =  (w  —  m)k  (w  —  m  —  »%. 
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6.     Voici  donc  le  résultat  de  cette  analyse  : 
j R2  —  2Rr  [cos u  cos  u'  cos (x  —  x')  -f-  sin  u sin  u'  cos  (y  —  y')~\  -\-t2\~l 

0 

Vn  =  2  J*  4  cfk  (cos  m  cos  u'y  (sin  w  sin  u')* 

i  k 

X$(a,  ß,  y,  sin2  m)  §F (a,  /S,  y,  sin2  m')  cos  i  (a;  —  x')  cos  Ä;  (?/  —  y') , 

_i-\-k  —  n 


ß  = 


2 
i  +  k-{-n-\-  2 


n 


2 

W  —  «  4"  ^\  r,  /w  "M  H-  &' 


w  ^  — 


H 


"■■nfî=*=*)n(î±*=*\n(*)n(ft 


M.  Tisserand  a  obtenu  d'abord  ,  dans  le  tome  LXXXIX  des  Comptes 

rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,   ce  résultat,   qu'en 

i        i,  •       sin  (w -4-l)œ 

posant  dans  1  expression r-* > 

r  r  sin  q? 

cos  97  =  cos2  u  cos  #  4-  sin2  u  cos  y 

et  en  développant  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  et  de  y,  le 
coefficient  de  cos  i  x  cos  k  y  est  égal  à 

4cJfccos2'M8in2*tt52(a,  ß,  y,  sin2 m). 

Mais  la  découverte  de  ce  beau  résultat  a  été  extrêmement  labo- 
rieuse, comme  on  peut  le  voir  par  l'analyse  compliquée  par  laquelle 
M.  Tisserand  a  démontré  son  résultat. 

En  réfléchissant  sur  cette  belle  formule,  nous  avons  observé  d'abord 
qu'en  posant 

cos  <p  =  cos  u  cos  u'  cos  x  4-  sin  u  sin  u'  cos  y , 
les  coefficients  devenaient  des  produits  de  fonctions  analogues  en  u 
et  u',  et  nous  avons  trouvé  ensuite  dans  l'extension  de  la  théorie  du 
potentiel  au  cas  de  quatre  variables  l'origine  vraie  de  cette  formule. 
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Nous  observons  qu'un  point  essentiel  de  notre  analyse  consiste  dans 
ce  changement  de  variables 

xx  =  r  cos  u  cos  x , 
x2  =  r  cos  w  sin  x , 
x3  =  r  sin  wcos«/, 
#4  =  r  sin  u  sin  y. 

Green,  Jacobi  et  d'autres  géomètres,  qui  se  sont  occupés  de  cette 
extension  de  la  théorie  du  potentiel,  ont  introduit  d'une  autre  manière 
des  variables  analogues  aux  coordonnées  polaires,  en  posant 

xx  =  r  cos  6X , 

x2  =  r  sin  Bx  cos  02 , 

x3  =  r  sin  0X  sin  02  cos  03 , 

rc4  =  r  sin  0X  sin  02  sin  03. 

7.     Il  est  clair  que  notre  analyse  est  parfaitement  analogue  à  celle 
de  Laplace  concernant  la  fonction 

X„  (cos  0  cos  0'  -f-  sin  0  sin  0'  cos  93). 

Il  serait  facile  de  poursuivre  cette  analogie  et  d'arriver,  par  exemple, 
au  développement 

(18) 9(u,x,y)='jrfZn, 


où 


n 


(19)    ZW=^  j\mu1coau1du1  j" j  n^{uuxl1y1)^^^dx1dyl, 

0  0     '0 

cos  <p  =  cos  u  cos  Mj  cos  (x  —  xx)  -f-  sin  u  sin  wx  cos  (y  —  yx) , 

§  (u,  x,  y)  étant   une  fonction  arbitraire   continue,   donnée   pour  les 
valeurs 

0<w<2' 

0<z<2ti, 

0<y<27i, 
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et  telle  que 

^(0,  x,  y)  est  indépendant  de  y, 

&  I— ,  x,  y\  est  indépendant  de  x, 

&(u,  0,y)  =  §(u,  2n,y), 
3? (m,  x,  0)  =  &(u,  x,  2n). 

Mais,  au  lieu  d'insister  sur  ce  sujet,  nous  croyons  être  plus  utile  en 
appelant  l'attention  sur  quelques  autres  formules. 

8.     Soit 

Yn  =  cos  n<p ,  cos  (p  =■  x, 

VM  est  un  polynôme  du  degré  n  en  x,  et 

W2  v  ri  V 

(20) a-X2}aVn_xaVn  n2  o 

dx1  dx 

En  posant 


on  trouve 


x  =  cos2  u  -J-  sin2  II  cos  y , 

^Vw       _   .  ,  ,    dVn 

-^ —  =  2  sin  m  cos  u  (cos  u>  —  1)     =—■  » 

ÔW  v         r  '     clx 

-?—  =  —  sin-  u  sin  w  — —  » 

^— s-  =  4  sin-  2<  cos-  u  (cos  y  —  1)  t- »  -4-  2  cos  2  m  (cos  w  —  \) — 
du?  dx2    '  rf 

■^ — 5-  =  sin4  w  sin-  y>    ,   0 sin"  w  cos  y  — 

ö^  dx-  dx 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

Ô2V„      .      flô2VB 


:r 


a  *W  +  ß  d 


,.2 


d2  Vn 

et  en  déterminant  a  et  ß  par  la  condition  que  le  coefficient  de    ,  2  soit 

égal  à  1  —  x2,  on  obtient 

1    &Vn    ,       1       ô2Vw 
4     ô  w2    "■"  sin2  u    d  y2 

d2  V  1  d  V 

=  (1  —  x2)    .    oW —  sr  (cos  2m  +  cos  v'  —  cos  2  w  cos  y)  ~r~ 

drc2  2  '  dx 

II  12 
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et  ensuite 


1    &Vn     i     _JL  ?Vy  j L  dVw=(l         ^)^^  ^Vn. 

4    ÔM2  "^  sin2  m    d  v>2       4  sin  w  cos  ?<    c)  m  da;2  do;' 


donc,  d'après  (20), 

1     Ô2V„  Ô2Vn  ÔVW 


(21) 


4    d  w2    '   sin2  w    dv2       2sin2w    öw 


Mais  il  est  clair  qu'on  peut  développer  Vn  suivant  les  cosinus  des 
multiples  de  %p  en  posant 

(22)     .     .     .     V„  =  ^'2R?co8t>,  t  =  0,  1,2,...,  fi. 

On  trouve,  en  portant  ce  développement  dans  l'équation  (21)", 


1*W  +  B^=S+(^==|BT-o 


i2 


4    du2    '    2  sin  2  u   du    '   \  sin2  m 

ou  ,  en  posant  Rf  =  (sin  u)2i  S*       sin2  m  =  £ , 

(23)     .     .  <(1  — 0^  +  (2i  +  l)(l-«d^"+(n2-ta)Sr  =  0; 

d'où  l'on  conclut 

S?  =  C  £  (i  —  w ,  i  4-  n ,  2  i  -f  1 ,  0 
et 

R?=C(sinw)2*Sr(i  —  n,  i  +  w,  2i-fl,  sin2w). 

La  détermination  de  la  constante  numérique  C  s'effectue  encore 
sans  difficulté  en  comparant  les  coefficients  de  tn  dans  la  formule  (22). 
On  obtient  ainsi  le  résultat 

/     cos  y  =  cos2  u  -f-  sin2  u  cos  %p , 
«24,    .    .      cos^  =  n^'2nn(f_+^sin-K 

\  X  «Ri  —  n ,  i  -f-  »i  2  i  -|-  1 ,  sin2  m)  cos  i  y. 
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9.     On  doit  à  Hansen  un  résultat  analogue  qu'il  sera  bon  de  rappeler 

■      • 

ici 

|  X„  (cos2  m  cos  re  -f-  sin2  u  cos  y) 

(25)     t       =  "V' V^' 4c^  cos2,'wsin2fcw 

I  '        k 

X  &  (i  -\-k  —  w ,  i-\-  k-\-n-\-  ]  ,  2k  -\-\,  sin2  u)  cos  ix  cos  k  y. 

L'analyse  de  Hansen  est  très  compliquée ,  mais  M.  Tisserand  a  fait 
voir  (Comptes  rendus  ,  t.  XCVII ,  p.  815)  qu'on  peut  obtenir  cette 
formule  d'une  manière  analogue  à  celle  qui  vient  de  nous  donner  le 
résultat  (24). 

Mais ,  quoiqu'on  parvienne  ainsi  d'une  manière  élégante  à  établir 
ces  formules  (24),  (25),  il  nous  semble  pourtant  que  la  véritable  origine 
analytique  de  ces  formules  et  des  expressions 

cos2  u  -f-  sin2  u  cos  y , 
cos2  u  cos  x  -f-  sin2  u  cos  y 

reste  à  trouver.  Est-il  possible  d'arriver  à  ces  résultats  par  une  théorie 
analogue  à  celle  du  potentiel  ?  C'est  là  une  question  que  nous  avons 
cru  utile  de  poser  au  moins. 


LXV. 

(Paris,  CR.   Acad.  Sei.,    108,    1889,  605  —  607.) 


Sur  les  dérivées  de  séc  x. 

(Note,  présentée  par  M.  Hermite.) 

1.     Soient  f=sécx,  z  =  tar\g2x:  on  obtient  facilement 

f'  =  séc#  tangre, 
f"  =  séc  a;  [1  +  2  2], 
////=séca;tarjga;[5  -{-6  s], 

Il  existe,  entre  les  coefficients  des  polynômes  en  z  que  l'on  obtient 
ainsi,  des  relations  remarquables  dont  nous  allons  indiquer  la  nature. 
Considérons  les  dérivées  d'ordre  pair  et  écrivons 

f   =séca;[a0], 

f  "  =  séc  x  [ax  -\-  &!  s] , 

fW=  séc  x  [a2  -f-  bo  z  -f-  c2  z2] , 


en  sorte  que 


Un  X 

secr 


éca?-Çl.2.3...(2») 
La  forme  quadratique  à  une  infinité  de  variables 


»      * 


ZI  zl  a<+*x*x' 
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est  égale  à 

K  X0  +  a,  Xx  +  a,  X,  + . .  .)- 

+  (61X1  +  62X2  +  ...)2 

+  fo  X,  +  .  .  ,)2 

+  .... 

La  considération  des  dérivées  d'ordre  impair  donne  lieu  à  une  pro- 
position semblable. 

2.  On  rencontre  des  relations  semblables  en  considérant  les  dérivées 
de  tang  x,  et  des  fonctions  elliptiques  sin  am  x,  cos  am  x,  A  am  x. 

Nous  ferons  connaître  prochainement  la  démonstration  de  ces  pro- 
priétés, qui  sont  liées  intimement  à  certains  développements  en  frac- 
tion continue  dont  voici  un  exemple  : 

Soit 


cos  am  x 


;=£ï 


(—  \)nCnX2n 


2  . 8  . . .  (2  n)  ' 


on  aura 


/•00 

/     e~  xz  cos  am  zdz 
"o 


__  fo Cl    I 

x      x'6 


x6 


x  + 

X  -f- 


l2 


22k* 


x-\- 


32 


42Ä- 

x+x+.       ,      (2n-lf 
'  "T"       .    (2  rc)2  Ä2 

La  série  est  divergente,  mais  la  fraction  continue  est  convergente  et 
représente  l'intégrale. 


LXVI. 


(Paris,  C-R.  Acad.  Sei.,   108,   1889,    1297  — 1298.) 


Sur  un  développement  en  fraction  continue. 
(Note,  présentée  par  M.  Hermite.) 

Considérons  le  développement  bien  connu  en  fraction  continue  de 
l'intégrale 

J    %  —  z 

a 

où  f{z)  ne  change  pas  de  signe,  et  posons 

i=öÜ+Rm' 

~  étant  la  wième  réduite. 
Alors  R„  est  le  minimum  de  la  forme  quadratique 

<p  \X±  ,  X2  )  •  •  •  f  Xn) 

=  f*  J^[l  +  xr(x-  z)  +  xojx-  z)1  +  ■  ■    +xn(x-zyjdz. 

'      X  ~ "  z 
a 

La  vérification  de  ce  théorème  n'offre  pas  de  difficulté. 
On  peut  déduire  de  là  facilement 

lim  R„  =  0 ,  n  =  oc , 

tant  que  l'intervalle  (a,  b)  est  fini. 

Mais  ,  dans  le  cas  b  =  00  ,  on  n'a  plus  nécessairement  lim  R„  =  0.  Ce- 
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pendant  nous  avons  reconnu  que  cela  a  lieu  encore  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  notamment  lorsque  f(z)  est  de  la  forme 

gp—  le—qa  QU  Zp-\  e-qV'z^ 

Il  est  clair  aussi  que,  lorsqu'on  a  lim  RM  =  0  pour  une  forme  particu- 
lière de  f{z),  cela  aura  lieu  encore  en  remplaçant  f{z)  par  F  (s),  où 

F(z)<Af(z), 

A  étant  un  nombre  fixe. 

Enfin  ces  considérations  s'appliquent  encore  si,  au  lieu  de  l'inté- 
grale I ,  on  considère  une  somme 

x  —  bj   '  x  —  b2      x  —  &s 
composée  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes. 


LXVII. 

(Ann.  Fac.  Sei.,  Toulouse ,  3,  1889,  H.  1—  17  ) 


Sur  la  réduction  en  fraction  continue  d'une  série  procédant 
suivant  les  puissances  descendantes  d'une  variable. 

1.    Soit 

(1)  •     •     •  ~x      a?  '"a?      ■•••"(       )w  xn  +  l    '   '  '  " 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  descendantes  de  x.  Il  est 
clair  qu'on  pourra ,  en  général  ,  la  transformer  en  fraction  continue  de 
la  manière  suivante: 

(2)  .     .     .     .  F=      - 


x-\ ^ 

1-f     -A- 


c3 


^  +  1  +  .      ,      ca»-i 

1+— *» 

x-\-  . 


En  désignant  alors  par 


f_i £o  £2 co 

P 

les  réduites  de  cette  fraction  continue,  le  développement  de  ^suivant 

les  puissances  descendantes  de  x  donnera  une  série  dont  les  n  premiers 
termes  coïncident  avec  ceux  de  S. 
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(3)      . 


La  fraction  continue  F  peut  se  transformer  encore  en  F' 

Ço 

C3C4 


F'  = 


X  +  c, 


%  -\-  C2  -j~  c$ 


%  +  c4  +  cB 


Pi'  c  P' 

et ,  en  désignant  par    -  =  — £ — ,  ....  — ,  ...  les  réduites  de  cette  se- 

conde  fraction  continue,  on  a  identiquement 

Pjt P2» 

2.  Il  est  clair  que  les  coefficients  c(),  cu  .  . . ,  cw,  ...  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  a(n  a,,  . . . ,  an,  ...  ;  Cw  du  reste,  ne  dépend  que 
de  aQ,  alf  . . . ,  aM. 

Posons 

(4)     .     .     .     .      A0=l,         Aw  = 


(5)     .     . 


on  aura 


B0  =  1 ,         Bn  = 


=  a 


(6) 


IC2j 


C'2) 


a0         «!     . . 

an  —  1 

a,          a.2    . . 

•     an 

•   »                     •   •          •   • 

. 

Ctn  —  1       öt«      .  . 

•       #2  n  —  2 

ax    a2 

.     an 

a2    «3 

•      «n  +  1 

. . 



an     #n-fl 

•       «2  w  —  1 

00> 

Aw  —  1  BM 

Aw  B«  _  1 

An+lBn-i 

An  B« 


La  démonstration  de  ces  formules  ne  présente  aucune  difficulté,  et 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas ,  renvoyant  le  lecteur  qui  désire  plus  de 
détails  sur  ce  sujet  aux  Mémoires  suivants  : 

Frobenius  und  Stickelberger,  Ueber  die  Addition  und  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen.  (Journal  de  Borchardt,  t.  88.) 

Frobenius,  Ueber  Relationen  zwischen  den  Näherungsbrüchen  von 
Potenzreihen.  (Journal  de  Borchardt,  t.  90.) 
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3.  Mais  le  problème  de  la  transformation  de  la  série  en  fraction  con- 
tinue est  susceptible  d'une  autre  solution  que  nous  allons  développer. 

Envisageons  d'abord  le  problème  inverse ,  c'est-à-dire  cherchons  à 
exprimer  réciproquement  les  an  au  moyen  des  cn-  Nous  proposons, 
pour  ce  problème ,  la  solution  suivante  : 

Calculons  d'abord  une  série  de  quantités  a,-,*,  ßi,k  d'après  les  formules 
suivantes 

!ao,  o  =  1 , 
aj;fc  =  0        lorsque        i  >  k, 
ßi>k  =  0        lorsque        i  >  k; 
ßo.k  =  ao,k  4"  Ci  aïjk  , 

ß\,h  =«l,Ar  4"  C4  «2,  A;, 
/nl\  1  02,  k  =  «2,  k  -f"  6*6  a.3,  k  , 

> 

ßi,  k  =  «»,  k  4"  C2t  +  2  a»  +  l,fc  , 


(7") 


ao.fc-fi  =  Ci  ßo,k, 
,ai,fc  +  i  =  Csßi,k  4"  ßo,k> 

02,A:+1  =  C5/?2,fc  4"  01,  *j 

i 

ai,k+l  =  C2i  +  lßi,k  +  0t-l,fc, 


Si  l'on  dispose  ces  quantités  dans  le  Tableau  suivant: 

00,3 
01,3 

02,3 
03,3 


«0,0 

00,0 

«0,1 

«1,1 

00,1 

01,1 

«0,2 
«1,2 
«2,2 

00,2 
01,2 
02,2 

«0,3 
«1,3 

«2,3 

«3,3 

on  voit  que  chaque  colonne  verticale  se  déduit  de  celle  qui  la  précède, 
et,  en  effectuant  le  calcul,  on  a 


Cl 

1 

Cl  4"  C2 

1 

CT  4"  ci  c2 
Cl  4.  c2  4-  cn 

1 

Cl  4"  C2  4"  2  Cj  C2  4"  c2  C3 

Cj  4-  c2  +  c3  4-  c4 

1 

•  •  • 

.  .  . 

■  ■  • 
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Ceci  posé,  les  quantités  an,  • . .  s'expriment  au  moyen  des  a,iA,  ßi>k, 
ainsi  qu'il  est  indiqué  par  le  théorème  suivant  : 

I.     La  forme  quadratique  à  une  infinité  de  variables 


r  x 


e 


7       7      ai + k  Xt  Xfc 
0         0 

est  égale  à 

Co  K,o  X0  -f  a0,i  Xx  -f  a0j2  X2  4-  a0>3  X3  +  .  .  .J 

+  co  ci  c2  [«i,i  xi  +  ai,2  X2  +  a]3  X3  +  .  .  J 

-f  c0  cx  c2  c6  c4  [a2>2  X2  -f-  a2)3  X3  -f-  .  .  .J 

+  C0  Ci  c.2  c3  c4  c5  c6  [a3)  g  X3  H-  .  .  J 

+ 

de  même  la  forme  quadratique 


00  x. 


o         n 

est  égale  à 

C0  C\  [ßo.0  X0  H"  A>,1  3-1  -f  /?o,2  X2  +  ft>,3  X3  +  •  •  •? 

4-  c0  cx  c2  c3  (j?1?1  xx  4-  ßh2  x2  4-  &,3  x3  4- . .  .J 

4-  C0  C,  C2  C3  C4  C5  [02,2  X2  "f  02,8  X3  +  •  •  J 
4"  co  C\  c2  c3  C4  C5  C&  C7  [/»3)  3  X3  4" .  •  .J 

4- 

4.     Pour  démontrer  ce  théorème ,  soient 

A  =  c0  [a00  x0  4-  a0)  !  Xj  4- .  .  .J 

4-c0c1c2[aljlX14-    .  J 

+ 

B  =  c0c1[^0X04-^0)1X14-...]2 

4-c0c1c2c3[^1)1X14-...]2 

+ 

Ce  sont  là  des  formes  quadratiques  qu'on  pourra  mettre  sous  les  formes 
suivantes 


X  00 


A  =  JV  2  Aj,fc X,  Xa , 

0  0 

B  =  ^^  7.  B»,  k  Xt-  Xfc . 


o       o 
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Nous  remarquons  d'abord  que 
En  effet,  la  valeur  de  At+i,*  est 

C0  a0,i  +  l  a0,fr  H~  C0  Cl  C2  al,i  +  l  al,k  4"  C0  Cl  C2  CS  Ci  a2,i  +  l  a2,  *  H"  •  •  •  > 

c'est-à-dire,  d'après  les  relations  (7"), 

(8)  C0  a0j  fc  cx  ß0)  i  4-  C0  Ci  C2  a1(  &  [/?0)  i  -f-  c3  ^  J  -f-  c0  c,  c._,  C3  C4  a2;  A  [0lp  ,  4-  c5  /52>  t]  4"  ■  •  •  - 
tandis  que  la  valeur  de  B,,fr  est 

C0  Cl  ßo,  i  ßo,  k   4"  C0  Cl  C2  C3  A,  »  A,  k   +  C0  Cl  C2  C3  C4  Cù  A,  »  h,  k  +  •  ■  •  » 

c'est-à  dire,  d'après  les  relations  (7'), 

(9)  c0c1^0)i[a0>Ä4-c2alf&] 

4-  c0  6'i  c2  c3  ßlf  i  [a1(  fc  +  c4  a2j  A]  4-  c0  <h  c2  cs  c4  c-0  ß%  ,  [a2)  A  4-  c6  a3i  J  4-  .  .  . 

L'identité  des  expressions  (8)  et  (9)  est  évidente. 
Il  est  clair  qu'on  aura  de  la  même  façon 

Ai,£+i  =  Bt.fr, 
donc 

At+i,fc  =  A,-,fr  +  i; 

d'où  l'on  conclut  que  généralement 

-Aj,  fr  =  Ar,  s 

sous  la  condition  i  -{-  k  =  r  -{-  s. 

On  voit  par  là  qu'il  existe  une  série  de  quantités 

telles  que  l'on  a  identiquement 

x  ce 

A  =  2  2^  ûk  +  frXiX*, 

0  0 


o       o 
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De  plus,  si  l'on  remarque  que,  d'après  notre  algorithme,  on  a 

<*i,i  =  ßi,i  =  1 , 
on  conclut  directement  les  valeurs  des  déterminants 


a0 
a, 


a. 


do 


<Xn  —  1      Cln 

a2    cts 

•    •         •   • 

Cln      Ctn  +  l 


On-1 
Cln 

#2n-2 
Ctn 

0,2  n  —  1 


—  Cq  X  Cf)  C\  C2  X  Co  ^1  ^2  ^3  ^4  X  •  •  •  X  Cq  Cj  Co  .  .  .  C2  w  —  2  7 


Co  C]  X  Cq  Cj  Co  Cg  x  •  •  •  X  C()  Cj  Cg  .  .  .  C2  n  —  \} 


et  les  formules  que  nous  avons  rappelées  dans  le  n°  2  montrent  alors 
que ,  en  réduisant  en  fraction  continue  la  série 


x       x2      x3 


on  obtient  la  fraction  continue 


1         ci 

x-\ — 


1  + 


x  + 


Le  théorème  énoncé  est  ainsi  démontré. 


5.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'on  pourra  écrire  immédiate- 
ment la  fraction  continue  F;  dès  que  l'on  aura  obtenu  les  décomposi- 
tions en  carrés  des  formes  quadratiques 


X  X 


2|      7     Cti+k  X,X/c,  ^7^  ^^  Oi+h  +  1  XjX*. 


0       0 


0       0 


Nous  ajoutons  que ,  en  connaissant  seulement    la   décomposition  en 
carrés  de 


X        _J 

7.    7.  d  +  k  X;X*, 


0  0 
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on  pourra  écrire  immédiatement  la  fraction  continue  F'.  En  effet,  dans 
cette  fraction  continue  figurent  seulement  les  quantités 

Cq  ,     Cj  Co  ,     c3  c4 ,      c5  c6 ,      ... 
et 

Les  premières  sont  connues  immédiatement.  Quant  aux  autres,  il  sutfit 
d'observer  que 

«w.n-t-l  =  Cj  -f-  C2  "f"  •  •  •  4"  c2n  +  l  , 

pour  en  conclure 

^=00,1,  c2  +  c3  =  ai,2  —  ao,i,  C4 -f- C5==°2,3  —  «1,2,  •••• 

Sous  une  forme  légèrement  modifiée,  nous  pouvons  dire: 
II.     Si  l'on  a  identiquement 

7  ,   7  .  «i+*  X,-  X*  =  e0  [X0  -f-  O]  X,  -f"  «2  X,  +  •  •  \P 

4-  £i  Lxi  4-  &  x2  4-  •  •  -J 

-f£2[x2  +  73x3-f ..  .y 
4- , 

on  a  en  même  temps 


Qq ûfi   1   ^2  __  ^?   1 ^0 

/y»  rpû       '         /y»3  /y*4  c      •    c 

Jj  Jj  *k  J  ■  ,  Ci     ,    Co 


rc  +  aa 


ci  •  co 


# + ß* — ai  — 


£2  '•  el 


x  +  y<i  —  ß2  —  -. 


6.     Nous  allons   donner   maintenant   quelques  applications  de   ces 
théorèmes.  Considérons  pour  cela  le  développement 


öl  01  Û&3 


(séc  xf  =  a0  +  ^  rf  -f  l    2^    ^  **  +  .  . . . 

On  trouve  facilement 

Oo  =  l,      ax  =  Ä,      or2  =  2  Ä  4-  3  k2,      a3  =  16 /c  +  30  Ä2  4-  15  A;3,      ..., 

Généralement  an  est  un  polynôme  du  degré  nenft;  mais  la  loi  de  ces 
polynômes  est  très  compliquée.  Nous  allons  voir  que  la  réduction   en 
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fraction  continue  de 

«0  _  «1     .     «2  _ 

x       x-       X3 

conduit  à  des  expressions  très  simples  pour  les  cn. 

Soit 

f  (x)  =  (séc  x)k  ; 

en  calculant  les  dérivées  successives  f',  f",  . .  . ,  on  obtient 

f'  =  k  (séc  x)k  tang  x , 

f"  =  (séc  x)k  [_k  -f  {k  +  fc2)  tang2  x] , 


Posons ,  pour  abréger  , 

tang2  x  =  z  ; 

on  voit  facilement  que  l'on  aura  généralement 

/"(2  "* +D  =  (séc  #) A  tang  a;  ^m , 

<Pm  et  v>m  étant  des  polynômes  du  degré  m  en  z. 
En  prenant  les  dérivées ,  on  trouve  les  relations 

ipm        =      2  (1  -\-  Z)  <p'm -\- k  <pm , 

<Pm  +  l  =  2  z  (1  -{-  z)  yj'm  -f  [1  -f  (1  +  k)  z~\  y/OT. 

Nous  désignons  ici  par  <p'm,  y4  les  dérivées  de  <pm  et  de  ym  par  rap- 
port à  z.  Ces  relations  permettent  de  calculer  de  proche  en  proche  les 
polynômes  cp  et  ip,  et  si  nous  posons  maintenant 

<pm  =  <*m,  o  -f  k  (k  -f-  1  )  aW)  !  s  -j-  k  (k  -f  1)  (k  -f  2)  (A;  -|-  3)  am>  2  s2  -f-  . .  . , 

V;m  =  Ä^w,o  +  Ä;(Ä;4-l)(A;  +  2)^.1s  +  A;(/<;  +  l)(A  +  2)(Ä  +  3)(A;  +  4)/?w,2s2-f-..., 

il  en  résulte  les  relations  suivantes 

ßm,  o  =  am,  o  +  2  (A  -f- 1)  am>  i , 
/^m,  1  =  aTO)  i  -f-  4  (Ä  -f-  3)  am,  o , 

A«.  2  =  Qm.  2  -f"  6  (*  +  5)  «m,  3  , 


/8m,t-  =am,i  +  (2  i :  +  2)  (k  +  2  z'  -f  1)  aW)J  +  1  ; 
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et 

«m  + 1. 0  =  k  ßm>  o , 

om +  1,1  =  ßm,0-\-  3(Ä  +  2)ßm,l, 

«m  +  1,2  =  i^m,  1  +  5(Ä  +  l)ßm,2, 


«mfl.i  =  #»,,•_!  +  (2  î-|-  l)(A  +  2«)^m,i. 

En  comparant  ces  relations  avec  l'algorithme  que  nous  avons  exposé 
dans  le  n°  3,  on  reconnaît  que  les  quantités  airk,  ßi;k  sont  exactement 
celles  qu'on  aurait  obtenues  là  en  partant  des  valeurs 

cx  =  1  .  k ,      c2  =  2  (k  +  1  )  >      c3  =  3  (A  -f-  2) ,       .  ■  • ,       cn  =  ft  (A  -}-  w  —  1) , 
et  l'on  en  conclut,  sans  la  moindre  difficulté, 

a0__a1   ,   0g 
~>      ~9  ~r  ~.3 


#       rc2      rc3  .  1 .  A 


1  +  _a(*+i) 


1  +  - 

En  remarquant  que 

/     _2 \k  _  _Oj_   2  .         a2         4  _ 

\«»+e— ]  _a°      1.2*  +  1.2.3.4* 

et  que  ,  par  conséquent ,  l'intégrale 

2       \* 


J     \e*+e-' 

o 

donne  ce  développement  (divergent) 


«0  __  %      _  »2  _      Og    , 

x        x3    r  X6       X7        '  '  '  ' 


on  obtient  enfin  ce  résultat 

(io)  •  •  •  n^~A—,)ke- 


es  +  e-g  ~        .  l.k 

x-\- 


x  +  -    2{k-    U 


x+Sik-~2) 


Nous  nous  bornerons  ici  à  considérer  la  transformation  de  la  série 
en  fraction  continue  au  point  de  vue  purement  formel.  Dans  une  autre 
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occasion,  nous  ferons  voir  que  la  fraction  continue  que  nous  venons 
d'obtenir  est  convergente  et  représente  effectivement  l'intégrale  si  l'on 
suppose  x  >  0,  k  >  0. 

Notons,  en  passant,   le  cas  particulier  k  = —  n,  n  étant  un  nombre 
entier  positif.  La  formule  (10)  se  réduit  alors  à  cette  identité  algébrique 


(w)0     ,        {n\ 


+ 


(W)ç 


x-\-n  '  x-\-n  —  2      x-\-n  —  4 


+  ...+ 


(n)n 
x  —  n 


x 


1  .  n 


x  — 


2(w— 1) 


x 


n  .  1 
x 


7.     Nous  allons  donner  maintenant  une  application  du  théorème  II. 
Considérons  pour  cela  la  fonction 

f=sïn  am  x, 

le  module  étant  k  comme  d'ordinaire.  En  calculant  les  dérivées  succes- 
sives ,  on  voit  qu'on  a 

f    =  sin  am  x  [a0] , 
f"  =  sin  am  x  [al  -j-  bx  z~\ , 
(11)    ....      \  /w  =  sin  am  x[a2  -j-  b2z  -(-  c2s2], 

/  (6)  =  sin  am  x  [a3 -{-  bs  z  -\-  c3  s2  -f-  ^3  *3]  ? 


où  nous  avons  posé ,  pour  abréger  ,  z  =  k  sin2  am  x. 
Il  est  clair  ensuite  que 

anx2n+1 
2  .  3  . . .  (2  n  -f  1) 


sin  am  o; 


=  Ir 


et,  d'après  la  série  de  Taylor,  on  a 

o  4 

|[sin  am  (x  +  y)  +  sin  am  (a;  -  y)\  =  f+f"  ^  -g  -f- f(4)  x    ^  3    4  +  ••••» 
c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (11), 
(12)    ....    ^  [sin  am  (#  -|-  2/)  +  sin  am  (#  —  V^l 

=  sin  am  sc 


2/2     ,  ^/4  . 

ao  T"  ai  j    2   '  a2  I    2    3~4       '  '  ' 


4-  z  sin  am  x 


r 


-fôj 


0« 


1 1  .  2  ~  2  1  .  2  .  3  .  4 


-f-  z2  sin  am  x 
-f  .  .  . 


?/4 


1.2.3.4 


II 


13 
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D'autre  part ,  on  a ,  d'après  les  formules  d'addition , 

|  [sin  am  (x  -f-  y)  -\-  sin  am  (x  —  «/)] 
sin  am  x  cos  am  y  A  am  y 


"  L  —  /c2  sin2  am  a?  sin2  am  ?/ 
=  sin  am  x  cos  am  ?/  A  am  y  [  1  -(-  k  z  sin2  am  2/  -j-  k2  z2  sin4  am  y  -f-  . 

La  composition  avec  (12)  fait  voir  que 

112  î/4 

cos  am  y  A  am  y  =  a0  -f  ax  y-^  +  «2 1    2'  3   4  +  *  •  ■  » 

k  sin2  am  ^  cos  am  y  A  am  y  =  bx  --g  +  &2  -    £  3    4  +  •  •  •  > 


/c2  sin4  am  ?/  cos  am  y  A  am  ?/ 


2/4 


1.2.3.4 


+  ..-. 


d'où  l'on  conclut,  par  intégration, 

sin  am  y  =  a0  y  -f  aa  .    „    Q  -f-  a 


t 


(13)    .    [3sin3am^  = 
—  sm5  am«/  = 


&i 


1.2.3 

y3 
1.2.3 


+  &2 


Co 


1 

2 

.3. 

2/5 

4 

5 

1 

.2 

.3. 

?/6 

4 

5 

-1.2.3.4.5 


+  . 

+  • 


•  > 


•  > 


Si  l'on  se  rappelle  que  z  =  k  sin2  am  #,  on  voit  que  le  second  membre 
de  la  formule  (12)  peut  s'écrire 


o0x  -\-  ax 


x? 


+  3 


1.2.3 

.3 


-\-a2 


x? 


x° 


1.2.3.4.5 


+ 


h1.2.3  +  b*l.2.SA.5  + 

x5 


+  5 


+  ■ 


X 
X 

X 


^^LU+S.  2.3.4. 6  +  -, 

y3  yb 

Ö1IT2^  +  &21.2.3.4.5  +  -" 


c2 


r 


1.2.3.4.5 
tandis  que  le  premier  membre  est 


1.2.3.4.5 

+ 


-f... 
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La  comparaison  de  ces  deux  expressions  donne  cette  relation  remar- 
quable 

tti+k  =  en  au  -f-  3  bt  bu  +  5  a  c&  +  . . . 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

00  00 

^  ]P  cti  +  k XiX*  =  K X0 -f- % Xj  +  «g X2  +  . .  J2 
o       o  +3[61X1  +  ft2X2+.  ..]2 

+  5[c2X2  +  ...]2 
+ 

00  00 

Ayant  ainsi  obtenu  la  décomposition  en  carrés  de  Y^  \*  cn  +  k'XiXk, 

0  0 

on  peut  écrire  immédiatement  la  réduction  en  fraction  continue  de  la 
série  — J  + ^  suffit  pour  cela  de  calculer  a0,  a1;  bx,  b2;  c2,  c3, ..., 

ce  qui  n'a  aucune  difficulté,  à  l'aide  des  formules  (13). 

En  modifiant  légèrement  le  résultat  ainsi  obtenu,  nous  trouvons  que, 
si  l'on  écrit 

sin  am  x  =  a0  x  —  ax  -f  a2  ]_   2   3   4.5  —  '  *  *  ' 


la  série  (divergente) 


/yi2  ,y4  /y»6  ^8  ' 

»A/  *t/  **/  *A/ 


qui  provient  de  l'intégrale 

,-co 

/    e~xz  s'm&mzdz, 
0 

donne  la  fraction  continue  (convergente) 

1 

(14>    '     *     •  1 .  22 . 3  A;2 

~2_I_Q2/ Ó'*    -ÙK 

x  -f-  ó  i       -  5  .  62 .  7  A'2 

x2  +  52  /  -  x,  _^_  ?,  /  _  _^ 

en  posant ,  pour  abréger ,  1  -f-  k-  =  /. 

8.     La  considération  des  dérivées  successives  de 

cos  am  x ,     à.  am  x 
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conduit  à  des  résultats  analogues ,  mais  qui  offrent  encore  une  appli- 
cation du  théorème  I. 

Soit  f(x)  =  cosamx:  en  introduisant  encore  la  quantité  z  =  k  sin2 am x . 
les  dérivées  d'ordre  pair  se  présentent  sous  la  forme  suivante 


(15) 


f    ■ 

f"  • 

/•(4); 


cos  am  #[«()], 

cos  am  x  [04  -f-  bx  z~] , 

cos  am  x  [a2  -f-  b2  z  -f-  c2  s2] , 

cos  am  x  [a3  -\-  b3  z  -f-  c3  z2  -f-  d3  s3] , 


et  il  est  clair  que 


cos  am  x 


anx2n 


Zan  X" 
1.2.3.. 


(2nj' 


Le  théorème  de  Taylor  donne  ensuite 


—  t  _i_  f  JL 


r 


|  [cos  am  (x  +  y)  +  cos  am  (x  —  «/)]=/  -f  /"  ^  +  Z™  j    234  + 
ou  bien,  en  introduisant  les  valeurs  (15), 


(16) 


£  [cos  am  (a;  -f  ?/)  -f-  cos  am  (x  —  #)] 

«,2 


=  cos  am  x 


If 


ff"  +  fllï72  +  fl2î.2.3.4 


-f-  z  cos  am  a; 

-f-  s2  cos  am  .x 


.     P2     ,.  */4 

0ll.  2 +02 1727374 

4 


C2 

4- 


»' 


1.2.3.4 


+ 


D'autre  part,  les  formules  d'addition  donnent 

■£  [cos  am  (x-\-y)  -{-  cos  am  (x  —  t/)] 

_  cos  am  x  cos  am  y 

1  —  k2  sin2  am  x  sin2  am  ?/ 

=  cos  am  x  cos  am  y  [1  -f  ä  z  sin2  am  ?/  -f-  k2  z2  sin4  am  y  -f-  . 


..]. 
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La  comparaison  avec  (16)  montre  que 


y  y 

cos  am  y  =  aQ  -f-  ax    *     -\-  a2 


1.2 

y- 


1.2.3.4 


+ 


y' 


(17) 


Jk  sin-  am  y  cos  am  y  =  ö^    2  +  ^i    2   3   4"'" 


\k2  sin4  am  y  cos  ami/  = 


c9 


y' 


1.2.3.4 


+  • 


On  voit  par  là  que  le  second  membre  de  la  formule  (16)  peut  s'écrire 


X  x 

«o  "h  «i  î~72  +a2 1.2.8.4"'" 


+ 


&1I72  +  621.2.3.4  +  - 


+ 


^ Ï727874  +  "  '  ' 


X 
X 
X 


*o  +  *iï^+*.  3^874  + 


°i  1  ~2  """   2 


+ 


1.2.3.4 

y' 

1 .2.3.4 


+  ••• 
+  ... 


+ 


et  le  premier  membre  est  égal  à 

0 

La  comparaison  de  ces  deux  expressions  conduit  à  la  relation 

ai+k  =  aittk-\-  bibk  -f-  a ck ■ -\- . . .  , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


(18,     .     .     .  ]££  ai  +  kXiXk  =  [a0X0  +  alXl  +  a2X2+...y 
o       o  -K61X1  +  ô2X2  +  ...]2 

+  fo  X,  +  . . .? 
+ 

9.  La  considération  des  dérivées  d'ordre  impair  de  f=  cos  am  x  va 
nous  donner  une  formule  analogue.  On  trouve  que  ces  dérivées  se 
présentent  sous  la  forme  suivante 

f  =  sin  am  x  A  am  x  [aj , 
.  f"  =  sin  am  x  A  am  x  \_a.2  -f-  6.2  s] , 
/■(6>  =  sin  am  a;  A  am  a;  [a3  -f-  &a  z  -\-  c3  s2] , 
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Il  est  à  remarquer  que  a,,  a2t  a8,  . . .  ont  ici  les  mêmes  valeurs  que 
dans  les  formules  (15),  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  &,-,  a,  .... 
Cette  remarque  est  à  peu  près  évidente,  car  si  l'on  prend  encore  a0  =  l. 
on  tire  des  formules  (19)  le  développement 


cos  am  x 


Zanx 
ÎT27. . 

o 

La  formule  de  Taylor  donne 


2  M 

(2¥) 


I  [cos  am  (x  + y) -cos  am  (a; -2/)]=^  +  f"  f~0  +f{b)  i ,  2 .3°.  4 , 5+ 
et,  si  l'on  introduit  les  valeurs  (19), 
(20)    .  ^  [cos  am  (x  -f-  2/)  —  cos  am  (x  —  y)~] 


=  sin  am  x  A  am  x 


01 1  -*■"«  1.2.3  "hasi.  2.3. 4.5 +-" 


-j-  z  sin  am  xAainx 


2T 


+  b 


r 


1.2.3   '     3 1.2. 3. 4.  5 


-f-  z1  sin  am  a;  A  am  x 


r 


3 1 .  2  .  3  .  4  .  5 

+ 


+  •• 


+  ... 


or  on  a 


£  [cos  am  (#  -j-  y)  —  cos  am  (x  —  2/)] 

sin  am  x  A  am  x  sin  am  y  A  am  y 
1  —  K1  sin2  am  x  sin2  am  2/ 

=  —  sin  am  x  A  am  a;  sin  am  y  A  amj/[l  -f-  Ä  s  sin2  am  y  -\-  k2z2smé  araj/-(-...] 
donc,  par  comparaison  avec  (20), 


in  am  y  A  am  2/  =  ax  |  +o2  x    2.  3 +^1.2.3°.  4.  5  + 


sin 


(21) 


/c  sin3  am  y  A  am  2/  = 


A;2  sin5  am  2/  A  am  y  = 


t 


+  h 


y 


2 1.2.  3   '  "3 1.2.3.4.5 

y5 

C3ÎT2T3T4T5 


+  ..., 
+  ..., 


REDUCTION  EN  FRACTION  CONTINUE. 
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Le  second  membre  de  la  formule  (20)  s'écrit  donc 


*.<y         ■  %ÂJ  ■  %Mj  I 

aiï+fl2ÎX3+fl81.2.3.4.5  + 


f»D 


x°  x° 

ÏT273"t"  8Ï.2.3.4.5 


c3 


xa 


+... 


X 
X 
X 


«1?    +ÛVl      O     Q+«3 


y° 


1.2.3   r     31.2.3.4.5 


+  ... 


21.2.3^°  1. 2.3.4.  h^'" 


y° 

'1.2.8.4.5 


+ 


+ 


1.2.3.4.5 
tandis  que  le  premier  membre  est 

0 

On  en  conclut 

ou  encore 

(22)    .      -j)£  fl»+ft+iX<X*  =  [ff1X0  +  a2X1  +  a3X2H-...]2 

ü     u  +Cö2x1  +  &3x2  +  ...]2 

+  [c3X2  +  ...]2 

4- 

Les  décompositions  en  carrés  données  par  les  formules  (18)  et  (22) 
permettent  maintenant  d'écrire  immédiatement  la  fraction  continue  F , 
qui  résulte  de  la  série 


-  4- 

%Aj  %AJ  *Aj 


a2 

•2i         '         /yO 


En  changeant  légèrement  les  notations ,  nous  écrivons  le  résultat 
final  ainsi  :  soit 


cos  am 


x* 


X* 


x  —  P°      h  i    2  1    2    3    4 

alors  la  série  (divergente) 

00-  _  A  _i_  Â  _ 
X  X3  X5 

qui  provient  de  l'intégrale 

/     e~xz  cos'dmz  dz, 
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donne  la  fraction  continue  (convergente) 

1 


(23) 


*  +  —£ 


x^x-\-..  (2n-iy 

(2  nf  Kz 

x  H —  -j  — 

Et  une  analyse  toute  semblable  conduit  encore  à  ce  résultat  que,  si 

l'on  écrit 

x1  x* 

A  am  x  =  y0  —  Yi  y~ 2  "^  7>i  1    2   3~~4  _  '  '  '  ' 

la  série  (divergente) 

lo  _  A    i   A_. 

vAj  %Aj  %Aj 

qui  provient  de  l'intégrale 

ƒ00 

o 
donne  la  fraction  continue  (convergente) 

1 


(24) 


rc  -f- 


x  -f  . .         (2w-  l)2  ft2 
#  -j- 


X  -f- . 


La  démonstration  que  ces  fractions  continues  convergentes  repré- 
sentent effectivement  les  intégrales  dépend  de  considérations  toutes 
différentes  que  nous  nous  réservons  de  développer  dans  un  autre  Mé- 
moire. 


LXVIII. 

(Bul.  Sei.  math.,   Paris,  sér.   2,    13,    1889,    170—  172.) 


Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.   Hermite. 

Permettez-moi  de  vous  présenter  une  remarque  que  m'a  suggérée 
votre  résultat 

l    b    \ 
arc  cos   =-7= 

J    J  2Vac  —  b2 

0     0 

Elle  consiste  en  ce  que  l'angle 

/   b  X  b 

<P  =  arc  cos  y^=  ,        cos  9?  =  yr=  > 

\  Ko  c/  V  a  c 

qui  y  figure  et  qui  est  compris  entre  0  et  n,  est  précisément  l'angle 
qu'on  rencontre  en  représentant  géométriquement  la  forme  positive 
ax2  -\-2bxy  -\-  cy2. 

Cette  remarque  m'a  conduit  à  une  autre  démonstration  de  votre 
résultat.  Soient  (Fig.  1)  OU,  OV  deux  axes  coordonnées  comprenant 
l'angle  y, 

Fig.  1. 


V 

3" 

p 

s*?/ 

>' 

0 

A 

OA 

— 

u 

=  xVa, 

OB 

V 

=  yVc 

u 
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les  coordonnées  d'un  point  P;  on  aura 

OP2  =  ax2  -f  26  xy  +  cy2 
et ,  par  suite  , 

/'CO      pXi 
/    e~0P2dudv. 

o     o 

En  multipliant  par  sin  99,  sin  y  du  dv  est  l'élément  de  l'aire  plane 
égale  à  do;  donc 


jVacsmq>=  I  je~OF2do, 


l'intégration  s'étendant  sur   l'aire  infinie  correspondant  aux  valeurs 
positives  de  u  et  de  v. 

En  introduisant  des  coordonnées  polaires ,  on  aura 

do  =  r  dr  dQ, 

jKacsin9?=/    dO       re-r2dr  —  \<p, 

0  0 

j=-p=? — 

2  V  acsmcp 

Cette   méthode  s'applique   avec   la   même   facilité  au  cas  de  trois 
variables 


-00       ,-CO       /-GO 


/>0O       ,'GO       ƒ•<» 

/     /     I    e~y'  dx  dy  dz, 
0     0    *o 

^  =  ax2  -f-  by2  -f-  cz2  +  %ai  yz-\-2bxzx-\-  2^  xy. 

Déterminons  d'abord  trois  angles  a,  ß,  y  compris  entre  0  et  n,  par 
les  relations 

C0Sa  =  -— è=>         C0S/5  =  T-è=:>         C0Sr  =  ~=- 
Vbc  Vca  Vab 

Il  est  alors  possible  de  construire  un  trièdre  OUV  W  (Fig.  2)  tel,  que 

V0W  =  o, 
W0U  =  /J, 
U0V  =  y, 
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Fig.  2. 
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et  si 

u  =  xVa}  v=yVby  w  =  zVc 

sont  les  coordonnées  d'un  point  P,  on  a 

OP2  =  vs 
donc 

/OO       /*0O       /»QO 
/     I    e~v  du  dv  dw. 

"o     o    "o 
Mais  l'élément  de  volume  de  l'espace  est 

do  =  k  du  dv  dw, 
k  étant  un  facteur  constant  de  valeur  connue,  donc 

JkVäbc=f  f  le' f  da. 


Introduisons  d'autres  variables  et  déterminons  la  position  du  point 
P  par  0  P  =  r  et  par  la  position  du  point  Px  sur  la  sphère  de  rayon  1 
dont  0  est  le  centre  (Fig.  3). 
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Il   n'est   pas  nécessaire   de  spécifier   la  nature  des  coordonnées   à 
introduire  pour  déterminer  la  position  de  P1;  toujours  on  aura 

do~r2d,Q  X  dr , 

q  étant  l'élément  de  l'aire  de  la  surface  de  la  sphère  ;  donc 


JkVabc=fdQ  f™  t-r2r2dr  =  S  X  \  V 


71 


S=/  dq  étant  l'aire  du  triangle  sphérique  ABC  dont  les  côtés  sont 
a,  ß,  y.  En  écrivant  au  lieu  de  k  sa  valeur,  il  vient 


J  = 


S  xVji 


4KD 


a     cx    bx 
D  =    cx     b     a1 
&!    ax    c 


LXIX. 

(Nouv.  ann.  math. ,  Paris,  sér.  3,  8,  j 889 ,  472 — 478.) 


Sur  un  passage  de  la  théorie  analytique  de  la  chaleur. 

La  méthode  suivie  par  Fourier  pour  obtenir  le  développement 

(A)    .     .     .   1  =  a  cos  x  -f-  b  cos  3  x  -f-  c  cos  5x-\-  cl  cos  1  x  -\- . . . 

est  très  belle,  mais  elle  manque  absolument  de  rigueur,  et  l'on  peut 
même  s'étonner,  au  premier  abord,  qu'un  tel  procédé  puisse  conduire 
à  un  résultat  exact, 

Fourier  pose  x  =  0  dans  l'équation  (A)  et  dans  celles  qu'on  en  dé- 
duit par  des  différentiations  successives.  Il  obtient  ainsi  les  relations 

1  =a4-  6+  c-h  d-f-.. 
0  =  a  +  32ö-f  52c  +  72d  +  .. 
0-  =  a-f-  34&  +  54c-f  7M  +  .. 
0  =  a-f  S6ô  +  56c-f-76d+ .. 


n  de  ces  équations  lui  fournissent  les  n  premiers  coefficients  en  annu- 
lant tous  ceux  qui  suivent,  et,  en  prenant  ensuite  w  =  oo,  on  constate 
que  les  valeurs  obtenues  pour  a,  b,  c,  d,  ...  tendent  vers  des  limites 
déterminées. 

C'est  ainsi  qu'il  obtient  le  résultat  cherché 

=  cos  x  —  -  cos  3  .r  +  -     cos  hx  — —  cos  lx-\-.... 
4  3  5  ( 

Nous  nous  proposons  dé'tudier  de  plus  près  cette  méthode. 

1.     Il    est    clair    que    la    détermination    des  a,  b}  c,  d,  ...   d'après 
Fourier  revient  à  ceci  : 
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Déterminer  les  coefficients  alt  a2,  ■  •  • ,  an  de  manière  que  le  déve- 
loppement de 

<pn  (x)  =  a1  cos  x  -\-  a2  cos  S  x  -\-  . . .  -\-  an  cos  (2  n  —  1  )  x 

soit  de  cette  forme 

<pn  (x)  =  1  -h  kn  x°n  +  kn  +  1  x2n+*  -f  . . . . 

Pour  obtenir  q>n(x)  et  en   même   temps  une  expression  simple  de 
1  — <pn{oc),  nous  remarquons  que  l'identité 

(2isinx)2n-1  =  (eix  —  e-ixfn-1 
donne  facilement,  en  développant  le  second  membre, 


\{sinxfn-^  =  An 


(1). 


(2) 


On  en  conclut 

/   (sin  ic)2w_1  dx  = 


n  —  1    .  .   (w  —  1)  (w  —  2)    .    _ 

sin  x ~r  sin  3  #  -4-  ; — ,  -.,:  ) — r— ^  sin  5  se  — 

w  -f-  1  '   (n  -|-  1)  (n  -f-  2) 

(w  —  l)(w  —  2)(»  — 3)   .  , 

(w  _L.i)(n_L.2)(w-f- 3) Sm  '*  +  ••• 

_3.5.7...(2n  — 1) 
n—     4.6.8...(2n) 


—  Dn         A? 


1  w  — 1        0      ,    1  (n  — l)(w  — 2) 

cos  re  — -  -    — =  cos  3 #  -h  -—  7—     ,:  ;     -=(  cos  5 x  —  . . . , 
3  w-f-1  '    5  (w  +  l)(w  +  2)  J 


*"-/    (8inrB)         rfa;-3.5.7...(2n-l) 


Or  il  est  clair  que  le  développement  de 

(sin  xfn~l  dx 


commence  par  un  terme  en  x2n:  donc  on  a  nécessairement 

A, 


|  <P«  (#)  = 


(3) 


BM 


1 n— 1        .      . 
— T-z  cos  3  #  -f- 


3  n+1 

l  (n— 1)(»  — 2) 


(4) 


5  (W  +  1)  (»  -f  2) 

/"*  r2 

1—  <pn{x)=      (sina;)2n-]  dx:  /    (sin  n;)2"-1  dx 
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Fourier  n'a  pas  donné  explicitement  l'expression  de  (pn{%),  mais  on 
peut  la  déduire  facilement  de  ses  formules  et  constater  l'identité  avec 
la  formule  (3).  On  a  notamment 

An 32  .  52 .  72 .  .  .  (2  n  —  l)2 

Bw  ~  (32  -  ï)  (52~-  1)  (72  -  1) . . .  [(2  n  -  l)a  -  1)] 

et  il  est  facile  de  conclure,  d'après  la  formule  de  Wallis, 
(5) limÏT  =  V 

2.  Supposons  que  x  soit  compris  entre  +  o  (sans  atteindre  une 
de  ces  limites) ,  la  formule  (4)  permettra  facilement  de  conclure 

lim  [1  —  cpn  (x)']  =  0,  71  =  0O. 

En  effet ,  soit 


il  est  clair  que 


et 


donc 


CM=/    (sin^)2«-1^, 


Cj  +  i  <  Cnsin22 


rt  +  1  — 2n  +  lKM' 


!     9n  +  (^  =  aL+1Cw     / 1+  nBiD, 

l—<Pn(x)         Bn  +  \    Bn      \         2nj 
X  étant  un  nombre  fixe  compris  entre  sin2  as  et  1 ,  le  rapport 

[1  —  <pn  +  i(s)]:  [1— <M^)1 

sera  donc  constamment  inférieur  à  A  à  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  w,  d'où  l'on  conclut 

(6) lim  [1  —  <pn  {x)']  =  0 ,  w  =  oc  . 

On  verra  de  la  même  façon  que 

(7) Um  ^-fX(smx)2n-1dx  =  0. 


0 
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Or  on  a 

(8inx)2n-1dx=  k    —  cosic  —  —  ■  -r— :  cos  3 2;  +  •  •  • 

y  '  An         V  3    M  -4-  1  / 


et 


,.      Bw  n 

Donc ,  pour  achever  la  démonstration  de  la  formule 
—  =  cos  x  — ---  cos  3  x  -j — =-  cos  5  x  —  ... 

4  o  0 

il  suffira  de  faire  voir  qu'en  posant 

S  =  cos  x  —  -    cos  3x  -J-  'ë-  cos  ôa:  —  . . . , 

o/         1  n— 1        i  (n— l)(n  — 2) 

S'  =  cos  # — r-T  cos  3  x  +  -=-  ) — r~rri — r~d  cos  5  x  —  . .  . , 

3  n  -f-  1  '    5  (n  -f-  1)  (n  -\-  2) 

on  a 

lim  (S  —  S')  =  0',  n  =  oo. 

3.     Remarquons  d'abord  qu'en  écrivant 

S'  =  a1  cos  x  —  o3  cos  3  x  -j-  a5  cos  5  #  —  .  .  . , 

les  coefficients  al7  a3,  a5,  ...  sont  positifs  et  vont  en  diminuant. 
Soit,  m  étant  un  entier  impair, 

Rw  =  —  cos  m  x — s  cos  (m  4-  2)  se  4- ...  +  -      -^-t  cos  (  w  +  2  k)  x , 

m  m  -f-  2       \      i     /      i         —  m  -f  2  A;        x      ' 

Rm  =  öm  cos  mx  —  c/w+2  cos  (m  -f-  2)  x  -f-  . . .  +  ow  +  2/c  cos  (m  -f-  2  A)  a;. 
On  aura 

2  R'w  cos  x  =  am  cos  (m  —  l)x  -\-  (am  —  ffm+a)  cos  (m  -\-  \)  x  — 
—  (am+2  —  am  +  i)cos{m  -{-3)x 

+ 

=F  {am+2k    2  —  am4-2A;)cos(m  -|-  2/c —  l)ic 
±  am+2*  cos  (m  ■}•  2  k -\-  1)  x  ; 
d'où  l'on  conclut  qu'en  valeur  absolue 

|  2  R4  COS  X  !  <  ffw  +  (ûfm  —  fftn  +  2)  -f 

-J-  (aTO  +  2  —  «m  +  4)  "j"  •  •  •  4"  («W  +  2Ä-2  —  Ctm  +  2k)  "f"  tfrn+2A:  , 
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(8) |R^|<   J^< 


cos  x      m  cos  x 
et  de  la  même  façon 

(9) |R«|< — - 

1      m  cos  x 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  série  S  est  convergente. 

4.  Cela  étant,  soit  e  un  nombre  positif  donné  aussi  petit  qu'on 
voudra.  Il  faut  montrer  qu'il  est  possible  de  trouver  un  entier  N  tel 
que,  pour 

on  ait  toujours 

|  S  —  S'  |  <  e. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  suppose  que  x  a  une  valeur  fixe  comprise 

entre  ±  -«-■ 

Voici  comment  on  peut  trouver  ce  nombre  N.  Décomposons  d'abord 
d'une  manière  quelconque  e  en  deux  parties  également  positives: 

s  =  E'  -f  e" 

et  prenons  un  nombre  entier  impair  m  tel  que 

.         2 
s"  cos  x 

En  écrivant  alors 

S  =  cos  x 0  cos  3  x  -f  ...  ±  -       —  cos  {m  —  2)  x  ±  E,« , 

3  m  —  2 

S'  =  a1  cosrc  —  a3cos3x-{- . .  .  ±  aw_2C0S  (m  —  2)x  ±  E'm, 
on  aura,  d'après  les  limitations  (8)  et  (9), 

I  R      I  s  _  f'I 

I  R^  !  <  Y £"- 
D'autre  part,  en  faisant  croître  indéfiniment  l'entier  n,  l'expression 

ax  cos  x  —  a3  cos  3 x  -}-    . .  ±  am -2  cos  (m  —  2)  a; 
II  H 
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tend  vers 

cos  z  —  -^  cos  3  x  -f  . . .  ± s  cos  im  —  2)  x. 

3  m  —  2 

On  peut  donc  déterminer  un  entier  N  tel  que,  pour 

la  différence  de  ces  deux  expressions  soit  inférieure  à  e',  et  il  est  visible 
que,  pour  ces  valeurs  de  w,  on  aura 

|S  — S'|<£'  +  £"=£. 

La  formule 

—  =  cos  x  — zr  cos  Sx  4-  ~r  cos  5x  —  ... 

4  à  5 

est  ainsi  démontrée  rigoureusement;  il  faut  supposer  x  compris  entre 
n 

5.     On  peut  obtenir  d'une  façon  analogue  le  développement 

1             1     •    o           1     •    ,  1     ■    n 

-^  x  =  -n  sin  2x T  sin  4 x  -f-  —  sin  6 x  —  ... 

u  A  4  b 

On  déterminera  d'abord  une  expression 

¥w  (x)  =  ax  sin  2x  -f  ct2  sin  ix  -\-  . . .  -\-  an  sin  2nx, 
par  la  condition  que  le  développement  de  yn  (x)  soit  de  cette  forme 
yn  {x)  =  x  -f  /cn  ic2^1  -f  fcw  +  1  a2w+3  +  . . . 
On  obtient  immédiatement  la  valeur  de  ^n  (x)  en  remarquant  que 

Vn  {x)  —  x 
ne  peut  différer  que  par  un  facteur  constant  de 

/   {ainx)2ndx, 
o 

et  la  suite  du  raisonnement  est  tout  à  fait  semblable  à  ce  que  nous 
venons  d'exposer  en  détail. 


LXX. 

(J.  Math.,  Paris,  sér.  4,   5,    1889,  425 — 444) 


Sur  le  développement  de  logr(a). 

Le  but  principal  de  ce  travail  est  de  donner  une  nouvelle  déduction 
de  la  formule  (formule  de  Stirling) 

log  r  (a)  =  (a  —  D  log  a  —  a  -f  £  log  (2  n)  -f 

^1.20,      3.4a3_r"  5.6a5"1"  "' 

et  de  faire  ressortir  que  le  second  membre  représente  asymptotique- 
ment  la  valeur  de  logr(a)  (dans  un  sens  que  nous  préciserons  plus 
loin) ,  même  dans  le  cas  où  la  valeur  de  a  est  imaginaire,  la  partie  réelle 
de  a  étant  négative. 

Les  intégrales  définies  que  l'on  a  jusqu'ici  introduites  dans  cette 
théorie  présentent  toutes  cette  particularité  qu'elles  ne  sont  valables 
qu'en  supposant  la  partie  réelle  de  a  positive  et  ne  conviennent  donc 
pas  à  notre  but. 

1.  Il  n'entre  pas  dans  nos  intentions  de  reprendre  toute  la  théorie 
de  la  fonction  T;  mais,  pour  mieux  caractériser  notre  point  de  vue,  il 
semble  convenable  de  donner  une  déduction  rapide  de  toutes  les  for- 
mules dont  nous  aurons  besoin. 

Nous  adopterons  comme  définition  cette  formule 

(1)    .    .    .    .   rW  =  Iimg(g+  „'(„^/"Tfr +  n- 1)"°; 

(n  =  co  ) 
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d'où  l'on  conclut  immédiatement 

(2) r(a  +  l)  =  ar(a) 

et 

r(l)  =  l,  r(w)=  1.2.3...  (n—  1). 

Par  conséquent ,  la  formule  (1)  peut  s'écrire 


donc 
(3)     • 


)  = 

lim 

r(n)r(o)Ma 

r  (a  -f-  n) 

(n 

=  00) 

lim 

r  (w  +  a)  _    , 

na 

r(w) 

{n 

=  00) 

Une  autre  propriété  qui  découle    immédiatement  de  la  définition 
adoptée  est  celle-ci 

(4) .      r  (a)  r  (1  —  a)  = 


sin  {n  a) 
Des  formules  (2)  et  (4)  on  déduit  encore 


r(a)T(—  a)  = 


a  sin  (ti  a) 


r(i  +  a)T(i  — o) 


71 


cos  (tt  a) 
Remplaçons  ici  a  par  ïu',  w  étant  réel;  on  en  conclura 


1/  2ti 

mod  r  (2«  i)  = 


(5) 


modr(i+Mi)  =  |/e^r 


2?r 


_1_    g—  71  M 


2.  Nous  avons  à  considérer  maintenant  la  fonction  log  r  (a).  C'est 
là  une  fonction  qui  n'est  pas  uniforme  comme  l'était  r  (a).  Mait  il  suf- 
fira de  considérer  une  branche  particulière  de  logr(a),  et,  pour  la 
préciser ,  nous  supposerons  d'abord  que  log  r  (a)  est  réel  lorsque  a  est 
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réel  et  positif.  Ensuite  nous  limiterons  la  marche  de  la  variable  par  la 
condition  qu'elle  ne  traversera  jamais  la  partie  négative  de  l'axe  des 
abscisses  :  nous  avons  ainsi  une  coupure  de  0  à  —  oo .  De  cette  façon 
logT(a)  a  une  valeur  unique  et  bien  déterminée  dans  tout  le  plan,  à 
l'exception  des  points  de  la  coupure. 

Pour  ces  points  particuliers ,  log  r  (a)  a  deux  valeurs  selon  que  l'on 
arrive  à  un  tel  point  par  un  chemin  tracé  dans  la  motié  supérieure  ou 
inférieure  du  plan.  L'axe  des  abscisses  divise  le  plan  en  deux  parties  : 
nous  désignons  ici  par  moitié  supérieure  du  plan  cette  partie  où  se 
trouve  le  point  -f-  *"■  La  notation 

+ 
logr(a),        logT(a) 

servira  à  distinguer  les  deux  valeurs  de  log  r(a)  aux  bords  de  la  cou- 
pure. Il  est  clair  que  la  fonction  log  T(a),  telle  que  nous  venons  de  la 
définir,  prend  des  valeurs  conjuguées  pour  deux  valeurs  de  a  qui  sont 
conjuguées.  Par  conséquent,  la  différence 

+ 
log  r  (a)  —  log  r  (a) 

sera  purement  imaginaire.  Il  est  facile  d'obtenir  cette  différence.  En 
supposant 

a  =  —  tt  +  fi 
(0  <  £  <  1) 

n  étant  entier  et  positif,  la  définition  de  r  (a)  permet  de  conclure  im- 
médiatement 

(6) log  r  (a)  —  log  r  (a)  =  —  2  n  i  X  n. 

3.  Considérons  de  même  la  fonction  log  a  en  limitant  la  marche  de 
la  variable  comme  dans  le  cas  de  log  T(a):  on  a 


+ 
log  a  —  log  a  =  -f-  2  n  i, 


donc 


+ 
(7)     .     .     .    (a  —  J)loga  —  (a—  J)loga  =  —  2^i[w  -f-  \  —  fj. 


214  SUR    LE   DÉVELOPPEMENT    DE   log  T  (a). 

Posons 


log  r  (a)  —  (a  —  \)  log  a  =  f  {a) , 


on  aura 


(8) /(a)  -f(a)  —  2nity—ël 

On  voit  que  cette  différence  est  indépendante  de  n  et  se  reproduit 
ainsi  périodiquement  le  long  de  la  coupure. 

Définissons  maintenant  une  fonction  d'une  variable  réelle  x  ainsi 

i         P  (x)  =  \  —  x , 

(9) POr-f  1)  =  P(^), 

(       (0  <  x  <  1) 

et  posons 

(10) J(a)=r  ~ß  dx. 

J     x-\-  a 
o 

Nous  définissons  ainsi  une  fonction  qui  existe  dans  tout  le  plan,  mais 
qui  admet  comme  coupure  la  partie  négative  de  l'axe  des  abscisses. 

La  différence  des  valeurs  de  J  (a)  aux  deux  bords  de  la  coupure 
s'obtient  immédiatement  à  l'aide  de  la  formule  de  M.  Hermite  (Journal 
de  Borchardt,  t.  91,  p.  65) 

(11) J(a)  —  J{u)  =  27ii[}s  —  |]. 

L'inspection  des  formules  (8)  et  (11)  conduit  à  considérer  la  diffé- 
rence f  {a)  —  J  (a);  posons  donc 

(12) ç>  (a)  =  log  r  (a)  —  (a  —  \)  log  a  —  J  (a)  ; 

on  aura 

+ 
cp  (a)  —  cp  (a)  =  0 , 

c'est-à-dire  que  la  fonction  cp  (a)  est  uniforme  dans  le  vrai  sens  du  mot, 
sans  limiter  la  marche  de  la  variable.  Il  est  facile  à  voir  aussi  que  <p  (a) 
reste  toujours  finie  et  est,  par  conséquent,  holomorphe  dans  tout  le  plan. 
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Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  sur  ce  point,  car  nous  allons  voir 
qu'on  obtient  facilement  l'expression  explicite  de  cette  fonction  y  (a). 

4.     Pour  cela ,  il  est  nécessaire  d'étudier  d'abord  la  fonction  J  (a).  Si 
l'on  écrit 


T,  ,       /-1  P(a»    ,      ,    r2  P(x)    .      .    rs  Pix)    ,      . 
J(a)=      — j — dx  -f  /      -j — clx-+-        — f — dx-h..., 
J    x-\-a        '  J    x-f-a  J    x-\-a        ' 


1  P(x)    ,         r2  P(x)    .         r6  P(x) 
— i —  aas-f  / 
as -fa  J 

o  i 

on  a,  d'après  la  définition  de  P(a;), 


(13> j  <<»>=£  ƒ  V+tI^ 

0     o 
c'est-à  dire 

(14)  .     .     .     j(a)  =  2[(a  +  n  +  i)log(^+-l)-l 

et  il  est  clair  qu'on  a 

(15)  ....    J(a)  — J(a  +  l)  =  (a  +  |)log^M-l. 
L'équation  (14)  peut  donc  s'écrire 

J  (o)  =  ]|T  [J  (a  -f  w)  —  J  (a  +  w  -f 1)] , 

0 

donc 

(16) lim  J  (a -f  w)  =  0. 

(n=  oo) 

5.     Les  formules  (15)  et  (16)  nous  permettent   de   reconnaître   sans 
difficulté  la  nature  de  la  fonction  y  (a).  En  effet,  nous  calculons  d'abord 

rp{a  +  \)  —  (p(a)  =  \oga  —  (a-f  £)  log  (a -f  1) -f  (a—  L)loga  —  J  (a -f  1) -f  J  (a) , 

c'est-à-dire,  d'après  (15), 

(p  (a  -f  1)  —  f  (a)  =  —  1. 
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Donc ,  si  nous  posons 

<r  (a)  =  —  a +  V  («) , 
c'est-à  dire 

(17)  .     .     .     .    y  (a)  =  log  r  (a)  -  (a  —  |)  log  a  -f  a  —  J  (a), 
la  fonction  y  (a)  admettra  la  période  1 

yj  {a  -f  1)  =  y  (a). 

Soit  n  un  entier  positif,  on  aura 

V  («-(-»)  —  y  (w)  = 
=  log  r  (a  +  n)  —  log  r  (n)  —  (a  -f-  n  —  |)  log  (a  -f-  n)  -f 

-f-  (w  —  i)  log  n  +  a  —  J  (a  +  »0  -f  J  (")• 

Faisons  croître  indéfiniment  l'entier  n,  à  cause  de  la  périodicité  de 
la  fonction  y,  le  premier  membre  ne  varie  pas  et  reste  égal  à 

\p  (a)  —  xp  (0). 

Pour  avoir  la  limite  du  second  membre,  il  suffit  de  remarquer  que, 
d'après  (3), 

lim  [log  r  (a  -f-  n)  —  log  F  (n)  —  a  log  w]  =  0 
(n  =  oo  ) 

et,  d'après  (16), 

lim  J  (a  -f-  w)  =  lim  J  (w)  =  0 , 
(w  =  oo) 

On  obtient  ainsi 

w  (a)  —  w  (0)  =  0. 

La  fonction  ?/;  se  réduit  donc  à  une  constante  que  nous  désignerons 
par  C,  et  nous  obtenons  ainsi 

(18)  ....     logT(a)  =  (a  —  -l)loga  —  a -f- C -f  J  (a). 

6.     Il  nous  reste  à  obtenir  la  valeur  de  la  constante  C. 
Remarquons  d'abord  que  la  valeur  de  C  est  évidemment  réelle.  Cela 
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étant,  remplaçons,  dans  la  formule  (18),  a  par  ui,  u  étant  réel  et  po- 
sitif, et  faisons  croître  indéfiniment  u.  C  étant  réel,  on  pourra  négliger 
la  partie  purement  imaginaire  et  l'on  aura 

C  =lim.    partie  réelle  de  [log  r  (ui)  —  (ui — \)  log  (ui)  —  J  (ui)]. 

Or  nous  verrons  bientôt  que 

(19) \\mJ(ui)  =  0, 

et,  d'autre  part,  on  a 

/  Jt       \  71  II 

p.  r.  (u i  —  J)  log  (u i)  =  p.  r.  (u i  —  |)  (log  u  -f  2  *)  =  —  \  log  w  —   2 

et,  d'après  la  formule  (5), 

p.  r.  log  r  (u  i)  =  \  log  (2  n)  —  l  log  u  —  |  log  (e«  «*  —  e  -  ^  M)  ; 
donc 

C  =  lim  i  log  (2  n)  —  l  log  (1  —  e-2,T  u)  —  i  iog  (2  n) 

et,  définitivement, 

(20)  .     .     .     logT(a)  =  (a— i)loga  — a +  ^log(27i)  + J(a). 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir  et  qui  servira  de  point 
de  départ  à  notre  déduction  du  développement  de  log  r  (a).  Elle  ne  se 
distingue  de  la  formule  qu'on  emploie  ordinairement  dans  ce  but  que 
par  la  forme  sous  laquelle  s'est  présentée  la  fonction  J  (a). 

En  effet,  la  formule  (10) 

T .  .      r  P  (x)  , 
J(a)=      — j — dx 

J    x-f-a 

o 

est  valable  dans  tout  le  plan  et  admet  seulement  comme  coupure  la 
partie  négative  de  l'axe  des  abscisses,  tandis  que  les  formules  de  Binet 

r°°  I         1  1  \  \  p—ax 

(21)  ....      Ha)=j     r_____T    __„,, 

0 

(22) J(a)  =  A  rx  «^  iog(_  J— — \ 

o 
supposent  essentiellement  que  la  partie  réelle  de  a  soit  positive. 
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Cette  formule  (10)  est  due  à  M.  Bourguet  qui  l'a  obtenue  sous  une 
forme  légèrement  différente  dans  un  travail  inédit ,  mais  dont  nous 
avons  eu  connaissance. 

M.  Bourguet  obtient,  en  effet,  une  formule  qui,  après  un  change- 
ment de  variable ,  peut  s'écrire 


J(a)  =  £ 


dx     sin2iiJix 


x-\-a        nx 
et,  comme  on  a,  pour  toute  valeur  réelle  de  x, 

<» r^Z—^ 

la  relation  avec  la  formule  (10)  est  évidente. 

7.  La  formule  (16)  montre  que  J  (a)  tend  vers  zéro  lorsque  a  croît 
indéfiniment  d'une  certaine  manière 

Il  est  important  de  généraliser  ce  résultat.  Pour  cela,  reprenons  la 
formule  (13) 

00  /-l  1 

i—x 


j  (a)  =  V  /   — * _    dx, 

Vo   a  +  n+x 

et  remarquons  que 

f    -f  ~?  -dx=  / 2  -t-"-¥—  dx4-i       7~~"?  -dx  = 
J    a-\-n-\-x  J    a  -\-  n-\-  x  J   a -\- n -\-  x 

o  o  $ 

—Y*      ï  —  x     j„       [h         %~x 


.  n    i  — x    j      l        ■  — x      j 

'J    a  -\-  n  +  x  J    a-j-w-f-1  —  x 


o  o 


donc 
(24) 


J(a)  =  yy\       n—x)( \dx 

+-*  J      2         '  \a-\-n-\-x      a  -4-  n  -f  1  —  x) 


ou 


(25)     .     .     .     .  J(g)  =  V  /'*  2(j  —  x)2dx  _ 

£-,  J    {a  -j-  n  -\-  x)  {a  -f-  n  -f-  1  —  x) 


o    o 
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Supposons  d'abord  a  réel  et  positif,  J  (a)  l'est  aussi,  et,  à  cause  de 

(a  -(-  n  -f  x)  (a  -|-  »  +  1  -  %)  =  {a -\- n)  (a -j- n -\-  1)  -f-  x  (1  —  #), 


on  aura 


y>  /^       2  (J  —  xfdx  J_^  1 

JW<ï5i- 

Prenons  maintenant,  dans  la  formule  (25), 

R  étant  positif,  et  l'argument  0  compris  entre  les  limites  +  n.  Il  viendra 
évidemment 


•r 

modJ(Re<ö)<5^  / 


}  2(%  —  x)2dx 


o    o 


mod(R 6*0  +  n  +  x)  (Rei9-f-n-|- 1— x) 


Nous  remarquons  ici  que  n  -\-  x  et  w-j-1  —  #  sont  réels  et  positifs. 
Or,  &  étant  réel  et  positif,  on  a 


mod  (Re»'fl  -f  &)  =  K(R  -f  &)2  cos2 £  0  -f  (R  —  6)2  sin2  \  0, 
mod  (Ré'ö  -f  b)  >(R  +  &)  cos  £  0, 

donc 

> 

modJ(R^")<— irnÉ  /"*7ö f^m^r^i \ 

v        y      cos2  £  0  ^  J    (R  -f-  w  -f-  x)  (R  -f-  w  -f  1  —  x) 

c'est-à-dire 

modJ(Re^«)<--21pJ(R) 

et,  à  plus  forte  raison  , 

<26> modJ<R«"><SKcS«TÏ- 
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On  voit  par  là  que,  lorsque  a  croît  indéfiniment,  J  (a)  tend,  en 
général ,  vers  zéro.  Il  ne  pourrait  y  avoir  exception  que  dans  le  cas  où 
l'argument  0  tendrait  en  même  temps  vers  la  limite  -J-  n  ou  vers  —  n. 
La  formule  (19)  que  nous  avons  admise  provisoirement  est  aussi  une 
conséquence  immédiate  de  la  limitation  que  nous  venons  d'obtenir. 

8.  Considérons  maintenant  le  développement  de  J  (a)  suivant  les 
puissances  descendantes  de  a.  Si  dans  la  formule  (10),  nous  rempla- 
çons P  (x)  par  son  développement  en  série  trigonométrique  (23),  on 
aura 


jw=y  z 


sin  2njix\    dx 


nn 


x-\-a 


et,  en  intégrant  par  parties  2k  —  l  ou  2k  fois,  on  obtient 


<27»-J<a)  =  rla-^ 


+•••+(- 1) 


A-l 


{2k—l){2k)a2k- 


:T-h<Ma), 


le   terme    complémentaire  Jk{a)  se    présentant    sous    l'une   des   deux 
formes  suivantes  : 


Jk(a)  =  (-l)*A.2...(2k-l)f    ±rJë^X 


(28) 


J&(a)  =  (— 1)*.1.2...(2Ä). 


{nn) 


sin  2nnx 


dx 


2f  Wk{nn)2k+1 


{x  +  afk 

dx 
{x  +  a)2k  + 


Les  nombres  de  Bernoulli  s'introduisent  dans  la  formule  (27),  par 
suite  de  la  relation 


l-2...(2*)i^  =  2«-i*»*B*. 


Posons 


sin  2  n  nx 


M*)  =  (-D».i.a...(8*)Ç55^^ï 

on  a  évidemment 

P*(aj+l)  =  P*(aj), 
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et  la  seconde  des  formules  (28)  peut  s'écrire 

P»(«) 
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(29) 


Jk  (a)  =f 


(x  +  ay2k+l 


dx 


ou  encore 


(30)    .    .    .    .  Ma)=j  P>(')£j,i„,l),H.fa: 

0  ° 

Si  l'on  remarque  que 

Pk(l-X)  =  —  vk(x), 
on  déduit  facilement  de  (30)  cette  formule 

(3 1  )    J* (a)  = ƒ  P* (x)  £  [(B  +  >| ,)»■,■,  - (B  +  . +  l_g)»+. 


da-. 


Ces  diverses  formules  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les 
formules  (10),  (13),  (24).  Il  faut  remarquer,  en  effet,  que  dans  l'inter- 
valle 0<#<  1,  Pk(x)  est  un  polynôme  du  degré  2£-{-l  en  x  dont 
l'expression  est  bien  connue. 

Il  est  clair  aussi  que 

h(a)-h(a+\)=j  ratktyk+1dx-, 

o 

la  valeur  explicite  de  cette  différence  se  déduit  des  formules  (27)  et 
(15). 

9.  Nous  allons  chercher  maintenant  une  limite  supérieure  pour  le 
module  de  J*(Rei9).  La  première  des  formules  (28)  conduit  facilement 
au  but  :  il  suffit  de  remarquer  que 


1.2...  (2  k 


cos  2nnx 
A*  22k-l(n7ty 


l)V     c"-~ 


1.2...  (2  k—  1) 

22k-ln2k 


Z_l_ B/c 
rilk~~2k 


et 


mod  (x  -f  Re»"0)  >(aî  -f  R)  cos  £  0 
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pour  obtenir  immédiatement 

(32)     .     .     .      modJk(Ue^)<{2k_1^kR2k^(séciB)^. 

Pour  obtenir  une  autre  limitation ,  nous  déduisons  de  la  seconde  des 
formules  (28)  par  une  intégration  par  parties 

(33)  i»m=(-d'.i.2... (2 1 + i)f± g1. ~fgy :*, ^g».,..; 

d'où  l'on  conclut 

t  m    9\  s  1  '  2  '  •  '  (2^~t~  *)  Z*"  V"    1  —  cos  2 n^^  dx 

mOCl  J*  (K6'    )  <        (cos  ^  ^2  4+0-  J        2^  22Ä  +  1  (W7r)2Ä  +  2    (#  _[_  R)2A  +  2  * 

c'est-à-dire 

mod  J*  (Re«0)  <  (cQg  ^  0)2fe+-2  mod  JÄ  (R). 

Mais,  lorsque  a  est  réel  et  positif  =R,  la  formule  (33)  montre  que 
J*(R)  a  le  signe  de  ( —  l)fc,  et,  à  cause  de 

J*  (R)  -  J*  +  1  (R)  =  ,0  f~  Vwo  t+f 


(2a+1)(2a  +  2)  R2**1 

J*  (R)  et  JÄ  +  1(R)  ayant  signe  contraire,  il  est  clair  que 

•p  1 

m0d  Jä  (R)  <  (2*  +  l)(2*  +  2)  ë^h  ' 
donc 

/Q„\  ^    T      /T,         m    ^  B*  +  l  (séC^0)2*  +  2 

Pour  ft  =  0,  on  retrouve  la  limitation  (26). 

On  voit  que,  R  croissant  indéfiniment  tandis  que  l'argument  0  reste 
constant,  on  a 

limRaJft(Re«e)  =  0, 
tant  que  le  nombre  fixe  a  est  inférieur  à  2  A  -j-  1. 
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10.  Soit  f(z)  une  fonction  uniforme  dans  cette  partie  du  plan  où  la 
partie  réelle  de  z  est  ^  0.  Supposons  de  plus  que  f{z)  n'ait  ni  pôles  ni 
points  singuliers  essentiels  dans  ce  domaine.  Alors  on  aura ,  la  partie 
réelle  de  a  étant  positive, 

(C) 

l'intégrale  étant  prise  sur  un  contour  C  se  composant  de  la  partie  de 
l'axe  imaginaire  de  —  Ri  à  -\-Ri  et  du  demi-cercle  obtenu  en  faisant 

varier  6  de  -{-  -^  à  —  2  dans  l'expression  2  =  Rei9.   On  doit  supposer 

ici  que  le  rayon  R  soit  assez  grand  pour  que  le  point  a  soit  compris  à 
l'intérieur  de  C.  Le  point  — a  étant  évidemment  en  dehors  de  C,  on  a 

(36) o  =  -^-.f^-dz 

(C)       ' 

et,  par  suite, 

(C) 

Supposons  qu'on  ait 

(38)    .     .      lim  fmod^dz  =  \im~2  fmodf{z)dz  =  0}         R  =  oo; 

l'intégrale  étant  prise  sur  le  demi-cercle  de  rayon  R,  la  formule  (37) 
donnera,  en  faisant  croître  indéfiniment  R, 


1    /■+'•  af(z)  \    r+»af(ui) 

'  v   '       ni  J  a2  —  z2  n  J         ai-\-u-J 


du, 


la  variable  u  parcourant  les  valeurs  réelles  de  —  oo  à  -\-  oo . 

Dans  le  cas  où  la  fonction  f{z)  prend  des  valeurs  conjuguées  pour 
des  valeurs  conjuguées  de  la  variable,  cette  formule  se  simplifie  encore, 
et,  en  posant 

(39) /Xw0  =  ä  +  $*'> 
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on  aura 

a  & 


<4°) ^=y? 


2+M2 

0 


dw. 


Les  formules  (35)  et  (36)  donnent  encore ,  par  soustraction  , 

1    r  zf(z) 
J  c 

(C) 

d'où  l'on  déduira  par  un  raisonnement  semblable 


.  1     r  zf{z)    j 

m  J  a2-  —  zz 


(4i) /"(«)  =  —  —/  ^rradM; 


2    rœ     WcB 

ti  j     a2-{-u2 
o 

mais  ici  il  faudra  remplacer  la  condition  (38)  par  celle-ci, 

(42)    .    .    lim  fmoà^dz  =  lim~  fmodf{z)dz  =  0,         R  =  oo, 

l'intégrale  étant  prise  encore  sur  le  demi- cercle  de  rayon  R. 

Les  formules  (40)  et  (41)  montrent  comment  on  peut  calculer  (sous 
certaines  conditions)  la  valeur  de 

f  (a)    partie  réelle  de    a  >  0, 

en  connaissant  seulement  soit  la  partie  réelle ,  soit  la  partie  purement 
imaginaire  de  f(ui).  Elles  présentent  une  certaine  analogie  avec  la 
formule  qui  permet  de  calculer  la  valeur  d'une  fonction  u  de  deux 
variables  réelles  satisfaisant  à 

à2  u  ,   ô2  u  _ 
ôic2      dy2~ 

en  tout  point  à  l'intérieur  d'un  cercle ,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  u  sur 
le  contour  du  cercle. 

La  fonction  f(z)  =  \ogz  satisfait  à  la  condition  (38):  toutefois  elle 
devient  infinie  pour  z  =  0;  mais,  l'intégrale  qui  figure  dans  la  for- 
mule (40)  conservant  un  sens,  il  est  facile  de  voir  que  cette  formule 
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reste  applicable  dans  ce  cas.  Il  en  sera  de  même  de  la  fonction  J  (z) , 
qui  satisfait  évidemment  à  la  condition  (38)  d'après  la  limitation  (26), 
la  circonstance  que,  pour  2  =  0,  J  (z)  devient  infini  comme  \ogz  n'em- 
pêchant pas  la  formule  (40)  de  rester  applicable.  A  l'aide  des  for- 
mules (20)  et  (5),  on  trouve,  dans  ce  cas, 

a  =  i  îog  (- — l—   ) , 

donc 

_..  .        1    rr    a  du   ,      I         1 
J  (a)  =  —  /      -ö-r— ö  log 


n  J      a2-f-w2     6\1—  fc-2^« 


0 


C'est  la  formule  de  Binet ,   que  nous  avons  rappelée  plus  haut  (22). 

11.     Pour  montrer  une  autre  application  de  la  formule  (40),  nous 
considérons  la  fonction 

b  étant  une  quantité  réelle,  et  nous  remarquons  que  le  module  de  cette 
fonction  pour  z  =  iu  (u  étant  réel)  s'exprime  par  les  fonctions  élé- 
mentaires. En  effet ,  ce  module  est  égal  à 


Vr {b  -f-  iu)  r{b  —  iu)  r (1  —b  -f  in)  r ( l  -  b  —  iu); 
mais 

v  '     v  '       '      sin7r(6  —  iu) 

d'où  l'on  conclut  la  valeur  du  module 

2n 


]/62jiu  _|_  e-Zau  —  2  COS  2  b 71 

Cela  étant,  on  s'assure  facilement  que  l'on  peut  prendre  dans  la  for- 
mule (40) 

,. ,      , ,     r(*-f  &)r(s-f  î  —  b)     . , 

II  15 
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mais  il  est  clair  qu'il  faudra  supposer 

0^6^  1 

pour  que  la  fonction  f(z)  reste  finie  tant  que  la  partie  réelle  de  z  est 
positive.  En  effet,  en  introduisant  la  fonction  J(s),  on  voit  que  f(z) 
tend  vers  zéro  lorsque  z  croît  indéfiniment  (la  partie  réelle  de  z  restant 
toujours  i=;0),  en  sorte  que  la  condition  (38)  se  trouve  satisfaite.  Un 
calcul  facile  donne  d'ailleurs 

e2nu  A-e-2jtu  —  2  cos  2bn 
Ci  =  —  ■  X  log  — -, ÏÖ ' 

donc 


(43) 


r  (g  +  b)r(a+l-b)  _ 
t     ë  r{a)r{a) 

,  .  1     rœ    adu    , 

0 


\ 


e2nu  _j_  e-2nu  —  2  COS  2  6  71 


{enu  —  e~nu) 


(0  ^  b  g  1). 


12.     Il  est  clair  que  la  fonction 

e2nu  _j_  e-27ru  —  2COS2Ô7ï 
°  (gTTM  —  g—  a:«)2 

reste  toujours  positive  ;  en  écrivant  donc 

—    „  n3  nô  •  '  '  ~  V         x>  „2A-1  Tv         x/ 


a2_|_M2       a        a3       aù  a2*-1       v  a2A-1(a2-[- w2) 

et  supposant  a  réel  et  positif,  on  obtiendra  pour  l'intégrale  qui  figure 
au  second  membre  de  (43)  un  développement  suivant  les  puissances 
descendantes  de  a,  qui  jouira  exactement  des  mêmes  propriétés  que  la 
série  de  Stirling. 

Nous  écrivons  ce  développement  ainsi 

r(a  +  6)r(a  +  l-fr)  yi(6)       <p3(b) 

j*log~        r  (a)  r  (a)  -^loga  +  "^-  +  -3^  +  --- 

(44)     .  w     w 

j_      <P*k-i{b)      .p 
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en  posant 

.,,IM        ( —  n«  +  !    r*  [P.2nn  4-  p-2nu —  9.  r.nn  9.  h  n] 

du. 


0 


e2nn  _|_  c-2;tu  —  2  COS2&71 


La  fonction  ç>2n  +  i  (&)  n'est  autre  chose  que  le  polynôme  de  Bernoulli, 
qu'on  peut  définir,  soit  par  le  développement 

soit  par  la  condition  que,  pour  b  entier  et  positif, 

<^(ö)=l*-f  2Ä +  •••+(&- !)*• 

La  formule  (45)  montre  clairement  que  <p2n  +  \(b)  a  constamment  le 
signe  de  ( — 1)M  +  1  dans  l'intervalle  (0,  1),  et  est  croissante  dans  l'inter- 
valle (0,  £),  tandis  que 

<p2n  +  l{i  —  &)  =  9?2n  +  l  (b). 

C'est  à  M.  Hermite  qu'est  due  l'idée  de  faire  dépendre  les  propriétés 
des  polynômes  de  Bernoulli  de  leurs  expressions  par  des  intégrales 
définies.  La  formule  qu'il  a  obtenue  dans  le  tome  79  du  Journal  de 
Borchardt 


,.+,  {b)  =  (-  l)«+i  4  mn*b*J    ^ttIe_-J  e2.M  +  e-2.M  _  2^os2ö: 


se  déduit  de  (45)  par  une  intégration  par  parties. 
Nous  remarquons  encore  que  la  série  infinie 

<Pi(b)  ,   <ps{b)  ,   <pb{b)   , 
a     "*"  3  a8  "r  5  a5  "*"  '  '  " 

est  divergente.  C'est  là  une  conséquence  de  ce  fait ,  facile  à  démontrer, 
qu'en  posant 


,"00 

Cn  =  Un  f(u)  du, 
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f(u)  étant  une  fonction  qui  reste  toujours  positive,  on  a 

Um  5s±î  =  +  oo . 
13.     Considérons  maintenant  la  fonction 

r  (*  +  &) 
r(s+  î  —  ô)' 

ö  étant  une  quantité  réeJle;  nous  remarquons  que  l'on  obtient  faci- 
lement (à  un  multiple  de  n  près)  l'argument  de  cette  fonction  dans  le 
cas  où  z  =  ui.  En  effet ,  soit 

r  (b  4-  iu)  r(b  —  iu) 

' - —  =^:  r/>a  i  ^ '- —  — —  TP—  a  » 

r(i—  b  +  iu)  '        r{l  —  b  —  iu) 


donc 


c'est-à-dire 


r(b-\-iu)r(l  —  b  —  iu)        „    . 
r{b  —  iu)r{l  —  b  +  iu) 


sin  n  (b  —  iu) 
sin  n  (b  -j-  zw) 


On  voit  que  a  est  égal  à  l'argument  de 

sin7i(6  —  iH)  =  smbn!       -1- —   -1  — zcos&jiI • 

Supposons  0  <  b  <  1 ,  en  sorte  que  sin  bn  est  positif,  on  aura 

gjiu  —  g-*«  > 

a  =  /c  n  —  arc  tang j cot  b  n  \  , 

enu  _|_  e-nu  \  ' 

.  71 

l'arc  tang  étant  pris  entre  +  -^  ;   l'entier  k  est  nul  si  l'on  veut  que  a 

s'annule  en  même  temps  que  u. 
Cela  étant,  posons 

'm = h  iog  rlXV-b)  - (&-  *> log  z 
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dans   la  formule  (41).  On    voit  facilement  que  sur  le  demi-cercle  de 

rayon  R  le  module  de  f(z)  devient  très  petit  et  s'annule  pour  R  =  oo: 

donc   la  condition  (42)  se    trouve    satisfaite.   Un   calcul    facile    donne 
ensuite 


2  cB  =  {\  —  b)  n  —  arc  tang 


ßJl  M 


g —  71  U 


OU, 


£8  =  |  arc  tang 
si  l'on  remarque  que 


ßTi  u  _L  g  —  n  u 

e-'ijiu  gin  (2  b n) 


cot  bn  , 


1 


£-2.™  cos  (2  bn) 
(i  —  b)n  =  arc  tang  (cot  bn), 


et,  par  conséquent. 


(46) 


.  .        r(o4-6)        ,.      ... 


n 


30    w  dw 
-ô-i — s  arc  tang 


a2-f-w'J 


e- 231  «sin  (2b  n) 


1  —  e-2^Mcos(2  67ï). 


(Og&gl). 

L'arc  tang  qui  figure  dans  cette  formule  ayant  un  signe  constant, 
qui  est  celui  de  sin  (2bn),  on  voit  que  l'on  peut  déduire  encore  de  cette 
formule  un  'développement  en  série  qui  jouira  des  mêmes  propriétés 
que  la  série  de  Stirling 


i^gJJVtb\,  =  (b-^\oëa. 


(47) 


ou 


(48) 


r  (a  -f 1  —  &) 


<P-2 (b)      <Pj(b)  <P2k{b)_    t> 

2a2         4a4  "  ""'"    2ka2k         k' 


<P2n(b)         (-1)"-1 


2n 


n 


u 


2n  — 1 


arc  tang 


e-2jiu  gin  (2bn) 


1  — 6-2^mcos(2ôji) 


du. 


Ici  <p2n(b)  est  le  polynôme  de  Bernoulli,  tel  que  nous  l'avons  défini 
précédemment.  On  voit  que 

<P2n(l  — b)  =  —  <P2n{b), 

et  que  dans  l'intervalle  (0,  |),  (pin{b)  a  le  signe  de  ( — l)n 


- 1 
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14.  On  peut  se  convaincre  facilement  que  les  fonctions  y  qui  figurent 
dans  les  formules  (44),  (45),  (47)  et  (48)  sont  les  polynômes  de  Ber- 
noulli.  En  effet,  la  somme  de  (44)  et  (47)  donne 

i      r(a-\-b)       ,,  ç»!  (6)       <p2(b)  .   qp'iib) 

Or  supposons  b  entier  et  positif;  on  a 

log^^)  =  loga(a+l)...(«4-ô-l)=Moga+^log(l  +  ^ 


ou 


r(o) 

et  l'on  a  précisément 


6-1 


r  (a  -f-  b)  _  _ ,  ,  .    "^a  \  n        n2         n3 


6  —  1 


£  n*  =  y*  (6). 


On  voit  aussi,  par  ce  raisonnement,  que,  lorsque  b  est  entier  et 
positif,  le  développement  (49)  est  convergent  sous  la  condition 

moda  >  b—  1. 

De  même,  si  b  est  entier  et  négatif,  on  verra  que  ce  développement 
est  convergent  sous  la  condition 

mod  a  >  —  b. 

Mais,  pour  toute  autre  valeur  de  6,  la  série  (49)  est  toujours  diver- 
gente. 


LXXI. 

(Paris,  CR.  Acad.  Sei.,    iio,    1890,   267 — 270.) 

Sur  la  fonction  exponentielle. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite.) 

Après  quelques  tentatives ,  voici  la  démonstration  à  laquelle  je  me 
suis  arrêté  pour  prouver  l'impossibilité  d'une  relation  de  la  forme 

(1) N-HaN1-r-e''N2-f-...  +  efcNw==0, 

a,  b,  .  . . ,  h  étant  des  nombres  entiers,  ainsi  que  les  coefficients  N,  Nn 

JNo ,    .  .  .  ,    vin- 

Soit 

F  (z)  =  zv(z  —  a)t*+ki  {z  —  b)f*  +  k2 . . .  (z  —  h)t*  +  k» 

un  polynôme  de  degré 

M  =  (W  -f  l)fl  +  Äj  -f  Äg  -f-  .  .  .  -f  Ä*, 

à  coefficients  entiers  ;  fx  est  l'entier  auquel  on  donnera  plus  tard  une 
valeur  suffisamment  grande;  kx,  k2,  ...,  kn  sont  des  entiers  fixes:  on 
a,  du  reste,  kp  =  Q  ou  =1.  J'indiquerai  plus  loin  leurs  valeurs  qui 
dépendent  uniquement  de  a,  b,  . . . ,  h;  N1?  . . . ,  N„. 

Je  n'ai  maintenant  qu'à  reproduire ,  avec  de  très  légères  modifica- 
tions ,  vos  formules 

gF/^.-FC*)    .  F' (*)  ■  ,FM(*). 

*' —     X     ""       X2  '  '  '  ~>xM  +  i  ' 

ƒ"  e-xsF{z)dz  =  $(0)—  e-ax3(a), 
-& 


ƒ  e-x*F{z)dz  =  &(0)  —  e~bx${b), 
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*/0\-    F"(0)     4-        4-FM^-i    2    3        ii-5LM, 

*(*)  -  ™+*r+r  +  •  •  ■  +  ^m+ï  - l  -  *  ■ d  •  ■  ■  ^a-M+i' 


n  (#),  rij  (a;),  . .  .  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  On  en  con- 
clut 


ƒ  V« F(#)  d*  =  "4^ï-  t"  M  -  '""*  ni (^' 


1   .2...yH 

e  _-"'  r  ^z;  az  = 
o 

o 
et    posant  %  =  1 ,  n  (1)  =  P,  lla  (1)  =  P1 ,  . . . , 

o 

ie2=— -^    -fbe-*F(z)ds  =  ebF  —  P9, 
(2)     .     .     .     .  1.2.../*./ 


=  1-^-    -  f  e-sF(z)dz  =  ehP-  P„. 
1 .  2  .  .  .  /xj 


Les  quantités  «x ,  e2, . . . ,  £«  tendent  vers  zéro  pour  ju  =  co ,  et ,  la  rela- 
tion (1)  donnant 

Ni  «!  +  N2  £2  +  . . .  +  N„  £„  =  —  (N  P  +  Ni  Px  +  . . .  +  N„  P„)  =  entier , 

on  doit  avoir,   dès  que  ju  surpasse  une  certaine  limite, 

Ni  «4  +  N2  e2  +  .  .  .  +  NM  £n  =  0  ; 

c'est-à-dire,  si  l'on  introduit  les  valeurs  (2), 

Njé«  [ae-*F{z)dz  +  N2eb  I    e~s  F(z)  dz  +  . . .  +  N„  eh  /  ' e~3F{z)dz  =  0 


o 
ou  bien 

-h 


(3) f  4>(z)e-zF(z)dz  =  0, 

o 
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la  fonction  $  (z)  étant  déterminée  ainsi 

$  (s)  =  Nx  ea  -f  N.2  é6  +  N3  ec  -f  .  .  .  -f  Nn  e/( ,  0  <  2  <  a 

$(»)=  N2e64-N3ec-f-...  +  NMe;i,  a<2<ö 

*(«)=  N3ec-f  •••  + N«^,  &  <  *  <  c 


$(2)  =  NMe;S  g<z<h. 

Cette  fonction  $  (s) ,  constante  par  intervalles ,  n'est  pas  identique- 
ment nulle,  puisqu'elle  ne  l'est  pas  dans  le  premier  et  dans  le  dernier 
des  intervalles.  Du  reste ,  elle  ne  s'annule  même  pas  dans  aucun  des 
intervalles,  puisqu'on  peut  supposer  irréductible  l'équation  à  laquelle 
satisfait  le  nombre  e. 

$  {z)  ne  peut  changer  de  signe  que  pour 

z  =  a,        z  =b,        ...,        s  =  g. 

Voici  maintenant  la  détermination  de  kx,  k2,  ■  ■  .,  kn. 
Je  prends 

k,       =         selon  que  $  (z)  \  de  signe  pour  z  =  a, 

1  (  0  )  n  v  '   I  ne  change  pas )  &        r 

7  (  l  )        i  a  1  \   (         change        1     , 

k0      =         selon  que  $  (2)  \  de  signe  pour  z  =  b , 

2  (  0 )  n  '   I  ne  change  pas  I  ft        r  ' 

An_i=         selon  que  <t>  (s)  j  de  signe  pour  z  =  g. 

I  0  )  x  !  ne  change  pas !  ° 

An        =0. 

Je  dis  alors  que  l'équation  (3)  est  impossible  dès  qu'on  prend  pour  /^ 
un  nombre  pair.  En  effet,  il  est  clair  que,  dans  l'intégrale 

/h 
<1>  (z)  e~s  [z  (z  —  a)...(z—  h)Y  {z  —  o)*>  {z  —  &)**  ...  (s  —  g)k»-^dz, 

0 

la  fonction   sous  le  signe  /  a  un  signe  constant  dans  tout  l'intervalle 
(0,  A). 


LXXII. 

(Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.,    no,   1890,    1026— 1027). 


Sur  la  valeur  asymptotique  des  polynômes  de  Legendre. 

(Note,  présentée  par  M.  Hermite.) 

M.  Darboux  a  donné,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  (3e  série,  t.  IV,  p.  39;  1878),  une  formule  qui  permet  d'ob- 
tenir une  expression  approchée  de  X„  (cos  (9),  l'erreur  commise  étant 

de  l'ordre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on  le  voudra  de  — 
Nous  avons  obtenu  le  résultat  suivant.  Soient 


0<  0<n,  a=0—  ~ 

ó 

C  —  A      2.4.6  . . .  (2  n)     t 
"  n   3.5.7..  .  (2w-fl)' 


) 


alors  on  a 

X„(cos<9)  =  C 


cos  (n  O  -j-  à  «)    ,         1  .  1         cos  (n  6  -f-  f  a)   , 
V^sin©'   +  27.(2* +  8)     VJ^hT&J    + 

, 1.3.1.3 cos  (n  0  +  1  a) 

'+'2.4.(2nH-  3)  (2n  +  5)     K(Tsïn~®7     + 

, 1.3.5.1.3.5 cos  (n S  +  \a)  . 

i~2.4.6.(2ra  +  3)(2n-f5)(2w  +  7)      K^shTeJ7    +  "" 

La  loi  est  évidente,  et  la  série  est  convergente  et  représente  XN  (cos  B) 
tant  que  l'on  a  2  sin  G  >  1 ,  c'est-à-dire 

-6<0<-6- 
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Mais ,  que  la  série  soit  convergente  ou  non ,  on  peut  toujours  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

En  prenant  les  k  premiers  termes  de  la  série,  l'erreur  commise  est 
inférieure ,  en  valeur  absolue ,  au  double  du  k  -J-  lième  terme  dans  lequel 
on  aurait  remplacé  par  l'unité  le  cosinus  qui  figure  au  numérateur. 

Nous  nous  proposons  d'en  développer  prochainement  la  démonstra- 
tion dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 


LXXIII. 

(Ann.  Fac.  Sei.,  Toulouse,  4,  1890,  G.  1  -  17.) 


Sur  les  polynômes  de  Legendre. 

L'expression  remarquable,  obtenue  d'abord  par  Laplace  pour  repré- 
senter asymptotiquement  les  polynômes  de  Legendre,  à  été  depuis 
l'objet  de  plusieurs  recherches ,  et  M.  Darboux  notamment  a  donné 
une  formule  qui  permet  d'obtenir  une  expression  approchée ,  l'erreur 
commise  étant  de  l'ordre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on  le  voudra 

de  —  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3e  série,  t.  IV; 

1878). 

Nous  développons ,  dans  le  travail  actuel ,  un  résultat  plus  complet. 
En  effet ,  nous  trouvons  qu'on  peut  exprimer  le  polynôme  de  Legendre 
par  une  série  qui  est  convergente  tant  que  la  variable  reste  dans  un 
certain  intervalle.  C'est  seulement  en  dehors  de  cet  intervalle  que  la 
série  prend  le  caractère  d'une  simple  expression  asymptotique  ;  mais , 
même  dans  ce  cas ,  nous  obtenons  une  expression  très  simple  de  l'er- 
reur commise  en  s'arrêtant  à  un  nombre  fini  de  termes  l). 

1.  En  définissant  Fn(x)  comme  coefficient  de  s~n~l  dans  le  déve- 
loppement de 

(s2  —  2xz-\-  1)-* 
suivant  les  puissances  descendantes  de  z,  on  obtient  immédiatement 
l'expression  par  intégrale  définie 

1      C  zndz 


(1) P"(a»  = 


2ni  J  Vsz  —  2xz+l 


J)     Le   résultat   principal  de  ce  travail  a  été  énoncé  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  en  mai  1890  (LXXII). 
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l'intégrale  étant  prise  en  sens  direct  sur  un  contour  fermé  C  envelop- 
pant les  points 

qui  sont  les  points  critiques  du  radical.  Ce  radical  doit  être  pris  avec 
un  signe  tel  que,  lorsque  |  z  |  est  très  grand,  on  ait,  à  peu  près, 

W  —  2xz-\-  1  :  z  égal  à  -f  1 . 

Le  contour  fermé  C  peut  être  remplacé  parle  chemin  abcdefa,  les 
points  a  et  d  étant  très  voisins  de  l'origine.  Pour  préciser,  nous  sup- 
posons que  f 

Fig.  l. 


et  |_1  ne  sont  pas  réels ,  c'est-à-dire  que  #2  —  1  n'est  pas  réel  et  positif. 
On  désignera  alors  par  f  celui  des  points  critiques  qui  est  situé  au- 
dessus  de  l'axe  réel ,  en  sorte  que  la  partie  réelle  de 


i 


est  positive. 

On  voit  alors  facilement  que  la  valeur  du  radical  en  a  doit  être  -f-  1 , 
et  qu'en  d  elle  est  —  1.  On  aura,  par  conséquent, 


(2) 


Pn{x) 


2ni 


(d  —  $), 
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&  étant  la  valeur  de  l'intégrale 

C  zndz 


J  Vz2—2xz  +  l 

prise  sur  un  lacet  partant  de  l'origine  et  enveloppant  le  point  £,  cB  la 
valeur  de  cette  même  intégrale  sur  un  lacet  partant  de  l'origine  et  en- 
veloppant le  point  £-1.  Le  sens  dans  lequel  ces  lacets  sont  parcourus 
est  arbitraire  ;  mais  la  valeur  initiale  du  radical  doit  être  toujours  -f-  1 , 
et  l'on  a  évidemment 

J     Vz2  —  2xz+l  J        Vz2  —  2xz+l 

0  ■  0  ' 

les  chemins  d'intégration  étant  rectilignes. 

2.  Pour  préparer  le  développement  en  série  que  nous  avons  en  vue, 
nous  allons  transformer  ces  intégrales  Ö,  et  cB.  Posons,  dans  la  première, 

s  =  |(l  — tt), 

en  sorte  que  u  prendra  les  valeurs  réelles  de  0  à  1 , 
En  remarquant  que 

te2  —  2xz  -f  1)  =  (1  —  |s)  (1  —  |-i  s), 

il  viendra 

(4)  .  .    a  =  2^vï^kf\i'-u)ndu_-,      i^. 

J   Vu(l-ku)  f2  —  1 

On  pourra  prendre  ici  Vu  positif,  pour  V\  —  ku  la  valeur  qui  se  ré- 
duit à  -f-  1  pour  w  =  0;  mais  alors  il  faudra  adopter,  pour  VT—^k,  la 
valeur  finale  de  V\  —  ku  pour  u  =  1. 

En  procédant  de  la  même  façon  pour  la  seconde  intégrale ,  on  aura 
l'expression  suivante  : 

èn+^VT^^.f1^^u)^^U--^-n-iyYZrfc  f1.  d-u)nduj 
J   Vu(l—  ku)  V   Vud  —  ^u) 


(5)     P*  (x)  =  — 
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Supposons  maintenant  2:  =  cos  S,  S  étant  un  angle  compris  entre  0 
et  71,  on  aura 

£         _  cos  &  -f-  i  sin  & 
~  £  —  I"1  ~  "  "~2Tsïn~6> 
ou 


2  sin  & 


et  posant  a  =  fc> — 


2 
Il  est  clair  par  cette  valeur  de  k  que  la  partie  réelle  de  Vi —  k  doit 

être  positive,  car  la  partie  réelle  de  Vi —  ku  ne  peut  s'évanouir  pour 
aucune  valeur  de  u  comprise  entre  0  et  1.  Il  faudra  donc  adopter  la 
valeur  suivante  de  ce  radical 


Vl 


=ï-y-j- 


iVk  iehai 


£       -fWsin0 
car  la  partie  réelle  de  cette  expression  est 

.    ,,  m      sin  (A  0-\-~) 

sin  (i  a  —  @)  V  4  / 


On  a  donc 


K2  sin  <9  K2  sin  6> 


>o. 


l»+iKi  — ä  = 


V2  sin  0 


et  de  même 


è-n-ivï^i=^^«r\ 


V2  sin  6> 

k  et  Äx  étant  des  quantités  imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  £  et  £_1. 
La  formule  (5)  prend  donc  cette  forme 

(6     .     Pn(cos  0)=   -  . =  /  ,. H —  /  _, 

wK2sin&/   Vu(l-ku)       7iV2s\n6  J   Vu{i—kxu) 
0  0  x 

ou,  plus  simplement, 

(6')  PMcos  <9)  =     w__ .-  X  partie  réelle  de  gwe  +  è«)'  /    * - .— • 

7i  K2  sin  0  .'    Vu(l  —  ku) 


240  SUR  LES  POLYNÔMES  DE  LEGENDRE. 


3.     Le  module  de  k  ±=  ^-   -3  étant  ,,  ~^>  ce  module  sera  inférieur 

2  sin  0  2  sin  0  ' 


à  l'unité  tant  que  l'on  a 


71        „       on 
6<e<"6- 


Dans  cette  hypothèse,  on  pourra  développer  en  série  convergente  le 
radical 


et  l'on  obtient  ainsi 


(7)     P»  (cos  0)  =  Cn 


cos  (w  0  -f  \  a)  .  l2        cos  (n  0  -f  f  «)  . 

K2SÏD0  "2  (2 n  -f-  3)       l/(2sin©)3 

lg.32 cosjw  @-f-|a)  , 

+  2.4(2n>  8)(2n  +  5)       ]/(2sin0)5     + 

l2 .  32 .  52 cos(rc0-t-fa)  . 

+  2.4.6(2n-f3)(2w  +  5)(2w  +  7)     K(2sin0)7 

n         4        2.4.6...(2w) 

Ln  —  — 


n    3.  5.  7...  (2w -fl) 


développement  convergent  même  pour  0  =  -^  ou  0=  —  • 

Mais  on  peut  procéder  autrement  et  obtenir  le  même  développement, 
mais  limité  à  un  nombre  fini  de  termes  avec  un  terme  complémentaire, 
et  cela  pour  une  valeur  quelconque  de  0  comprise  entre  0  et  n. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  remplacer,  dans  la  formule  (6'), 

1  1    rn         dv 

Vl  —  ku  nJ     1  —  ku$m2v 

0 

et  de  faire  usage  ensuite,  dans  l'intégrale  double  obtenue,  de  l'identité 

1  117       •  9      1  1/7       •  9   \«    1        (h m  sin2  v)p 

T — ; t-^  =1  -f  k u  sin2  v  4-  •  •  •  4-(kusm2v)p-1  4-  =2 — _A_. 

1  —  kusm^v  1  1   v  /  1    2  —  kusm2v 

On  retrouve  ainsi  le  développement  (7),  mais  limité  à  ses  p  premiers 
termes  et  avec  le  terme  complémentaire 

(8)RP=    .. Xpartie  réelle  de ■ /        v ± — — du  dv. 

^K2sin0  n       J  J  l-kusm2v 

0   0 
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Le  module  de  k  étant  ^—. — ^,  on  en  conclut 

2  sin  6  ' 


2  1    r1  r*(l  —  u)nup-tsm2Pv  .     . 


r  <-     a  x  --  r  r{    u) 

P       7iV(2sm6)2P  +  1'      n  J    J  1  — ÄM8in2v 


0      0 


et,  en  désignant  par  M  le  maximum  du  module  de 


1  —  k  u  sin2  v 
on  aura ,  à  plus  forte  raison , 

2  M  r1  r* 


> 


R«    < 


w  /    (1  —  u)nup-ism2Pvdudv, 

7i°-V(2am6)2P  +  lJn   J  ' 


(9)    R     <MC  l2.32.52...(2£-lj2_  1        _. 

K)       P  ^MUn2.4.6...(2^)(2n+3)(2n  +  5)...(2W  +  2pH-l)XK(2^n0)^+ï 

Ainsi,  en  prenant  la  somme  des  p  premiers  termes  du  développe- 
ment (7),  l'erreur  commise  est  inférieure  en  valeur  absolue,  à  M  fois 
le  terme  suivant  dans  lequel  on  aurait  remplacé  d'abord  par  l'unité  le 
cosinus  qui  y  figure  au  numérateur. 

Quant  à  la  valeur  de  M,  puisque  A;  =  ^  (1  — i  cot  S),  on  a 


1  —  kn  sin2  v  !  =  1/cos2  &  4-  -    .  ,.  ~  (2  sin2  &  —  u  sin2  vf  ; 
\  '    4  sin2  O x  '  ' 


d'où  l'on  conclut 

iM  =  rcos6>  lorsque  sin2  0g*  , 

(10)    ....   J  icosu 

!  M  =  2  sin  6  lorsque         sin2  O  ^  \. 

Ainsi  ce  facteur  numérique  M  ne  varie  qu'entre  1  et  2. 

4.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  conduit  à  plusieurs  con- 
séquences qu'il  est  bon  de  noter.  En  premier  lieu,  le  raisonnement 
donne,  dans  le  cas  le  plus  simple  p  =  0, 

P-(cosö)   <p=% 
K  2  sin  0 

II  16 
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Or  on  sait  que 

C„=pL(l-H), 
V  nn 

e  tendant  vers  zéro  avec  —  « 

n 

Nous  pouvons  donc  conclure  que ,  lorsque  0  a  une  valeur  fixe  com- 
prise entre  0  et  n,  on  a  toujours,  pour  w  =  », 

limPw(cos@)  =  0. 
Et  il  est  clair  que  cette  relation  subsiste  encore ,  même  lorsque  0  ten- 
drait vers  zéro  avec  -'-  ,  si  seulement  n  0  croît  au  delà  de  toute  limite 

n 

C'est  là  un  résultat  important  obtenu  d'abord  d'une  façon  toute  diffé- 
rente par  M.  Bruns  dans  le  Tome  90  du  Journal  de  Borchardt. 
On  sait ,  d'autre  part ,  que 

/        0\  02         Ö4  (96 

limP»(cos— )  =  J(0)  =  1-  22 !"  +  2TT»  "  2^4*76*  +  *  '  "  ' 

0 
En  remplaçant  0  par  —  dans  la  formule  (7)  et  posant  n  =  »,  on  ob- 

ri 

tient  donc 


(H)J(0)  =  j/| 


C08(9-ï)    v  cos(q-t)    yj5  CO8(0-t) 

K©     " +  8  "      VW  8  .  16  ""      Ko5 


c'est  le  résultat  dû  à  Poisson  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XIXe 
Cahier)  ;  mais  nous  pouvons  ajouter  maintenant  qu'en  prenant  la 
somme  des  p  premiers  termes,  l'erreur  commise  est  inférieure  en  va- 
leur absolue  au  terme  suivant  dans  lequel  on  aurait  remplacé  par 
l'unité  le  cosinus  qui  y  figure  au  numérateur.  En  effet ,  il  est  clair  que 
le  facteur  numérique  M  est  ici  égal  à  l'unité. 

5.  En  second  lieu ,  nous  pouvons  maintenant  séparer  les  racines  de 
l'équation  Pw(cos  0)  =  0.  En  effet,  prenons  p  =  1  et  remplaçons,  pour 
simplifier ,  M  par  sa  limite  supérieure  ,  on  aura 


(12)  .  .  .  PM(cos<9)  = 


V~2  sin  0 


cos  (n  0  -f-  \  a)  4- 


2(2n  -j-  3)  sin  0_ 


—  KK  +  1. 


SUR  LES  POLYNÔMES  DE  LEGENDRE. 


243 


Posons 


0  = 


k  n 


2n  +  l' 
(Ä  =  l,  2,...,2w) 

2#  1 

la  valeur  correspondante  de  «  0  -f  }  a  est  n  :  donc 


cos 


k*  —  k      r\~ 

(nö +  *«)  =  (-!)    2     |/1. 


D'autre  part,   la  plus  petite  valeur  de  2(2w-j-3)sin  0  pour  les  va- 
leurs de  0  que  nous  considérons  est 

2(2w  +  3)sin5-^i--T>2(2»-f  l)sin  5    -.   r 

1  2  n  -f  1  '     '       2  w  -j-  1 

Or  l'expression  2(2w-j-D  sm  o  ~n_~f  croît  avec  n,  et,  pour  la  plus 

petite  valeur  dew,w  =  l,  elle  est  =  3  V3  >  V 2. 
On  voit  donc  que 

kn 


PH    COS 


2n  -f  1 


k'-k 


a  le  signe  de  ( —  1)    2    ;  d'où  l'on  conclut  qu'en  désignant  par 

OC-^  ^  jOc)  ^  OOo  ^  %  •  •  ^  JUfi 

les  racines  de  Pn(x)  =  0,  on  a 


cos 


(2  k  —  l)n 


2w-f  1 


2A)7i 
(2n"+l 


C'est  une  limitation  obtenue  par  M    Bruns  dans  le  Mémoire  déjà 

cité;  on  pourrait  trouver  facilement  des  intervalles  plus  étroits  pour 

ces  racines,  mais  nous  n'insisterons  pas. 

Si  l'on  s'en  tenait  au  premier  terme  du  développement  de  Pn(cos  G) , 
U  fc i  \  n 

on  aurait  cos  — - : r- ^—  comme  valeur  approchée  de  xu-  On  obtient  une 

4  n  -f-  2  ^ 

approximation  bien  plus  grande  par  l'expression 


1  — 


2  (2  n  -f  l)2 


cos 


(ik  —  1)tz 
4n-4-2 
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obtenue  en  tenant  compte,  aussi  du  terme  suivant: 


n  =  9. 

Val.  approchée. 

Correction. 

71  =  10. 

Val.  approchée. 

Correction. 

*C/i   •  •  • 

0,968  058 

+  0,000  102 

xx.. 

.    0,973  823 

4-  0,000  084 

Xi)  .  •  • 

.    0,836  007 

-f  0,000  024 

Xt}  •  • 

.    0,865  044 

-f-0,000  019 

XS   .    .    y 

.    0,613  362 

-f-  0,000  009 

x<s . . 

.    0,679  402 

-f  0,000  008 

X^   .    .    . 

0,324  250 

-f  0,000  003 

x,.. 

.    0,433  392 

-f  0,000  003 

Xr0  .   • 

.     0,148  873 

+  0,000  001 

6.     En  ayant  égard  à  la  formule  (5),  on   reconnaît  facilement  que  la 
formule  (7)  peut  s'écrire  ainsi 


p»  (cos  0)  =  partie  réelle  de  =?  f  »  +  i  Kl  —  k  S  (£,  £,  n  4-  f ,  k), 

le  symbole  S  désignant  la  série  hypergéométrique. 
Or  on  a 


donc 


^1  -  A  *(i,l,n+ #,*)  =  *(*,  M- l,«+|,j^); 


c 

Pw  (cos  6>)  =  partie  réelle  de  -~£w  +  1  £  (£,  w -f- 1,  n -\-  i,£2), 

l 


c'est-à-dire 

(13)     .     .     Pw(cos6>)  =  Cn 


sin  (n  4- 1)  ©  +  ï^TpÉ) Sin  {n  +  3)  G  + 


+ 


1 .  3  (n  +  1)  (w  4-  2) 


sin  (w  -f  5)  @  4- 


1 .  2  (2  w  4-  3)  (2  n  +  5) 
C'est  là  le  développement  de  Pn(cos  &)  en  série  de  sinus  par  la  formule 
de  Fourier,  obtenu  par  M.  Heine  (Traité  des  fonctions  sphériques , 
t.  I,  p.  19,  89).  La  série  cesse  évidemment  de  représenter  la  fonction 
pour  0  =  0  et  @  =  ji,  mais  elle  la  représente  pour  toutes  les  valeurs 
de  @  entre  ces  limites. 

Cette  déduction  de  la  formule  (13)  ne  saurait  être  considérée  comme 
entièrement  satisfaisante  sans  de  nouveaux  éclaircissements ,  d'abord 
parce  que  la  série  (7)  n'est  pas  convergente  dans  tout  l'intervalle  (0,  n) 
et  ensuite  parce  qu'on  a  considéré  la  série  hypergéométrique  sur  le 
contour  même  du  cercle  de  convergence.  Mais  nous  n'insistons  pas, 
ayant  voulu  simplement  indiquer  ce  rapprochement  entre  les  deux 
formules. 
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7.     Le  polynôme  Pn(x)  satisfait  à  l'équation  différentielle  linéaire 
(14)     ....      {l-x*)^-2x^  +  n(n  +  l)y=:0, 
dont  une  seconde  solution  est  donnée  par  l'expression 

Q»(.)  =  P»W_/'u_^fp„(x)2. 

En  effectuant  la  décomposition  en  fractions  simples,  on  a 

1  1  1  ,  Aj  Aw 

ir f  \2  "1  r . 


(I—  x2)Pn(x)2      2(z+l)      2(x—  1)   '   (#  —  icx)2  '  '"  r  {x  —  Xnf 

car  les  fractions  simples  de  la  forme  — doivent  disparaître,  l'équa- 
tion différentielle  n'admettant  que  les  points  singuliers  ±  1. 
Il  vient,  par  conséquent, 

(15) Q»(x)  =  i?»(x)\og(?^j-Rn(x), 

Rn(x)  étant  un  polynôme  du  degré  n —  1. 

Il  est  clair  qu'on  peut  développer  Qn  (x)  en  série  suivant  les  puissan- 
ces descendantes  de  x,  mais  une  telle  série  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle  (14)  doit  commencer  par  un  terme  en  xn  ou  en  x~n~1.  On 
voit  par  là  que  Rn  (x)  est  la  partie  entière  de 


p.wtogg±i)=p.(à(i+5^+^+...), 


et  que,  dans  ce  produit,  les  termes  en  x-1,  x~2,  ...,  x~n  manquent. 

La  fonction  Qw  (x)  n'est  pas  réelle  dans  l'intervalle  ( — 1,  +1),  et, 
comme  nous  voulons  envisager  particulièrement  les  intégrales  de 
l'équation  différentielle  dans  cet  intervalle  ,  nous  sommes  amené  à 
considérer,  au  lieu  de  Qn(x),  cette  autre  solution  de  (14) 

(16) S»(a?)  =  iP"(a;)log(pi|)-R"(a;). 

8.  L'expression  explicite  du  polynôme  ~Rn(x)  est  assez  compliquée 
et  difficile  à  obtenir.  Dans  le  Tome  55  du  Journal  de  Borchardt, 
M.  Christoffel  a  obtenu  cette  formule 
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et  M.  Hermite  a  donné,  il  y  a  plusieurs  années,  dans  son  Cours  à  la 
Sorbonne,  cette  expression 


n      i 
R»{x)=  V  ~Pk-l{x)Fn-k(x), 

î     k 

qui  peut  se  déduire  aussi  du  Mémoire  de  M.  Christoffel. 

Mais  c'est  une  autre  formule  qui  va  nous  permettre  d'obtenir  la 

limite  de  Sw  (cos  — ]  pour  n  =  oo .  Rappelons,   pour  cela,  la  formule 
connue 

p. w „,  +  »±+2)  (* -J)  +  »(»- D0.  +  l)(n  +  2)  (*-!)=  + 

=  ï(-n,«  +  l,l,^)> 

que  nous  écrirons  ainsi 

(17)     .     .P«(o;)=a0  +  a1(^1)  +  a2(^i)2  +  ...  +  «M(^:i)n; 


alors 


on  a 


(18)     .     R«(^)  =  Ä  +  Ä(^)+^(^l)2+...+^_1(^)n     \ 


1,1,  1 


A>       =    !+-£■  +  •£  +  ...+ 


2    '    3    '  '    n 


~~    a 


*o» 


On  obtient  cette  formule  à  l'aide  de  l'équation  différentielle  à  laquelle 
satisfait  RM  (x) 

,.         9d2Rn(x)       _     dRn(a;)  ,  dPn(x) 
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Les  formules  (16),  (17),  (18)  donnent  maintenant 

S"  (C0S  l )  =  -  P"(C0S  |)  l08("  tang  in)  ~  ('  +  ï  +  •  •  •  +  «  -  l0g  n)  a»  + 

+  (2  +  --+»-l0gW)a'Sin228«- 

~(è+    ••  +  n-l0gnhsin42»  + 

+ ; 

d'où  l'on  conclut,  pour  n  =  oo , 

(19)    limS-(cos|)  =  J(0)log(|)-C  +  (C-l)^- 

2  j  22  .  42  ^  r  2         3  J  22  .  42  .  62 

C  =  0,577.   . . .  étant  la  constante  eulérienne. 

Nous  désignerons  cette  fonction  par  K((9),  c'est  là  une  solution  de 
l'équation  différentielle  de  Fourier  et  de  Bessel 

dont  l'intégrale  générale  est  y  =  Cx  J  (&)  -\-  C2  K  (<9). 

9.     Nous  allons  vérifier  maintenant  à  l'aide  de  la  formule  (1)  que 
Pn(x)  satisfait  bien  à  l'équation  différentielle  (14).  Soit 


Vz2  —  2xz  +  1 


le  chemin  d'intégration  étant  quelconque. 
Par  un  calcul  facile  on  obtient 

a--î£---£+-c.+»>v-./^<.. 

_  zn+1[n  —  (2n  +  \)xz-\-{n  +  l)g2]  ^ 
V(i  —  2xz  +  z*f 

On  obtient  donc  une  solution  de  (14)  en  prenant  l'intégrale  V  sur 
un  contour  fermé  enveloppant  les  points  £  et  £-1,  de  manière  que  le 
radical  revienne  à  sa  valeur  initiale.  C'est  la  solution  Pn(x)  qu'on  ob- 
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tient  ici;  mais  il  est  clair  maintenant  qu'on  a  encore  une  solution  en 
prenant  l'intégrale  sur  un  lacet  partant  de  l'origine  et  enveloppant  l'un 
ou  l'autre  des  points  critiques.  Par  conséquent,  les  intégrales  cl  et  08 
considérées  dans  le  n°  1  satisfont  séparément  à  l'équation  différentielle, 
et  l'on  pourra  les  exprimer  linéairement  à  l'aide  de  Pn(x)  et  de  SM(.x). 
C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  maintenant. 

10.  Considérons  d'abord  l'intégrale  V  prise  en  sens  direct  sur  un 
cercle  décrit  autour  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  très 
grand ,  et  posons 

(20) Vz2  —  2xz+  l  =  —  z-\-u 

ou 

—  J*2  —  J_ 

~  2  (u  —  x) 

Pour  «  =  f,  ona«  =  |,  et  pour  z  =  £-*,  u  =  f-1,  il  est  facile  alors 
à  voir  qu'on  peut  écrire  la  relation  entre  z  et  u  ainsi 

(20'>    ••••:••    •££  =  (;££ 

Il  vient 

f         zndz  f     (m2— 1)» 

JVz*-2xz+\~JZn{u-xr^dU' 

Quant  au  chemin  d'intégration  de  l'intégrale  transformée,  puisque    z 
est  très  grand ,  on  a ,  d'après  (20) ,  à  fort  peu  près , 

u  =  2s  —  x, 

en  sorte  que  u  décrit  autour  du  point  —  x  comme  centre ,  et  dans  le 
sens  direct ,  un  cercle  de  rayon  double  de  celui  décrit  par  z. 

Puisque  la  fonction  intégrée  n'a  qu'un  pôle  u  =  x,  on  peut  en  con- 
clure immédiatement  la  formule  de  Rodrigues 

(21) P-W  =  ô - 'M*"*)». 

'  v  '       2M.1.2.3...w  dxn 

Par  un  changement  continu ,  on  peut  transformer  le  cercle  décrit  par 
la  variable  z  dans  le  contour  abcdefa  considéré  dans  le  n°  1.  Quel 
sera   le   contour   correspondant   de   la   variable  m?  Il   est  clair  qu'on 
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pourra  supposer  qu'en  se  transformant  le  contour  décrit  par  z  ne  pré- 
sente jamais  un  point  double.  Il  en  sera  de  même  alors  pour  le  contour 
décrit  par  u.  En  effet,  z  est  une  fonction  uniforme  de  u,  et  un  contour 
fermé  décrit  par  u  correspond  toujours  à  un  contour  fermé  décrit  par  z. 

Ainsi ,  si  le  chemin  de  u  avait  un  point  double ,  il  en  serait  de  même 
du  chemin  décrit  par  z  contre  notre  hypothèse.  Ensuite,  en  a,  z  est 
très  petit  ou  nul ,  et  le  radical  égal  à  -\-  1 ,  donc  u  =  -\-  1  ;  de  même  on 
verra  qu'en  d  u  est  égal  à  —  1.  Puisque  z  reste  fini  et  ne  passe  point 
par  les  points  £  et  £~~J,  il  s'ensuit  que  u  reste  toujours  à  une  distance 
finie  de  x  et  des  points  £  et  |_1. 

On  conclut  de  tout  ce  qui  précède  que  le  chemin  de  u,  correspon- 
dant au  contour  abcdefa,  est  un  contour  fermé  qui  part  de  -J-  1,  passe 
par  — 1  et  revient  à  -j-  1  après  avoir  enveloppé  en  sens  direct  les 
points  x,  £  et  |_1. 

Mais  il  est  clair  que  la  seule  chose  essentielle  à  savoir,  c'est  que  ce 
chemin  enveloppe  en  sens  direct  le  point  x  qui  est  le  seul  pôle ,  les 
points  £  et  £_1  ne  jouant  aucun  rôle  dans  l'intégrale  relative  à  u. 

Il  est  clair  maintenant  aussi  que  l'intégrale  <fl  se  présente  sous  cette 
forme  nouvelle. 

<22> a=hf-^du 

de  u  =  -f-  1  à  u==  —  1 ,  mais  tous  les  chemins  de  -(-  1  à  —  1  ne  con- 
duisent pas  à  la  même  valeur  de  l'intégrale,  et  tout  ce  que  nous  avons 
dit  jusqu'à  présent  ne  suffît  pas  pour  déterminer  avec  précision  le 
chemin  d'intégration  qu'il  faut  adopter  dans  cette  formule  (22).  En  effet, 
nous  n'avons  point  fait  intervenir  encore  la  circonstance  que  le  point  £ 
est  au-dessus  de  l'axe  réel,  ce  qui  permet  de  distinguer  les  intégrales 
d  et  &. 

Considérons  la  droite  D  dont  tous  les  points  sont  également  éloignés 

de  £  et  de  | - 1,  droite  qui  passe  évidemment  par  le  point  x  =  — -* 

Il  est  clair  par  la  relation  (20')  que  les  points  correspondants  z  et  u 
sont  toujours  du  même  côté  de  D.  Les  trois  points  0,  ±  1  sont  donc 
du  même  côté  de  D.  Deux  cas  sont  à  distinguer  maintenant: 

1°    Le  point  £  se  trouve  du  même  côté  de  D  que  les  points  ±  1. 
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Dans  ce  cas,  on  peut  évidemment  supposer  que  le  contour  abcd  ne 
coupe  pas  la  droite  D.  Il  en  sera  donc  de  même  du  chemin  correspon- 
dant de  u  allant  de  -f-  1  à  —  1.  Mais  ce  chemin  peut  être  tracé  main- 
tenant arbitrairement,  à  la  seule  condition  de  ne  pas  traverser  D;  car, 
x  étant  sur  D,  on  obtiendra  toujours  la  même  valeur  de  l'intégrale  (22). 
2°  Le  point  £  se  trouve  par  rapport  à  D  du  côté  opposé  des  points 
±  1.  Dans  ce  cas,  le  point  £-1  se  trouve  du  même  côté  que  les  points 
±  1 ,  et  l'on  conclut,  maintenant  comme  tout  à  l'heure,  que  le  chemin 
de  f  a  de  z  correspond  à  un  chemin  quelconque  de  u  allant  de  —  1  à 
-f-  1  et  ne  coupant  pas  la  droite  D.  Cela  étant,  on  peut  tracer  aussi 
sans  ambiguïté  le  chemin  de  u  qu'on  doit  adopter  dans  l'intégrale  61, 
car  on  sait  que  le  contour  entier  abcdefa  de  z  doit  correspondre  à  un 
contour  fermé  passant  par  les  points  ±  1  et  qui  enveloppe  en  sens 
direct  le  point  x. 

11.     Supposons  maintenant 

rc  =  cos  (9  ,        0<6><jr, 

La  droite  D  se  confond  avec  l'axe  réel;  le  contour  abcd  peut  donc 
être  tracé  tout  entier  dans  la  moitié  supérieure  du  plan  ;  il  en  sera  donc 
de  même  du  chemin  dans  l'Intégrale  transformée 

«q  —  r1    (^2— 1)w 

a—J      2»(u  —  xy+iaU' 

Pour  achever  le  calcul  de  cette  intégrale ,  nous  suivons  la  méthode 
donnée  par  M.  Hermite  dans  son  Cours  de  la  Sorbonne  (3e  édition , 
p.  173).  En  intégrant  par  parties  n  fois,  il  vient,  en  faisant  attention  à 
la  formule  (21), 

61  =  /      — y-^du 


ou 


u  —  x 
+1 


J       u  —  x     J  u  —  x 

+1  +1 
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Or,  x  étant  réel  et  compris  entre  les  limites  ±  1,  et  le  chemin  d'in- 
tégration étant  tracé  dans  la  moitié  supérieure  du  plan  ,  on  a 

ç- 1    du  /l+3\    i 

/ =  l0g  L— J ]+nl, 

J      u —  x  \1  — rr/ 

1+aA 


+i 
a  =  Vn{x) 


log 


-j-  ni 


2Rw(x). 


.1  —  x) 

& ,  en  effet ,   doit  être  de  la  forme  a  Pn  (x)  +  ß  Sw  (x)  ;  on  a  donc  né- 
cessairement 

/•+ip«(a;)  — P»(m) 


(23) 


n(x)=j 


2-Rn(x)  = 


X  —  M 

cl  =  2Sw(tf)  +  7uP«(aO 


dw, 


(24) 

et  de  même 

eB  =  2SM(a;)  -jiiP»(a;). 
Il  est  aisé  de  vérifier  la  formule  (23);  car  on  constate  facilement  que, 
~Pn(x)  étant  un  polynôme  quelconque  en  x,  l'intégrale  du  second  mem- 
bre est  toujours  la  partie  entière  de 

12.     Nous  pouvons  obtenir  maintenant  un  développement  en  série 
de  Sn(cos  0)  entièrement  analogue  au  développement  de  Pw  (cos  6). 
En  effet ,  les  formules  (4)  et  (24)  donnent 

-  r1  (l  —  u)ndu 


SM (cos  @)  =  partie  réelle  de  1"  +  !  Kl  —  k  I    f7= 

J     Vu  (1 

c'est-à-dire 


(1  —  ku) 


a»/  a\  .•        z    11      J      ie(n6-\-^a)i     A    (\  u)n  du 

Sw  (cos  &)  =  partie  réelle  de  -—==_-  /    ,\         ;     —  ; 

V2smO  J    Vu(l-ku) 


d'où  l'on  conclut 


(25)  ^Sw(cos6>)  =  —  Cn 

71 


sin  (n  O  +  |-  a) 


+  5 


(l  —  ku) 
l2         sin  (n  &  +  f  a) 


+ 
+ 


sin@        '   2(2w  +  3)      1/(2  sin  Of 
l2  .  32  sin  (n  O  +  f  a) 


+ 


+ 


2.4(2n  +  3)(2n+5)      ]/(2  sin  Of 

12.32.52  sin  (n  @  +  |  a) 


2.4.6(2w  +  8)(2n  +  5)(2n  +  7)     K(2  sin  &)' 


4        2  .  4  .  6  . . .  (2  n) 
n    3.5.7...(2w+l) 
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Quant  à  la  convergence  de  ce  développement,  et  l'erreur  commise 
en  prenant  seulement  les  p  premiers  termes,  on  arrive  évidemment 
à  des  conclusions  parfaitement  analogues  à  celles  obtenues  précédem- 
ment. 

G 

En  remplaçant  G  par  —  et  passant  à  la  limite  pour  w=  oo ,  on  trouve 


(26)   K(0) 


9)  =  -|/f 


4/      !28iD(0-T)      1^3*8in(0-T) 

V0       +  8  "      Kp  8  .  16  "      J/05 


-    ;  j 


On  reconnaît  encore  facilement  que 


Sw  cos 


kn 


2w-f  h 
{k—1,  2 ,  . .  . ,  2  w) 


a»  + a 


a  le  signe  de  (—1)    2    ;  d'où  l'on  conclut  que  l'équation 

SM  (a;)  =  0 
admet  n  -J-  1  racines  comprises  dans  les  intervalles 


2Aji    \  (2  A  4-  \)n 

-t-t1,   COS 


2w-f  1/'  w"    2w-f  1 
(*  =  0,  1,  2,  ...,  w) 
Entre  deux  racines  consécutives  de  Sw(#)  =  0  se  trouve  une  racine 
de  Pw(#)  =  0,  ce  qui  est  bien  conforme  à  un  théorème  connu  dû  à 
Sturm. 

Enfin ,  de  même  que  nous  avons  pu  passer  de  la  formule  (7)  au  dé- 
veloppement de  Heine  (13),  on  pourra  déduire  de  la  formule  (25)  cet 
autre  développement  obtenu  aussi  par  Heine  (Fonctions  sphér. ,  t.  I , 
p.  130) 

2  ^    .        ^.  r  n«4.n 

cos  (n  +  1)  G  +  -|  L™  cos  (n  +  3)  G  + 

1.3(m+1)(«4-2) 
+  ÏT2(2A^M2n  +  5)COS(W  +  5)0+--- 

(0  <  0  <  *). 


(2) 


Sw(cos@)  =  Cw 


LXXIV. 

(Ann    Fac.  Sei.,  Toulouse,  4,    1890,  J.   1  — 10.) 


Sur  les  racines  de  la  fonction  sphérique  de  seconde  espèce. 

Nous  nous  proposons  de  développer  ici  quelques  Remarques ,  qui 
nous  ont  été  suggérées  par  l'étude  du  Mémoire  de  M.  Hermite  sur  le 
sujet  indiqué  ci-dessus  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse, t.  IV). 

Soient  donc,  en  adoptant  les  notations  de  M.  Hermite,  X„  =  F(#)  le 
polynôme  de  Legendre  du  degré  n,  R(x)  la  partie  entière  du  produit 


*w[x'+-w*+wï+~) 


ensuite 


(1) qHx)=12F(x)\og(^^\)-R(x) 

la  fonction  sphérique  de  seconde  espèce. 

M.  Hermite  a  étudié  l'équation  Qn(x)  =  0,  et  pour  cela  il  pose 

.     x-\-l  e2  -f  1 

rt.)  =  (a--l)«Q«(£±i). 

Il  obtient  ensuite  la  distribution  des  racines  de  l'équation  f(z)  =  0 
sur  le  plan  des  s.  Nous  nous  sommes  demandé  simplement  ce  que  de- 
viennent ces  résultats  si  l'on  revient  à  la  variable  originale  x,  afin  de 
connaître  ainsi  la  distribution  des  racines  de  l'équation  Qw  (#)  =  ()  sur 
le  plan  des  x. 
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1.  La  fonction  analytique  QM  (x)  est  non  uniforme  et  elle  admet  une 
infinité  de  déterminations.  Ces  déterminations  proviennent  de  ce  que , 
dans  l'expression  (1),  le  logarithme  a  une  infinité  de  valeurs  différant 
l'une  de  l'autre  par  des  multiples  quelconques  de  2ni;  les  détermina- 
tions de  QM(x)  différent  donc  par  des  multiples  de  ni¥{x).  Pour  une 
valeur  quelconque  de  rc,  il  y  a  en  général  une  détermination  du  loga- 
rithme et  une  seule,  telle  que  la  partie  purement  imaginaire  se  trouve 
comprise  entre  +ni.  Il  n'y  a  exception  que  dans  le  cas  où  cette  partie 
imaginaire  serait  exactement  =  +  ni,  ce  qui  n'a  lieu  que  lorsque  x  est 
réel  et  compris  dans  l'intervalle  ( —  1 ,  -J-  1). 

Si  l'on  pose 

^g\^^riJ  =  z  =  a-\-ib, 

b  a  une  signification  géométrique  très  simple.  Soient,  sur  le  plan  des 
x,  P,  A,  B  les  points  qui  représentent  les  quantités  x,  -f- 1,  —  1  respec- 
tivement; alors  b  est  égal  à  l'angle  A  PB,  cet  angle  étant  pris  avec  le 
signe  -|-  lorsque  P  est  au  dessous  de  l'axe  des  abscisses,  avec  le  signe  — 
lorsque  P  est  au-dessus  de  cet  axe.  Pour  avoir  les  autres  déterminations 
de  Qn(#),  il  faudrait  ajouter  à  l'angle  ainsi  déterminé,  et  qui  est  com- 
pris entre  ±tt,  des  multiples  quelconques  de  2  n. 

Mais  appliquons  une  coupure  le  long  de  l'axe  des  abscisses  de  —  là 
-f-  1 ,  et  supposons  que  x  ne  soit  pas  sur  la  coupure.  En  adoptant  alors 
pour  le  logarithme  la  valeur  dont  la  partie  purement  imaginaire  tombe 
entre  ±tu,  on  a  une  branche  parfaitement  déterminée  de  la  fonction 
analytique  que  nous  considérons,  et  c'est  cette  branche  particulière  que 
nous  désignerons  par  Qn(x).  C'est  cette  fonction  Qn (x)  qui,  lorsque 
mod  x  >  1 ,  donne  un  développement  convergent  de  la  forme 

(2) Q"  W  =  xÄt  +  £3  +  JU  +  •  •  • . 

car  on  sait  que ,  dans  le  produit 

les  termes  avec  x~\  x~2,  . . . ,  x~n  manquent. 
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Il  est  clair ,  d'après  ce  qui  précède ,  que  l'on  a 

Qn  (x  4-  et)  —  Qn  (x  —  ei)  =  —  ni  F  (x), 

x  étant  sur  la  coupure  et  £  positif  infiniment  petit.  Car  pour  x-\-si  la 
partie  imaginaire  du  logarithme  est — ni,  pour  #  —  «z'elle  est  -{-ni. 

Par  conséquent ,  si  l'on  traverse  la  coupure  en  allant  de  la  moitié 
inférieure  du  plan  dans  la  moitié  supérieure ,  la  fonction  analytique 
QM(#)  prendra  une  série  continue  de  valeurs,  mais  on  passe  ainsi  de  la 
branche  Qn(#)  à  la  branche  Qw(#)  -f  niF  (x).  Tant  qu'on  ne  franchit 
pas  de  nouveau  la  coupure,  on  a  là  encore  une  fonction  continue  et 
uniforme,  et  qui  répond  à  une  détermination  du  logarithme  dans  la- 
quelle la  partie  purement  imaginaire  est  comprise  entre  -J-  n i  et  -f-  3 n i. 

Si  l'on  revient  à  la  variable 

x+  1 


3=  lOg 


X  —  1 


introduite  par  M.  Hermite,  on  voit  que,  dans  le  plan  des  z,  la  bande 
comprise  entre  les  deux  droites  y  =  ±  n  correspond  à  la  branche  Qn  (x) 
telle  que  nous  venons  de  la  définir.  La  bande  comprise  entre  y  =  -\-ni 
et  y  =  -|-  Zni  correspond  à  la  branche  Qw  (x)  -\-  niF  (x),  .... 

Lorsque  x  est  réel ,  mais  non  sur  la  coupure ,  la  partie  imaginaire 
du  logarithme  est  zéro  ou  plus  généralement  =  2  kni.  Pour  la  branche 
Qn  (x)  elle  est  nulle,  ce  qui  répond  aussi  sur  le  plan  des  z  à  l'axe  des 
abscisses.  Dès  lors  on  voit  facilement  que,  pour  la  fonction  Qn(#),  la 
moitié  supérieure  du  plan  des  x  correspond  sur  le  plan  des  z  à  la  bande 
comprise  entre  les  deux  droites 

y  =  0        et        y  =  —  n. 

Au  contraire,  la  bande  entre  y  =  0  et  y  =  -\-n  (sur  le  plan  des  z) 
correspond  à  la  moitié  inférieure  du  plan  des  x. 

De  même,  pour  la  fonction  Qn{x)  -f-  ni  F  (x),  la  moitié  supérieure  du 
plan  correspond  à  la  bande  comprise  entre  les  droites 

y=n        et        y  =  2n 

sur  le  plan  des  2,  et  la  moite  inférieure  du  plan  des  x  à  la  bande  com- 
prise entre 

y  =  2n         et  y  =  3n,  .... 
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Si  l'on  imagine  dans  le  plan  des  x  un  cercle  tel  que  le  rapport  des 
distances  d'un  de  ses  points  aux  points  A  et  B  soit  constant,  et  qu'on 
parcoure  ce  cercle  constamment  dans  le  même  sens,  la  partie  réelle  de 

•=*  »ea 

restera  constante,  mais  sa  partie  purement  imaginaire  variera  toujours 
dans  le  même  sens  entre  —  oo  i  et  -{-ooi. 

2.  On  peut  passer  maintenant  directement  des  résultats  obtenus  par 
M.  Hermite,  et  qui  se  rapportent  au  plan  des  z,  aux  propositions  équi- 
valentes se  rapportant  au  plan  des  x. 

Considérons  d'abord,  sur  le  plan  des  z,  la  bande  comprise  entre  les 
droites  y  =  ±  n  et  qui  correspond  à  la  branche  Qn  (x).  La  fonction 


/X«)  =  (««-l)»Q«(£±i) 


admet  exactement  2  n  -f-  1  zéros  dans  cette  bande ,  mais  il  faut  remar- 
quer que  toutes  ces  racines  sont  nulles.  En  effet,  d'après  la  formule  (2), 

a  déjà  un  zéro  d'ordre  de  multiplicité  n -\- 1,  0  =  0;  donc  f(e)  =  0  a  la 
même  racine  avec  l'ordre  de  multiplicité  2  n  -J-  1.  Abstraction  faite  de 
cette  racine  multiple  z  =  0,  l'équation  f(z)  =  0  n'admet  donc  aucune 
autre  racine  dans  la  bande  que  nous  considérons;  et,  puisque  z  =  0 
correspond  à  a;=oo,  il  en  résulte  que  l'équation 

qn(x)  =  o 

n'admet  aucune  racine  (finie). 

La  bande  comprise  entre  les  droites 

y  =  ji        et         y  =  2  n 

sur  le  plan  des  z  ne  renferme  aucune  racine  de  f(z),  et  dans  la  bande 
comprise  entre 

y  =  2n         et         y  =  3  n 
se  trouvent  n  racines.  On  en  conclut  :  l'équation 

Q"-(fl5)4-»tF(a>)  =  0 
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n'admet  aucune  racine  dans  la  partie  supérieure  du  plan,  mais  elle  en  a 
précisément  n  au  dessous  de  l'axe  des  abscisses. 
Généralement  l'équation 

Qn(x)  +  kjiiF(x)  =  0, 

où  k  est  entier  (non  nul) ,  a  toujours  exactement  n  racines  qui  se  trou- 
vent au-dessous  de  l'axe  des  abscisses  lorsque  k  est  positif,  au-dessus 
lorsque  k  est  négatif. 

On  remarquera  que  les  zéros  ±  2sti,  +±711,  ...  de  la  fonction 

(eg  —  \)n 

n'introduisent  point  des  zéros  dans  f(z),  mais  contrebalancent  seulement 

fez  _|_  i\                                                                        (es  _J-  l\ 
les  pôles  de  Qn  1  s  _  -■  I  ;  car,  tandis  que  2  =  0  est  un  zéro  de  Qn  I  z .  h 

les  valeurs  z  =  ±2 ni,  +  4tu,  ...  sont  des  pôles  pour  cette  fonction. 


3.     On  peut  retrouver  ces  résultats  par  la  méthode  suivante.  Consi- 
dérons  la   fonction  Qw  {x)  dans   l'espace   annulaire   compris  entre   les 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


/ 

f' . 

C'      A               \ 

«ä <r 

courbes  C  et  C',  C  étant  un  cercle  de  rayon  très  grand ,  C'  enveloppant 
étroitement  la  coupure  (Fig.  1).  Dans  ce  domaine  Qn(x)  est  partout 
uniforme  et  régulier,  c'est-à-dire  développable  par  la  série  de  Taylor, 
D'après  un  théorème  de  Cauchy ,  le  nombre  des  racines  de  Qn(x)  =  0 
dans  ce  domaine  peut  donc  s'obtenir  en  divisant  par  2  71  l'accroissement 
total  de  l'argument  de  Q,n(x),  lorsque  x  parcourt  successivement  les  con- 
tours C  et  C'  dans  le  sens  indiqué  (Fig.  1).  Or ,  sur  le  cercle  C  on  a 


QB<*)  =  -Srï(l+*) 


X 


II 


17 
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le  module  de  s  restant  aussi  petit  qu'on  voudra.  La  variation  totale  de 
l'argument  de  1  -f-  £  est  donc  nulle  sur  le  contour  C  et  l'accroissement 
de  l'argument  de  Qn(x)  sur  ce  contour  est 

—  2  n  X  (n  -\-  1). 

Pour  avoir  la  variation  de  l'argument  sur  C',  nous  réduirons  ce  con- 
tour à  la  double  droite  de  —  1  +  £  à  -|-1  —  £,  et  de  deux  cercles  infi- 
niment petits  entourant  les  points  A  et  B  et  tels  que  le  rapport  des 
distances  aux  points  A  et  B  est  constant  pour  un  point  sur  chacun  de 
ces  cercles.  Sur  le  cercle  enveloppant  le  point  A,  la  partie  réelle  de 

l0^-i 

est  alors  constante,  positive  très  grande,  tandis  que  la  partie  imaginaire 
est  toujours  comprise  entre  ±ni.  Ensuite,  on  a  sensiblement  sur  ce 
cercle  F  (x)  =  1  et  R  (x)  égale  à  une  quantité  réelle. 

On  voit  donc  que  la  partie  réelle  de  Qw  (x)  est  constamment  positive 
très  grande ,  tandis  que  la  partie  purement  imaginaire  est  très  petite 
par  rapport  à  la  partie  réelle.  La  variation  de  l'argument  de  Qw  (x)  est 
donc  insensible ,  et  il  en  est  de  même  pour  le  cercle  enveloppant  le 
point  B.  Puisqu'on  sait  d'avance  que  la  variation  totale  de  l'argument 
sur  C'  doit  être  un  multiple  exact  de  2n,  nous  pouvons  donc  nous 
borner  à  calculer  la  variation  de  l'argument  sur  la  droite  double  de 
—  1  -J-  e  à  -f-1  —  e,  on  doit  prendre 

*eÉ3-.(rÉ3-«<. 

et  en  allant  de  -f-1  —  e  à  —  1  -j-  £ 

.o8(|±l)  =  .og(l±|)  +  ,. 

Mais  on  voit  facilement  (parce  que  la  fonction  QM  (x)  est  soit  paire, 
soit  impaire)  que  la  variation  de  l'argument  est  la  même  dans  les  deux 
cas.  Il  suffira  donc  de  calculer  la  variation  de  l'argument  de 

1 


j  F  (a» 


^(f=|)  +  »i 


—  R(a;)  =  X  + Yi, 
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x  diminuant  de  -f-  1  —  e  à  — 1  -f-  «  et  de  doubler  le  résultat.  Or ,  on  a 

X  =  ip(a;)log(^±|)-R^), 

Y  =  ^nF(x), 

et  l'on  reconnaît  facilement  que  l'équation  X  =  0  admet  n-\-l  racines 

1  >  Vi  >  y2  >  Vz  >  •  ■  •  >  Vn+i  >  —  i. 
Dans  les  intervalles  de  ces  racines  se  trouvent  les  n  racines  de  Y  =  0, 

1  )         2  )     ■  •  •  1         ^*  * 

2/i  >  »î  >  V-i  >  *2  ■  •  ■  a&i  >  y«+i- 

Il  importe  de  remarquer  que  l'équation  X  =  0  ne  saurait  avoir 
d'autres  racines  réelles  dans  l'intervalle  ( — 1,  -j-1),  car,  d'après  un 
théorème  de  Sturm ,  on  en  conclurait  pour  l'équation  Y  =  0  plus  de  n 
racines,  ce  qui  est  absurde.  Or  on  reconnaît  maintenant  sans  difficulté 
les  variations  de  signes  de  X  et  Y  lorsque  x  décroît  del  —  eh  —  1  -f-  «  , 
et  qu'on  peut  déduire  du  Tableau  suivant 


X. 

Signe  de  X. 

Signe  de  Y. 

-f  1— £ 

+ 

+ 

Vl 

0 

+ 

xx 

— 

0 

V2 

0 

— 

x% 

+ 

0 

Vi 

0 

+ 

Xn 

(-1)» 

•    • 

0 

2/n+l 

0 

(-1)" 

-1-H 

(_l)n+l 

(-1)M 

Pour  x  =  +  1  —  e,  X  est  positif  très  grand  ,  Y  positif  fini ,  l'argument 

7Z 

positif  très  petit.  Pour  x^=yx  l'argument  est -j- ~ô~;    donc   l'accroisse- 
ment de  l'argument  est,  pour  l'intervalle  (-f-  1  —  e  à  yx), 

+  -• 

o 


260       SUR  LES  RACINES  DE  LA  FONCTION  SPHÉRIQUE  DE  SECONDE  ESPÈCE. 

Il  est  clair  ensuite  qu'on  a  pour  les  intervalles  indiqués  les  accroisse- 
ments de  l'argument  suivants 

(Vi         à         7/0),  +71, 

(y2         à         3fe)>  +ny 


{yn        à       y»  +  i),  H-w, 

(?/M  +  1    à     —  1+e),      +  -g- 

En  faisant  la  somme  et  doublant ,  la  variation  totale  de  l'argument 
sur  le  contour  C',  est 

-\-2n  X(W  +  1), 

et  pour  le  contour  C  on  avait  un  accroissement 

—  InXin  +  l); 
donc  l'équation  Qw(#)  =  0  n'admet  aucune  racine. 

4.     La  même  méthode  s'applique  à  l'équation 

QM  (x)  +  n  i  F  (x)  =  0. 
Dans  ce  cas  on  a  sur  le  cercle  C 

Qn  {x)  +  n  i  F  {x)  =  C  Xn  (1  +  e)  ; 
donc  la  variation  de  l'argument  sur  C  est 

+  2  TT  X  w. 

Mais  il  faudra  prendre  maintenant,  en  allant  de  —  l+eà+l  — e, 

1  /1  _L  a;\ 

X=~2  F(x)log(^|j-R(:r), 

Y  =  +  l  »F (a;), 
et  en  allant  de  +  1  —  £  à  —  1  +  £ 

X  =  lF(x)!og([±|)-R(;C), 

Y  =  +-|«F(aj). 
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La   variation   totale  de  l'argument  sur  C'  devient  nulle,    les  deux 
parties  se  détruisant;  donc  l'équation 

QM(s)-f  7tiF(x)  =  0 

admet  n  racines.  D'après  le  théorème  de  M.  Hermite,  ces  n  racines 
se  trouvent  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses;  on  peut  retrouver  ce 
résultat  en  évaluant  la  variation  de  l'argument  sur  le  contour  abcdefga 
(Fig.  2).  La  variation  est 

Sur  abc,  -\-  n  X  n, 

Sur  cd,  —  -s-» 

Sur  ef,  -\-n  X  (n-f  1), 

bur  ga,  —  -~-i 

en  sorte  qu'on  trouve  n  racines  à  l'intérieur  du  contour.  Les  mêmes 
considérations  s'appliquent  évidemment  aux  autres  branches  de  la 
fonction ,  et  l'on  pourrait  même  déterminer  le  nombre  des  racines  de 

Qn(x)-\-kjiiF(x)  =  0 

pour  une  valeur  non  entière  ou  même  imaginaire  de  k. 

5.    La  fonction  Qn(x)  peut  s'exprimer  par  l'intégrale  de  M.  Neumann 

1    r+l  ¥(u)du 


Q»(*)=  g  ƒ 


x  —  u 

—  î 


et  l'on  peut  conclure  de  là,  très  simplement,  que  l'équation  QM(#)  =  0 
n'a  point  de  racine.  Supposons ,  en  effet  (x  n'étant  pas  naturellement 
sur  la  coupure), 

<3) r  ^>^=o, 

J  x  —  u 

-1 

on  aurait  aussi 

(4) r+iF(«fd«  =  0t 


X  —  U 

-1 


car 

r^FWjlu  f+.  FW-FW  du  H-«  F  (u)du 

!         x  —  u  !  x  —  u  i        x  —  u 

-î  '-î  -î 
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et  dans  le  second  membre  la  première  intégrale  s'annule  en  vertu  des 
propriétés  de  F(u),  la  seconde  en  vertu  de  (3).  Or,  je  dis  que  la  rela- 
tion (4)  est  impossible;  soit,  en  effet, 

x  =  a  -\-bi, 

on  devrait  avoir 

-+1        F  (m)2 


r 

-i 


(a  —  uf  +  ô2 


(a  —  u  —  bi)du  =  0. 


La  partie  purement  imaginaire  ne  peut  être  nulle,  à  moins  qu'on 
n'ait  ö  =  0;  mais  x  serait  réel  et,  n'étant  pas  sur  la  coupure,  x  —  m  ne 
changerait  pas  de  signe,  et  la  relation  (4)  est  encore  impossible. 


LXXV. 

(Nouv.  ann.  math. ,  Paris,  sér.  3,  9,  1890,  479 — 480) 


Note  sur  1'intégrale  /   e~u*  du. 


o 


M  Méray  a  montré  récemment  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
1889)  qu'on  peut  obtenir  la  valeur  de  cette  intégrale  à  l'aide  de  la  for- 
mule de  Wallis.  La  déduction  suivante  se  fonde  sur  la  même  idée,  mais 
on  la  trouvera  peut-être  un  peu  plus  simple. 

Soit 

I»  = 


/OD 
un  e~u'  du; 


une  intégration  par  parties  donne 


d'où  l'on  conclut 


2 
L'expression 


T     — W~"1T 

■in  —        o        J-n  — 2  » 


1  .  3  .  5  . . .  (2  fc  —  1)  T 

J-2Ä       —  2*  °' 

j  1    .    Ci    .   O    .    .    .    f% 

J-2Ä  +  1  =  — 


I„  +  i  +  2a;I„  +  xnn-i  =  fu*-x{u-\-xfe-* 


du 


est  évidemment  positive  pour  toute  valeur  réelle  de  x,  donc 

I»»  <  In-l  In-f  1 
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71 

ou,  à  cause  de  I„4-i=       In— 1, 

a 


t2    /   J±  t2 


On  a ,  par  conséquent , 


c'est-à-dire 


II*  ^2/^4-1  I^  +  1'  ^ft  <  Ï2*-ll2As  +  l  , 


.2    ^(1.2.3...^  î2     ^(1.2 .3...  kf 

hk>  4Â._|_2  "-,  '2*<-  4ft 

en  sorte  qu'on  peut  poser 

«*=(1  •;£•,•**('  +  «>■      °<  «<*'*. 

ou,  en  exprimant  I2 ^  par  I0, 

.  [2 [2.4.6.. .(2/^ 

*  io  ~~  [L  .  3  .  5  . .  .  {2k  —  l)f(2k  +  1) ll  "+"   j> 

En  faisant  croître  indéfiniment  l'entier  k,  il  vient,  d'après  la  formule 
de  Wallis, 

211=  j,        U  =  \V*- 


LXXVI. 

(Ann.  Fac.  Sei.,  Toulouse,  4,    1890,    1—  103.) 


Sur  la  théorie  des  nombres. 
CHAPITRE  I. 

SUR    LA    DIVISIBILITÉ    DES    NOMBRES. 

1.  L'idée  de  nombre  a  son  origine  dans  la  considération  de  plusieurs 
objets  distincts. 

C'est  une  notion  qui  s'attache  à  cette  considération ,  où  l'on  fait 
abstraction  de  la  nature  des  objets,  et  qui  est,  d'après  notre  conviction 
intime,  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  envisage  successivement 
les  objets  donnés. 

Ce  dernier  point  est  essentiel  et  constitue ,  à  proprement  dire ,  le 
seul  axiome  de  toute  la  science  des  nombres.  Peut-être  même  est-il 
possible  de  ramener  cet  axiome  à  quelque  chose  de  plus  simple  encore. 

Si  l'on  se  rappelle,  en  effet,  que  l'on  peut  passer  d'une  permutation 
à  une  autre  par  une  série  de  transpositions  opérées  sur  deux  éléments 
voisins,  il  semble  qu'au  fond  il  suffit  d'adopter  l'axiome  dans  le  cas  de 
deux  objets. 

Mais ,  sans  insister  sur  cette  question ,  nous  nous  bornerons  à  obser- 
ver que  les  relations  exprimées  par  les  équations 

a-{-b  =  b-\-a,        a-j-b-\-c  =  a-\-(b-{-c),        ..., 
abc  =  bac  =  c(ab),        ..., 
a  (b  -f-  c)  =  ab  -j-  ac ,       ..., 

doivent  être  considérées  comme  des  théorèmes  qui  découlent  de  l'axi- 
ome fondamental  qui  donne  naissance  à  l'idée  de  nombre. 
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2.  En  comparant  un  nombre  a  avec  les  multiples  0,  b,  2b,  . . .  d'un 
second  nombre  &,  deux  cas  peuvent  se  présenter.  Ou  bien  a  est  égal 
à  un  multiple  de  b,  alors  a  est  divisible  par  b,  b  un  diviseur  de  a,  ou 
bien  le  nombre  a  tombe  entre  deux  multiples  consécutifs  de  b.  Dans 
ce  dernier  cas,  il  existe  un  nombre  m  tel  que  a  =  mb  -\-  c,  c  étant 
positif,  mais  inférieur  à  b. 

3.  Etant  donnés  plusieurs  nombres  a,  b,  c,  . . . ,  l,  on  peut  toujours 
trouver  des  nombres  qui  sont  en  même  temps  divisibles  par  a,  par 
b,  ....  par  L  Parmi  ces  nombres  qu'on  appelle  communs  multiples  de 
a,  &,  c,  . . . ,  l,  il  y  en  a  un  nécessairement  qui  est  le  plus  petit  et  qui 
s'appelle  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  a,  b,  c,  . . . ,  L 

Théorème  I.  —  Le  plus  petit  commun  multiple  m  des  nombres 
a,  b,  c,  ...,  I  divise  exactement  tout  autre  commun  multiple  M  de 
ces  nombres. 

En  effet,  si  M  n'était  pas  un  multiple  de  m,  la  division  de  M  par 
m  donnerait  lieu  à  une  relation 

M  =  k  m  -j-  m', 
où  m'  serait  positif,  mais  inférieur  à  m.  Or  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  m'  serait  encore  un  commun  multiple  de  a,  &,  c,  . . . ,  l,  ce 
qui  est  absurde ,  puisqu'on  suppose  qu'il  n'existe  pas  un  tel  commun 
multiple  inférieur  à  m. 

Il  est  clair  qu'on  peut  énoncer  ce  théorème  encore  de  cette  manière: 

Théorème  Ia.  —  Si  un  nombre  M  admet  pour  diviseurs  les  nombres 
a,  6,  c,  ...,  I,  le  plus  petit  commun  multiple  de  a,  b,  c,  ...,  I  sera 
encore  un  diviseur  de  M. 

4.  Le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 

a  >  b  >  c  >  . . .  >  l 

est  évidemment  au  moins  égal  à  a,  et  il  ne  peut  être  égal  à  a  que  dans 
le  cas  où  b,  c,  . . . ,  l  sont  des  diviseurs  de  a. 

5.  Un  nombre  qui  divise  à  la  fois  a,  6,  c,  . .  . ,  l  s'appelle  un  com- 
mun diviseur  de  ces  nombres.  Parmi  ces  communs  diviseurs,  il  y  en  a 


SUR   LA   THÉORIE  DES   NOMBRES.  267 

nécessairement  un,  plus  grand  que  les  autres,  et  qui  s'appelle  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a,  b,  c,  . . . ,  l. 

Théorème  IL  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  ô  des  nombres 
a,  b,  c,  . . . ,  l  est  un  multiple  de  tout  autre  commun  diviseur  ô'  de  ces 
nombres. 

Soient,  en  effet,  ô,  ô',  ô",  ...  les  communs  diviseurs  des  nombres 
donnés.  Puisque  a  est  divisible  par  ô ,  ô',  ô",  . . . ,  il  est  encore  divisible 
par  le  plus  petit  commun  multiple  de  ô,  ô',  ô",  .  . . ,  et  il  en  est  de 
même  pour  b,  c,  .  .  . ,  L  Par  conséquent,  le  plus  petit  commun  multiple 
de  ô,  ô',  ô",  . .  .  est  encore  un  commun  diviseur  de  a,  b,  c,  . . . ,  l.  Ce 
plus  petit  commun  multiple  est  donc  nécessairement  égal  à  ô,  et 
ô',  ô",  . . .  sont  les  diviseurs  de  ô.  L'ensemble  des  communs  diviseurs 
de  a,  b,  c,  . . . ,  l  est  identique  avec  l'ensemble  des  diviseurs  de  ô. 

6.  Pour  chercher  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  de  a,  b,  c,  ...,/,  on  peut 
diviser  ces  nombres  en  divers  groupes ,  chercher  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.) 
des  nombres  contenus  dans  ces  groupes ,  ensuite  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.) 
des  nombres  ainsi  obtenus. 

On  pourra  donc  ramener  le  problème  toujours  au  cas  où  il  n'y  a  que 
deux  nombres  a  et  b,  et,  dans  ce  cas,  l'algorithme  d'Euclide  conduit 
de  la  façon  la  plus  simple  à  la  connaissance  du  p.  g.  c.  d.  Par  une  suite 
de  divisions,  on  obtient  les  relations 


a 

=  qb 

+  r, 

b 

=  q'r 

+  r', 

r 

—  q"r' 

+  r», 

r(k- 

■l)  =  g(ft  +  l) 

r(fc)_j_  r(k  +  l) 

r\k) 

_  q(k+2) 

r(k  +  D 

et  r(k  +  1)  est  le  p.  g.  c.  d.  de  a  et  b. 

Soit  ô  le  p.  g.  c.  d.  de  a,  b,  c,  ... ,  l,  alors  les  nombres  ma,  mb,  . ..,  ml 
sont  tous  divisibles  par  m  ô,  leur  p.  g.  c.  d.  est  donc  nécessairement 
divisible  par  mô,  mais  on  reconnaît  immédiatement  que  ce  p.  g.  c.  d. 
est  exactement  mô. 
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Pour  abréger ,  nous  emploierons  quelquefois  les  symboles 

(a,  b,  c,  . ..,  I), 

\a,  b,  c,  . . . ,  l\ 

pour  désigner  respectivement  le  p.  g.  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  de  a,  b,  ...,  I 
On  a  donc 

{ma,  mb,  . . . ,  ml)  =  m  X  {a,  b,  .  .  . ,  l) 
et  de  même 

\ma,  mb,  ...,  ml\  =  m  X  \a,  b,  ...,  l\. 
De  là  on  peut  conclure  le  lemme  suivant  qui  est  souvent  utile. 
Lemme.    Soient  d  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m  )  des  a  nombres 

a,  a',    a",     ..., 
e  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  des  ß  nombres 

b,  b',     b",     ..., 
alors  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  des  aß  produits 

ab,     ab',     ab",     ...,        a'b,     a'b',     ...,         a"  b ,     a"b',     ... 

est  de. 

En  effet,  les  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  des  divers  groupes 

ab,      ab',      ab", 
a'b,     a'b',     a'b", 
a"b,    a"b',    a"b", 


■ . . , 

. . . , 
■  ■  ■ , 


sont  respectivement  ae,  a'e,  a"e,  ...,  et  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  de 
ces  derniers  nombres  est  de. 

7.     La  recherche  du  p.  p.  c.  m.  peut  se.  ramener  toujours  à  celle  du 
p.  g.  c.  d.,  et  réciproquement. 

Le  p.  p.  c.  m.  de  a,  b,  c  est  de  la  forme 

abc  bc       ,       ca  ab 

d  d  d  d 

donc  d  doit  être  un  commun  diviseur  de  bc,  ca,  ab.  Pour  avoir   le 
p.  p.  c.  m.,  il  faut  évidemment  prendre  pour  d  le  p. g. cd.  de  bc,ca,ab. 
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Théorème  III.  —  Le  p.  p.  c.  m.  (p.  g.  c.  d.)  de  a,  b,  c,  .  .  . ,  l  est  égal 
au  produit  abc. . .  I  divisé  par  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  des  produits 

0  C  .  .  ,  l  j      Cl  C  .  .  .  I  ,       •  •  •  •      CL  0  C  .  .  .  K. 

8.  Dans  le  cas  de  deux  nombres  a  et  b,  le  produit  du  p.  g.  c.  d.  et 
du  p.  p.  c.  m.  est  ab.  Cette  relation  n'a  plus  lieu  dans  le  cas  où  l'on 
a  n  nombres.  Cependant  ou  peut  rétablir  l'analogie,  et  il  faut,  pour 
cela,  considérer,  non  seulement  le  p.  g  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.,  mais  une 
suite  de  n  nombres  qui  dérivent  d'une  façon  particulière  des  nombres 
donnés. 

Nous  allons  entrer  dans  quelques  détails  sur  cette  théorie ,  comprise 
dans  des  recherches  plus  générales  de  M.  Smith  dont  nous  aurons  à 
parler  plus  loin. 

Considérons  n  nombres 

(A) a,     b,     c,     . .  . ,     /. 

Prenons  deux  nombres,  par  exemple  a  et  b,  de  ce  système  et  rempla- 
çons-les par  leur  p.  g.  c.  d.  et  leur  p.  p.  c.  m.  On  aura  ainsi  un  second 
système  (Ax) 

En  répétant  la  même  opération  sur  (Ax)  pour  en  déduire  un  système 
(A2),  puis  un  système  (A3),  ..  .,  on  finira  toujours  par  obtenir  un  sy- 
stème dans  lequel  deux  nombres  quelconques  sont  eux-mêmes  leur 
p.  g.  c.  d.  et  p.  p.  c.  m.,  c'est-à-dire  l'un  de  ces  nombres  divise  l'autre. 
Si  l'on  ordonne  les  nombres  de  ce  système  définitif  par  ordre  de  gran- 
deur croissante 

eu  divise  eu  +  x,  et  nous  dirons  que  ces  nombres  forment  le  système 
réduit ,  eu  est  le  &ième  nombre  réduit.  En  effet ,  on  verra  que  ce  système 
réduit  est  unique  et  indépendant  de  la  manière  dont  on  a  dirigé  les 
opérations. 

9.  Pour  faciliter  un  peu  le  langage ,  nous  dirons  que  deux  nombres 
forment  un  couple  réduit  lorsque  l'un  de  ces  nombres  divise  l'autre. 
Il  est  clair  que,  si  a  et  b  sont  un  couple  réduit,  les  groupes  (A)  et  (Aj) 
sont  identiques  ;  on  peut  donc  se  dispenser  de  combiner  les  couples 
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réduits.  Si  tous  les  couples  de  (A)  étaient  réduits,  ce  groupe  serait 
déjà  le  système  réduit. 

Nous  allons  faire  voir  qu'en  combinant  deux  nombres  qui  ne  forment 
pas  un  couple  réduit,  on  augmente  toujours  le  nombre  total  des  cou- 
ples réduits. 

Considérons ,  pour  cela ,  les  divers  couples  réduits  de  (A).  On  peut 
distinguer  les  quatre  catégories  suivantes  : 

1°  Les  couples  réduits  f,  g  qui  ne  renferment  ni  a,  ni  b.  Il  est  bien 
clair  que  ces  couples  réduits  se  retrouvent  dans  (A^. 

2°  Les  couples  réduits  a,  f  qui  renferment  le  nombre  a  et  qui  son; 
tels  que  b,  f  n'est  pas  un  couple  réduit.  Dans  ce  cas .  au  moins  un  des 
couples  a',  f  et  b',  f  sera  réduit ,  et  ils  peuvent  l'être  tous  les  deux. 
En  effet,  si  f  divise  a,  il  est  clair  qu'il  divise  aussi  b',  et,  si /"est  mul- 
tiple de  a,  il  sera  aussi  multiple  de  a'.  [On  suppose  a'  =  (a,  b),  &'  =  |a,  &;.] 

3°  Les  couples  réduits  b,  f  qui  renferment  le  nombre  b  et  qui  sont 
tels  que  a,  f  n'est  pas  un  couple  réduit.  Il  est  clair  que  ce  que  nous 
venons  de  dire  pour  le  second  cas  s'applique  encore  ici. 

4°  Les  couples  réduits  a,  f  qui  sont  tels  que  b,  fest  en  même  temps 
un  couple  réduit.  Dans  ce  cas,  on  reconnaît  facilement  que  les  couples 
a',  f  et  b',  f  sont  aussi  réduits  tous  les  deux.  Il  suffit  d'examiner  suc- 
cessivement les  trois  hypothèses  possibles:  f  divise  a  et  b;  f  est  mul- 
tiple de  a  et  de  6;  f  divise  l'un  des  nombres  a,  b  et  est  multiple  de 
l'autre. 

Nous  avons  ainsi  énuméré  déjà  dans  le  système  (Ax)  au  moins  autant 
de  couples  réduits  que  dans  (A).  Mais  le  système  (Âx)  renferme  encore 
le  couple  réduit  a',  b',  par  conséquent  le  nombre  des  couples  réduits 
du  système  (Ax)  surpasse  au  moins  d'une  unité  le  nombre  des  couples 
réduits  de  (A). 

Par  un  nombre  fini  d'opérations ,  on  arrivera  donc  nécessairement 
à  un  groupe  de  n  nombres  dont  tous  les  couples  sont  des  couples  ré- 
duits ,  et  qui  est  ainsi  le  système  réduit.  Il  reste  à  faire  voir  que  ce 
système  réduit  est  unique. 

10.  On  constate  d'abord  qu'en  remplaçant  a  et  b  par  a'  et  b',  on 
ne  change  ni  le  p.  g.  c.  d. ,  ni  le  p.  p.  c.  m.  des  nombres  du  système. 
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Envisageons  maintenant  les  divers  produits  k  à  k  des  nombres  (A), 
pour  voir  quelles  modifications  résultent,  pour  ces  produits,  par  le 
remplacement  de  a  et  b  par  a'  et  b'. 

Les  divers  produits  k  à  k  se  composent  : 

1°  Des  produits  qui  ne  renferment  ni  a,  ni  b; 

2°  Des  produits  qui  renferment  a  et  b; 

8°  Des  produits  qui  renferment  un  seul  des  nombres  a  et  b. 

Il  est  clair  que  ce  sont  les  derniers  produi;s  seulement  qui  sont 
affectés  par  le  remplacement  de  a  et  b  par  a'  et  b'.  Ces  produits  sont, 
d'ailleurs,  en  nombre  pair  et  peuvent  être  écrits  ainsi 

aP,    oP',    aP",    aP'",     ..., 
&P,     &P',     ôP",     &P"',     ..., 

P,  P',  P",  . . .  étant  les  divers  produits  k  —  1  à  k  —  1  des  nombres  c, . .. ,  l. 
En  remplaçant  maintenant  a  et  b  par  a'  et  &',  cela  revient  évidem- 
ment à  remplacer  chaque  couple 

(aP,  6P),     (aP'.&P'),     (oP",6P"),     ... 

par  son  p.  g.  c.  d.  et  son  p.  p.  c.  m.  Cette  opération,  nous  l'avons  déjà 
remarqué,  n'influe  ni  sur  le  p.  g.  c.  d.,  ni  sur  le  p.  p.  c.  m.  des  divers 
produits  k  k  k. 

Par  conséquent ,  le  p.  g.  c.  d.  D*  et  le  p  p.  c.  m  Ma  des  divers  pro- 
duits k  k  k  des  nombres  (A)  ne  changent  pas  en  passant  aux  nombres 
(Ax).  D/t  et  M*  sont  aussi  le  p  g.  c.  d.  et  le  p.  p  c  m.  des  produits  k  à  k 
du  système  réduit 

c'est-à-dire 

Dk  =  exe2. . .  ek,        M*  =  e„*n-i  •  •  •  fn-k+i- 
De  là  on  conclut  les  relations  suivantes 


e1  =  Dï,        e2      =~,      ...,      ek  =-—  -,       ...,      en  = 


V      •'•'        *  D&_i'       ••''        n—  D 


» 


M-l 


,,  M2  M*  Mn 

*-"Mi'    en-i=w^    ■••'    p—*+i==:srr1'    •••'    'i  =  mw^' 

qui  mettent  en  évidence  ce  fait  que  le  système  réduit  est  unique  et 
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donnent  l'expression  des  nombres  réduits  en  fonction  de  a,  &,  c,  . . . ,  l. 
Les  relations 

e1  =  D1  =  M»:M„_i,        p«  =  M1  =  D„:  D„_i 
reproduisent  le  théorème  III.   Puisque  eu  divise  e*  +  i,  on  voit  que  D| 
divise  D^  +  i  D&_i,  Mf  est  multiple  de  M^iMi-i;  on  pourrait  le  dé- 
montrer   directement  en  s'appuyant  sur  le  lemme  du  n°  6.    On   voit 
que  Dfc  ne  peut  être  égal  à  Dfc  _  i ,  à  moins  qu'on  n'ait  D1  =  D2=...=D*=1. 

11.  Lemme.  a'  et  b'  étant  le  p  g.  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  de  a  et  b, 
le  p   g.  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  de 

(m,  a)    et    (m,  b) 
sont  respectivement 

(m,  a')    et    (m,  &'). 

De  même,  le  p.  g.  c  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  de 

|  m ,  a  |    et    |  m ,  ö  | 
sont  respectivement 

I  m,  a'|    et    |  m,  6'  |. 

Pour  démontrer  la  première  partie,  on  remarque  d'abord  que  le 
p.  g.  c.  d.  de  (m,  a)  et  (m,  b)  est  évidemment  (m,  a,  b)  =  (m,  a').  Cela 
étant,  pour  démontrer  que  (m,  b')  est  le  p.  p.  c.  m.  de  (m,  a)  et  (m,  b), 
il  suffira  de  faire  voir  que 

(m ,  a)  X  {m ,  b)  =  (m ,  a')  X  (m ,  b'). 
Mais  cela  est  évident;  car,  d'après  le  lemme  du  n°  6,  on  a 

(m ,  a)  X  (m ,  b)  =  (m2,  ma,  mb,  ab)  =  (m2,  m  a',  a  b) , 
(m,  a')X('N,  6')  =  (m2,  ma',  m 6',  a' 6')  =  (m2,  ma',  a' b'). 
Pour  la  seconde  partie,  on  remarque  d'abord  que  le  p    p.  c   m.   de 
|  m ,  a  i  et    m ,  b  |  est  évidemment  !  m ,  a ,  b  |  =  I  m ,  6'  |  ;  et  ensuite  il  est 
clair  que 

I  m ,  a  |  X  |  m ,  6  |  =  |  m ,  a'  |  X  i  m ,  &'  I . 
On  conclut  de  ce  lemme  que  les  nombres  réduits  de 

{m,  a),    (m,  6),     {m,  c),     ...,     (m,  l) 
sont 

(m,  ej),    (m,  e2),    (m,  e3),    . . . ,    (m,  e„). 
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De  même ,  les  nombres  réduits  de 

|  m,  a  |,     |  m,  b  |,     |  m,  c  |,     . . . ,     |  wi,  J  | 
sont 

|  »n ,  ex  | ,     |  wi ,  *2 1  >     I  m  t  €i  I  »     •  •  •  >     I  w ,  e«  | . 

12.  Nous  avons  considéré,  dans  le  n°  10,  les  divers  produits  k  à  k 
des  nombres  a,  6,  c,  . . . ,  l.  Si ,  au  lieu  de  cela,  on  avait  considéré 
simplement  les  divers  groupes  k  à  k,  non  pour  en  former  les  produits, 
mais  pour  en  prendre  le  p.  g.  c.  d.  ou  le  p.  p.  c.  m. ,  on  serait  arrivé 
aux  résultats  suivants  : 

ex  est  le  p.  g.  c.  d.  de  \a\,  \b\,  \c\,  . . . ,  \l\; 

Ci)                                ««                                 (.1  ,     ^     j       il  ,   (.     j     .  .  .  ,       a  ,   L     , 
é?3                                 j,                                (t  ,(>)(')(( }   0 ,   il     }    ...  ", 
? 

puis  aussi 

e„       est  le  p.  p.  c.  m.  de  (a),  (b),  . . . ,  {l); 

en-i  „  (a,  b),  (a,  c),  ...,  (k,  /); 

en-2  „  (a,  ô,  c),  {a,  b,  d),  ...  ; 


Cette  recherche  n'offre  aucune  difficulté  en  s'appuyant  sur  le  lemme 
du  n°  11. 

13.  On  dit  que  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  (ou  bien  a 
est  premier  avec  b)  lorsque  leur  p.  g.  c.  d.  est  égal  à  l'unité;  leur  p.  p. 
c.  m.  est  alors  égal  à  leur  produit. 

Lemme.  —  On  a 

(a,  bc)  =  (a,  c)  X  {a,  b). 

En  effet ,  il  est  clair  que 

(a,  bc)  =  (a,  bc,  ac), 
or 

{bc,  ac)  =  c  X  (a,  b). 

Théorème  IV.  —  Lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  tout  com- 
mun diviseur  de  a  et  bc  est  aussi  commun  diviseur  de  a  et  c. 

Il  suffit  évidemment  de  montrer  que 

(a,  bc)  =  (a,  c), 
II  18 
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mais  cela  est  évident  d'après  le  lemme  précédent,  puisque  (a,  b)  =  1 
par  hypothèse. 

On  déduit  de  ce  théorème  les  conséquences  suivantes  :  1°  Si  c  est 
aussi  premier  avec  a,  bc  est  premier  avec  a.  Il  est  facile  de  généraliser 
ce  résultat  ainsi.  Les  nombres 

a,    a',    a",     . . . , 
6,     6',     &",     ..., 

étant  tels  que  chaque  nombre  a,  a',  . . .  est  premier  avec  tous  les  nom- 
bres b,  b',  . . . ,  le  produit  a  a'  a"  . . .  est  premier  avec  bb'  b"  . . . ,  am  est 
premier  avec  bn.  2°  Lorsque  bc  est  divisible  par  a  (a  et  b  étant  premiers 
entre  eux) ,  c  est  divisible  par  a. 

14.  On  dit  que  plusieurs  nombres  a,  b,  c,  . . . ,  l  sont  premiers  entre 
eux  lorsque  deux  quelconques  d'entre  eux  le  sont.  On  peut  remplacer 
cette  définition  par  la  suivante  qui  lui  est  équivalente.  Plusieurs  nom- 
bres a,  b,  c,  . . . ,  l  sont  premiers  entre  eux  lorsque  a  est  premier  avec 
bc  . . .  I,  b  avec  cd  ...  I, ... ,  enfin  k  avec  L 

Le  p.  p.  c.  m.  des  nombres  a,  b,  c,  . . . ,  l,  qui  sont  premiers  entre  eux, 

est  égal  à  leur  produit,  et  cette  propriété  est  caractéristique.  En  effet, 

ayant 

\a,b,  c,  . . .  ,l\  =abc . . .  I, 

il  est  impossible  que  deux  de  ces  nombres  aient  un  diviseur  commun 
>  1.  Car ,  si  ô  divise  a  et  b , 

ç     s\  CQi  •  •  •  C 

O 

est  un  commun  multiple  de  a,  b,  c,  . . . ,  /. 

Un  nombre  admettant  les  diviseurs  a,  b,  c,  . . . ,  l  premiers  entre  eux, 
est  divisible  par  leur  produit  abc .  .  .1. 

On  peut  dire  encore:  les  nombres  a,  &,  c,  . . . ,  l  sont  premiers  entre 
eux  lorsque  le  (n —  lpme  nombre  réduit  en_i  =  l.  En  effet,  e„_i  est  le 
p.  p.  c.  m.  des  nombres 

(a,b),    (a,c),    (b,c),     ...,    (k,l). 

On  a  alors  aussi 

6\  =  62  z==  •  •  •  ==  Cn—2  ==:  Cn  —  i  =  1 , 

en  =  abc . . .  I. 
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Pour  que  plusieurs  nombres  a,  b ,  c,  . . . ,  l  soient  premiers  entre  eux, 
il  ne  suffit  pas  que  leur  p.  g.  c.  d.  soit  égal  à  l'unité,  il  faut  que  le 
p.  g,  c.  d.  D«_i  des  produits 

bc  . .  .1,    ac  . .  .1,     . . . ,    abc  . .  .  k 

soit  égal  à  l'unité.  (Voir  le  théorème  III  et  la  fin  du  n°  10.) 

Lemme.  —  Le  p.  g.  c.  d.  des  nombres  m,  a,  b  étant  l'unité,  on  a 

(m,  ab)  =  (m ,  a)  X  {m ,  b). 

En  effet,  d'après  le  lemme  du  n°  6, 

(m,  a)  X  {m,  b)  =  (m2,  ma,  mb,  ab)} 
or 

(m2,  ma ,  mb)  =  m  X  {m ,  a,  b)  =  m 

d'après  l'hypothèse. 

Plus  particulièrement,  on  aura 

(m ,  ab)  =  (m ,  a)  X  (m ,  b) 

lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux.  Ce  résultat  peut  se  généraliser 
immédiatement  ainsi. 

Théorème  V.  —  Les  nombres  a,  b,  c,  ...,  I  étant  premiers  entre 
eux ,  on  a 

{m ,  abc . . .  I)  =  (m ,  a)  X  {m ,  b)  X  {m ,  c)  X  . . .  X  (m ,  l). 

Remarque.  —  Ce  résultat  est  compris  aussi  comme  cas  particulier 
dans  les  propositions  obtenues  dans  le  n°  11.  En  effet,  le  wième  nombre 

réduit  de 

{m,  a),    (m,  6),     (m,  c),     ...,     (m,  l), 

c'est-à-dire  leur  p.  p   c.  m.  est  égal  à 

(m,  e„)  =  (m,  \a,  b,  c,  . ..,  1 1). 

En  supposant  a,  b,  c,  . . . ,  l  premiers  entre  eux  ,  on  retrouve  le  théorème 
ci-dessus.  On  peut  en  tirer  la  conséquence  que  voici.  Les  nombres 
a,  b,  c,  .  .  . ,  /  étant  premiers  entre  eux,  un  diviseur  ô  de  leur  produit 
peut  être  toujours  mis  d'une  seule  façon  sous  la  forme 

ô  =  a'  b'c'  ...l', 

où  a'  divise  a,  b'  divise  b,  .  .  . ,  V  divise  /.  En  effet,  si  cette  décompo- 
sition en  facteurs  est  possible,  a'  doit  diviser  a  et  ô,  et  par  consé- 
quent (a,  ô). 
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Mais,  d'après  le  théorème  V,  on  a 

ô  =  (a,ô)X{b,ô)X  ...X(/,<5); 
d'où  il  est  clair  que  la  décomposition  est  possible,  et  d'une  seule  ma- 
nière. 

D'autre  part,  on  obtient  toujours  un  diviseur  de  a  bc  ...  I,  en  mul- 
tipliant un  diviseur  quelconque  a'  de  a  par  un  diviseur  b'  de  6,  etc. 

On  peut  donc  conclure: 

Théorème  VI.  —  Les  nombres  a,  ô,  c,  . ..,  I  étant  premiers  entre 
eux ,  on  obtient  tous  les  diviseurs  de  leur  produit  abc  . . .  I,  et  chaque 
diviseur  une  seule  fois ,  en  multipliant  chaque  diviseur  de  a  par  chaque 
diviseur  de  b,  ... ,  par  chaque  diviseur  de  L 

Corollaire.  —  En  désignant  par  f  (m)  le  nombre  des  diviseurs  de  m 
(ou  la  somme  de  ces  diviseurs ,  ou  la  somme  de  leurs  kièmea  puissances) , 

on  a 

f  {abc  . . .  ï)  =  f{a)  X  f{b)  X  f{c)  X  ...  X  f{l) 

lorsque  a,  &,  c,  . . . ,  l  sont  premiers  entre  eux. 

15.  Tout  nombre  a  (excepté  l'unité)  a  au  moins  les  deux  diviseurs  a 
et  1.  Tout  nombre  qui  n'admet  pas  d'autres  diviseurs  s'appelle  nombre 
premier.  Nous  ne  compterons  pas  l'unité  parmi  les  nombres  premiers  : 
les  plus  petits  nombres  premiers  sont 

2,     3,     5,     7,     11,     13,     17,     19,     23,     29,     .... 

Tout  nombre  qui  n'est  pas  premier  est  dit  composé.  Un  nombre  com- 
posé a  est  toujours  égal  à  un  produit  bc  dont  les  facteurs  sont  >  1  tous 
les  deux. 

Soient p  un  nombre  premier,  a  un  nombre  quelconque;  si  p  ne  divise 
pas  a,  a  et  p  seront  premiers  entre  eux. 

Lorsqu'un  nombre  premier  p  divise  le  produit  abc . .  .1,  p  doit  diviser 
au  moins  un  des  facteurs  a,  6,  c,...,J;  car,  dans  le  cas  contraire,  p 
serait  premier  avec  a,  avec  &,...,  avec  /,  par  conséquent  premier  avec 
abc  .  .  .  I  et  ne  pourrait  diviser  ce  produit. 

Théorème  VII.  —  Tout  nombre  composé  admet  un  diviseur  premier. 

En  effet,  il  est  clair  que  le  plus  petit  diviseur,  surpassant  l'unité, 
d'un  nombre  composé ,  est  nécessairement  un  nombre  premier. 
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Théorème  VIII.  —  Tout  nombre  composé  est  égal  à  un  produit  de 
facteurs  premiers  ou,  comme  on  dit,  il  est  décomposable  en  facteurs 
premiers.  Cette  décomposition  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 

En  effet ,  mettons  le  nombre  composé  a  sous  la  forme  d'un  produit 

bc ...  I 

de  facteurs  >  1 ,  de  toutes  les  manières  possibles.  Le  nombre  de  ces 
facteurs  sera  toujous  inférieur  à  w,  en  supposant  2n  >  a.  Parmi  ces  pro- 
duits égaux  à  a,  il  y  en  aura  donc  un  ,  au  moins ,  dans  lequel  le  nombre 
des  facteurs  est  le  plus  grand.  Soit 

Pi  P2  •  •  •  Pk 

un  tel  produit,  il  est  clair  que  tous  les  facteurs  sont  des  nombres  pre- 
miers; car,  si  par  exemple  px  était  composé,  on  pourrait  obtenir  un 
produit  égal  à  a  et  renfermant  k  -j-  1  facteurs. 

Remarque.  —  Il  est  clair  qu'on  obtient  toujours  par  un  nombre  fini 
d'essais  les  divers  produits  égaux  à  a  que  nous  considérons.  Il  suffit 
d'écrire  les  nombres 

2,     3,     4,     ...,     a, 

de  prendre  leurs  divers  produits  un  à  un  ,  deux  à  deux  ,  . . . ,  n —  1  à 
n —  1  (avec  répétitions)  et  de  ne  conserver  que  ceux  de  ces  produits 
qui  sont  égaux  à  a. 

La  première  partie  du  théorème  se  trouve  ainsi  démontrée  ;  quant 
à  la  seconde  partie,  supposons  deux  décompositions  en  facteurs  pre- 
miers 

«  =  PiP22V--  =  2i?2<Z;5--- 

Il  est  clair  que  ql  doit  diviser  le  produit  p1  p2ps . . . ,  et ,  par  conséquent, 
un  des  nombres  px,  p2l  pSi  . . .  :  donc  qx  est  égal  à  un  de  ces  nombres, 
par  conséquent  p1  =  qv 
On  en  conclut 

P2  Ps  •  •  • ==  92  Q&  •  •  •  » 
d'où 

p2  =  q2 ,     

Le  théorème  étant  ainsi  complètement  démontré,    on   voit   qu'on 
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peut  mettre  un  nombre  quelconque,  et  cela  d'une  seule  manière,  sous 
la  forme 

paqPr?  .  .  ., 

p,  q,  r,  ...  étant  des  nombres  premiers  distincts,  a,  /?,  y,  . .  .  des  nom- 
bres quelconques. 

On  peut  déduire  ce  théorème  aussi  du  théorème  VII. 

16.  Pour  que  deux  nombres  soient  divisibles  l'un  par  l'autre ,  il 
faut  et  il  suffit  qu'en  ayant  décomposé  les  deux  nombres  en  facteurs 
premiers  le  diviseur  n'ait  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  le  divi- 
dende ,  et  que  ces  facteurs  ne  figurent  pas  dans  le  diviseur  avec  de 
plus  grands  exposants  que  dans  le  dividende.  Cela  est  évident  d'après 
ce  qui  précède. 

A  l'aide  de  ce  résultat,  on  peut  reconnaître  immédiatement  la  vérité 
de  tous  les  théorèmes  que  nous  avons  obtenus  sur  le  p.  p.  c  m.,  le 
p.  g.  c.  d. ,  en  supposant  tous  les  nombres  décomposés  en  facteurs 
premiers.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  sujet,  cependant  on  doit  re- 
marquer que  ce  n'est  là,  à  proprement  parler,  qu'une  espèce  de  véri- 
fication; cela  devient  sensible  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  propositions 
plus  compliquées,  comme  celles  du  n°  11  sur  les  nombres  réduits.  Mais 
nous  devons  expliquer  encore  comment  on  obtient  immédiatement  les 
nombres  réduits  de  a,  ö,  c,  . . .  ,  l,  lorsqu'on  a  décomposé  ces  nombres 
en  facteurs  premiers. 

Supposons  donc 


a  =  p"ip"2 .  é 

■Pi", 

b=p(ip$2.. 

<PÎ>, 

c  =py1lpp.. 

•rt>, 

l  =  p\lp\2.. 

•pi"- 

Pour  plus  de  symétrie,  nous  avons  introduit  partout  les  mômes  nom- 
bres premiers  pXl  p2j  . . .  tpk,  ce  qui  peut  se  faire  en  admettant  pour  les 
exposants  aussi  la  valeur  0. 

Considérons  les  exposants  de  pi 

«ó     ßi,     Yi,     •••,     U- 
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I 

Supposons  qu'en  les  écrivant  par  ordre  de  grandeur  croissante  on  ait 
Alors  on  aura 

<?2=Pl'  Pi'  •  ••?**, 

h=PÎtâ-'-Pk*, 
> 

en=PÏP%..-plk*. 

C'est  ce  qu'on  vérifie  directement  en  remarquant ,  par  exemple ,  que 

ex  e2 . . .  ejc  =  D* 

est  bien ,  avec  ces  valeurs  de  <?1?  e2,  . . . ,  en ,  le  p.  g.  c.  d.  des  produits  k 
à  Ä  des  nombres  a,  b,  c,  .  . . ,  l.  On  vérifie  encore  sans  peine  les  expres- 
sions des  eh  que  nous  avons  obtenues  dans  le  n°  12. 
Les  diviseurs  de  pa  sont 

1,    p,    pa,     ...,    pa, 

leur  nombre  est  a  -j-  1 ,  leur  somme 

pa+1  —  1 


Un  nombre  quelconque 
admet  donc 


p*qßrr 


(a  +  l)X0  +  l)X(y  +  l)... 

diviseurs ,  et  leur  somme  est 

pa  +  1  — 1       î/î  +  i_1       ry  +  i_i 
q  —  1  r  —  1 

17.  Décomposer  un  nombre  donné  en  facteurs  premiers ,  c'est  un 
problème  dont  la  solution  exige  un  grand  nombre  de  tâtonnements. 
On  a  imaginé  de  nombreux  artifices  pour  abréger  le  travail;  mais, 
quoi  qu'on  fasse,  cette  décomposition  est,  en  réalité,  impraticable 
pour  un  nombre  un  peu  grand.  Aussi  serait-il ,  par  exemple ,  à  peu 
près  impossible  d'obtenir  de  cette  façon  le  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres 
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de  douze  à  quinze  chiffres;  l'algorithme  d'Euclide  conduit  sans  trop  de 
peine  au  but. 

On  voit  par  là  que  ce  n'est  pas  seulement  en  se  plaçant  au  point  de 
vue  théorique  qu'on  peut  exiger  de  ne  pas  faire  intervenir  la  décom- 
position en  nombres  premiers  dans  des  questions  où  ces  nombres  pre- 
miers ne  figurent  pas  expressément. 

Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers.  En  effet,  p  étant  un  nombre 
premier,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  que/;. 
Soit ,  pour  le  montrer, 

P  =  2  X  3  X •    •  Xp 

le  produit  de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  p.  Met- 
tons le  nombre  P  d'une  façon  quelconque  sous  la  forme  d'un  produit 
de  deux  facteurs 

P  =  AB, 

alors  il  est  clair  que  le  nombre  N  =  A  •-(-  B  n'est  divisible  ni  par  2,  ni 
par  3,  . .  .,  ni  par  p.  En  décomposant  donc  N  en  facteurs  premiers,  on 
trouvera  nécessairement  des  nombres  premiers  qui  surpassent  p. 

Remarquons  avec  M.  Cayley  que,  si  l'on  prend  A  =  P,  B  =  l,  les 
nombres  N  -f- 1>  N  -f-  2,  ...,  N  -\- p — 1  sont  tous  composés;  d'où  l'on 
voit  que  la  différence  de  deux  nombres  premiers  consécutifs  peut  sur- 
passer un  nombre  donné. 

18.  Voici  une  proposition  dont  on  a  besoin  quelquefois.  Il  est  tou- 
jours possible  de  mettre  le  p.  p.  c.  m.  des  nombres  a,  6,  c,  . . . ,  l  sous 
la  forme  d'un  produit 

a'b'  c'  ...  V, 

dont  les  facteurs  sont  premiers  entre  eux  et  divisent  respectivement 
a,  b,  c,  . . . ,  l.  Adoptons  les  notations  du  n°  16,  le  p.  p.  c.  m.  est 

Ecrivons  les  nombres  a,  6,  c,  . . . ,  l  l'un  au-dessous  de  l'autre.  Ecri- 
vons ensuite  le  facteur  pf  à  côté  d'un  des  nombres  a,  b,  c,  . . . ,  l  qu'il 
divise  (un  au  moins  de  ces  nombres  est  divisible  par  plA.  Faisons  de 
même  pour  p\  . .  .plkk.  Alors  on  prendra  pour  a'  le  produit  des  nombres 
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qu'on  aura  écrits  à  côté  de  a  {a'  =  1  lorsque  aucun  nombre  ne  se  trou- 
verait à  côté  de  a),  de  même  pour  b',  c',  . . . ,  V. 

Il  est  clair  qu'on  obtiendra  toujours  au  moins  une  solution;  elle  est 
unique  dans  le  cas  où,  parmi  les  nombres  a,  b,  . . . ,  l,  il  n'y  en  a  qu'un 
seul  divisible,  soit  parp'1,  soit  par  p%,  etc.  Dans  le  cas  contraire,  le 
problème  admet  toujours  plusieurs  solutions. 

19.  On  peut  toujours  obtenir  une  solution ,  sans  décomposer  les 
nombres  a,  b,  c,  . . . ,  l  en  facteurs  premiers  et  uniquement  à  l'aide  de 
l'algorithme  d'Euclide. 

Mais ,  pour  abréger,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  nombres 
a  et  6,  d'où  il  est  facile,  du  reste,  de  remonter  au  cas  général.  Soit 
(a,  b)  =  d,  et  calculons 


(°,d)  =  a>,         (A,  «*)  =  *<; 


...  .  .ab.  . 

a  et  b  seront  premiers  entre  eux ,  puisque  -r  et  -r  le  sont  ;  a  sera  donc 

divisible  par  leur  produit,  soit 

d  =  a'b'  d' 
et  puis 

d'  =  a"b"d", 

d"  =  a'"  b'"  d'", 

En  continuant  ainsi,  on  finira  toujours  par  arriver  à  un  couple 

a(ft  +  l)==lj  &(*+«  =  1, 

car 

d  =  a'b'd'  =  a'  a"  b'  b"  d"  =  a'  a"  a'"  b'  b"  b"'  d'"  =  ... 
On  aura  alors 

d  =  {a'  a"  ...  a<*>)  X  (b'  b"  . . .  &<*>)  X  d<*> 
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et ,  pour  le  p.  p.  c.  m. , 

a  b 
m  =  — r  > 
d 


m 


=  l£  X  a'  a"  . . .  a<*>)  X  (-*  ■  X  b'  b"  . . .  &<*>)  X  d». 


Les  nombres  -v  et  -v  sont  premiers  entre  eux ,  et ,  a',  a", . . .  a(k)  étant 

des  diviseurs  de  -r,  6',  6", . . .  6(fc)  des  diviseurs  de  -^,  il  est  clair  que  les 
deux  facteurs 

%  Xa'a"  ...a&   et  ~-  X6'ö"...ftw 
d  d 

sont  premiers  entre  eux.  Ensuite  d(/c)  est  premier  avec  chacun  de  ces 
facteurs ,  car 

En  prenant  donc 

A  =  4  Xo'o"...a« 
d 

B  =  ^  Xô'o"...ô«A'X^, 
d 

on  aura  m  =  AB,  A  et  B  seront  premiers  entre  eux  ,  puis  A  divise  a  et 
B  divise  b.  Plus  généralement,  si  l'on  a  d{k)  =  p<Z,  p  et  q  étant  premiers 
entre  eux ,  on  pourra  prendre 

A  =  4  Xa'a"...a«Xj>, 

B  =  t  X  6'  6"  .  . .  6<*>  X  (?■ 

Si  l'on  suppose  a  et  ô  décomposés  en  facteurs  premiers ,  on  verra  faci- 
lement que 

%-Xa'  a" ...  a(k) 
d 

est  le  produit  des  puissances  de  nombres  premiers  qui  figurent  dans 
la  décomposition  de  a  avec  des  exposants  plus  grands  que  dans  la  dé- 
composition de  b,  tandis  que  d{k)  est  le  produit  des  puissances  de  nom- 
bres premiers  qui  figurent  avec  le  même  exposant  dans  les  décompo- 
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sitions  de  a  et  de  b.  Lorsqu'on  a  d{k)  >  1 ,  on  obtient  toujours  deux 
solutions  au  moins,  en  prenant  soit p=  1,  q  =  d(k),  soit p  =  d{k),  q  =  l. 
Mais,  dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que  le  problème  admet  encore 
d'autres  solutions,  et  cela  a  lieu  lorsque  d^  est  divisible  par  plus  d'un 
nombre  premier.  Mais,  pour  obtenir  ces  solutions,  il  faut  absolument 
recourir  à  la  décomposition  de  d(k)  en  facteurs  premiers  :  l'algorithme 
d'Euclide  seul  ne  peut  pas  les  faire  connaître. 

20.  En  jetant  maintenant  un  coup  d'œil  sur  le  chemin  que  nous 
avons  parcouru  ,  on  reconnaîtra  que  la  théorie  de  la  divisibilité  des 
nombres  repose  sur  ce  fait,  qu'étant  données  deux  nombres  a  et  6,  on 
peut  toujours  déterminer  un  nombre  m,  tel  que 

a  =  mb  -f-  c, 
où 

0  g  c  <  b. 


Si  l'on  considère  les  nombres  complexes  a  -f-  b i (i  =  V — 1),  on  peut 
établir  une  relation  analogue,  et  de  là  découle,  pour  ces  nombres,  une 
théorie  de  la  divisibilité  parfaitement  analogue  à  celle  des  nombres 
ordinaires.  Nous  aurons  à  revenir  plus  tard  sur  cette  question  et 
d'autres  de  la  même  nature. 

Les  propositions  les  plus  essentielles  sur  la  divisibilité  des  nombres 
se  trouvent  déjà  dans  les  Eléments  d'Euclide;  notamment  on  y  trouve: 
l'algorithme  pour  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  la 
proposition  qu'un  produit  ne  peut  être  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier, à  moins  qu'un  des  facteurs  ne  le  soit ,  la  proposition  qu'il  y  a  un 
nombre  infini  de  nombres  premiers. 
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CHAPITRE  IL 

DES     CONGRUENCES. 


1.  Si  la  différence  des  deux  nombres  a  et  &  est  divisible  par  un 
nombre  M,  a  et  b  sont  dits  congrus  par  rapport  à  M;  le  diviseur  M  est 
appelé  le  module;  a  et  b  sont  résidus  l'un  de  l'autre  suivant  le  module 
M.  Pour  exprimer  cette  relation  ,  on  écrit,  d'après  la  notation  de  Gauss, 

a  =  b        (mod  M)  ; 

cette  formule  est  une  congruence.  Il  y  a  avantage ,  dans  cette  théorie , 
à  admettre ,  pour  a  et  b ,  non  seulement  les  valeurs  entières  positives , 
mais  aussi  les  valeurs  entières  négatives. 

Si  r  est  le  reste  de  la  division  de  a  par  M ,  on  a 

a  =  r        (mod  M)  ; 

le  reste  r  est  ordinairement  un  des  nombres 

0,     1,     2,     ...,    M— 1, 

mais  on  pourrait  le  prendre  aussi  entre —  et  -|-  —  ;  d  ou  il  suit  que 

tout  nombre  a  un  résidu  qui  ne  surpasse  pas  en  valeur  absolue  la  moi- 
tié du  module.  C'est  là  le  résidu  minimum. 

2.  Nous  allons  indiquer  ici  les  propriétés  les  plus  élémentaires  des 
congruences ,  il  sera  à  peine  nécessaire  d'insister  sur  les  démonstra- 
tions. Si  l'on  n'indique  pas  le  module,  il  sera  sous-entendu  que  ce 
module  est  toujours  M. 

Si  l'on  a 

a  =  b,        a'  =  b',        a"  =  b", 
on  aura  ainsi 


a  -f  a'  -f  a"  -f  . . .  =  b  +  b'  +  b"  +  . . . , 
ma  =  mb. 
De  même ,  on  aura 

a  a'  ~ba'  ~bb' 
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et  plus  généralement 

aa'a"  ...  =  bb'b"  ..., 
am  =  bm. 
Ainsi 

étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers ,  on  aura 

f(ata'ta"1...)=f(b,b',b"1...). 

3.     Supposons  qu'on  ait 

ma  =  mb        (mod  M), 
ce  qui  signifie  que  m  (a  —  b)  est  divisible  par  M;  soit 

(m ,  M)  =  d , 

VYl  M  fH         M 

-j  (a  —  b)  sera  divisible  par  -j ,  et ,  puisque  -j  et  -r  sont  premiers  entre 

eux,  a  —  b  sera  divisible  par  -j  :  donc 

a  =  ô         (mod  -r)- 

On  peut  donc  diviser  les  deux  membres  d'une  congruence  par  un 
nombre  m,  à  condition  de  diviser  en  même  temps  le  module  par  le 
p.  g.  c.  d.  de  m  et  M.  On  aura  à  appliquer  cette  proposition  le  plus  sou- 
vent dans  les  cas  particuliers  suivants:  1°  m  est  premier  avec  M,  alors 
d  =  1  ;  2°  m  divise  M ,  alors  d  =  m. 
Supposons  encore  qu'on  ait 

aa'  =  bb'        (mod  M), 
a  =  b  (mod  M). 

En  multipliant  la  seconde  congruence  par  a',  il  vient,  en  faisant  atten- 
tion à  la  première , 

ba'  =  bb'        (mod  M),     - 
donc 

M\ 


a'  =  6'  (mod  -, ;j- 

où  d  =  (b,  M)  =  (a,  M),  car  il  est  clair  que  des  nombres  congrus  ont 
même  p.  g.  c.  d.  avec  le  module. 
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Si  deux  nombres  sont  congrus  suivant  le  module  M,  ils  seront  con- 
grus encore  en  prenant  pour  module  un  diviseur  de  M.  Si  deux  nombres 
sont  congrus  suivant  plusieurs  modules  A,  B,  C,  . . . ,  L,  ils  seront  con- 
grus encore  en  prenant  pour  module  le  p.  p.  c.  m.  de  ces  nombres 

M  =  |  A,  B,  C,  ...,  L|. 

Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où  les  modules  A,  B,  C, 
.  .  .  ,  L  sont  premiers  entre  eux  ,  alors  M  =  A  B  C  . . .  L. 

4.  On  peut  distribuer  l'ensemble  des  nombres  entiers  en  M  classes , 
en  considérant  deux  nombres  comme  appartenant  à  la  même  classe  ou 
non ,  selon  qu'ils  sont  congrus  ou  non  suivant  le  module  M.  En  prenant 
dans  chaque  classe  un  nombre ,  on  obtient  un  groupe  de  M  nombres , 
qu'on  appelle  un  système  complet  de  résidus.  Un  tel  système  jouit 
évidemment  de  la  propriété  qu'un  nombre  quelconque  est  congru  à  un 
et  à  un  seul  de  ses  nombres.  Un  nombre  quelconque  a  pris  dans  une 
classe  peut  être  considéré  comme  représentant  la  classe  entière  qui  se 
compose  des  nombres  a  -{-Mx,  x  =  0,  ±  1,  ±2,  +3,  ....  On  désigne 
ainsi  souvent  la  classe  par  un  quelconque  des  nombres  qu'il  renferme, 
et  l'on  peut  ainsi  remplacer  un  nombre  par  un  nombre  congru. 

Tous  les  nombres  d'une  classe  ont  le  même  p. g.  cd.  avec  le  module 
M,  et  ce  p.  g.  c.  d.  peut  être  un  diviseur  quelconque  d  de  M. 

On  peut,  d'après  cela,  distribuer  les  classes  en  familles,  en  consi- 
dérant diverses  classes  comme  appartenant  à  une  même  famille ,  si  elles 
ont  le  même  p.  g.  c.  d.  avec  le  module  M. 

Combien  de  classes  y  a-t-il  qui  sont  premières  avec  M?  Il  est  clair 
qu'il  y  en  a  autant  q'on  trouve  parmi  les  nombres 

(A) 1,     2,     3,     ...,     M 

des  nombres  qui  sont  premiers  avec  M.  Nous  désignerons  ce  nombre 
par  <p (M),  en  sorte  que 

<p(l)=l,       9>(2)=1,       9>(3)  =  2,       9>(4)  =  2,       <p  (5)  =  4 

Le  nombre  des  classes  qui  ont  avec  M  le  p.  g.  c.  d.  d  est  évidemment 
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le  même  que  celui  des  nombres  du  groupe  (A)  qui  ont  d  pour  p.  g.  c.  d. 
avec  M.  Il  faudra  donc  les  chercher  parmi  les  nombres 

M 
d,     2eZ,     Sd,     ...,     kd,     ...,     ^  d. 

M 
Or,  pour  que  (kd,  M)  =  d,  il  faut  et  il  suffit  que  k  soit  premier  avec-r« 

Le  nombre  cherché  indique  donc  combien  ,  parmi  les  nombres 

1       2       S  M 

il  y  en  a  qui  sont  premiers  avec  -r,  c  est-à-dire  ce  nombre  est  <p  l  vj- 

Il  y  a  ainsi  <p  \-r\  classes  qui  ont  d  pour  p.  g-  c  d.  avec  M,  le  nombre 
total  des  classes  étant  M,  on  a 

d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  M.  Il  est  clair  qu'on  peut  écrire  cette 
relation  plus  simplement  ainsi 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  la  valeur  de  cp  (M). 

5.     Supposons  généralement  que  deux  fonctions  numériques  f  et  F 
soient  liées  par  la  relation 

(1) F(M)  =  ^/"(d), 

d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  M.  Nous  allons  exprimer  réciproque- 
ment la  fonction  /"au  moyen  de  F. 
Soit 

la  décomposition  de  M  en  facteurs  premiers.  On  obtient  l'ensemble  des 
diviseurs  d  de  M  en  développant  le  produit 

"(>+i+i+-+^(1+ï+-+?)-(1+ïtrla- 
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et  nous  pouvons  écrire  d'une  manière  symbolique 


1  +  -+---  +  - 
p  pa 


i+i+...+i)...K+...+1 


Q  qn      \        »  u' 

On  doit  développer  le  produit  du  second  membre  et  remplacer  ensuite 
chaque  terme  d  par  f(d).  En  remplaçant  M  par  M  :p  (donc  a  par  a  —  1) , 
on  aura 


h4h-"+AV-(i+^+-+] 


F(MN        |M/1+     +_1 

\pl         I      \P  pa)\     '   O.   '         •   qP/     \     •   u  u- 

En  retranchant,  il  vient,  si  l'on  fait  usage  dans  le  premier  membre  de 
la  même  notation  symbolique 

M 
En  remplaçant  M  par  —  et  retranchant ,  il  vient  ensuite 


En  continuant  ainsi ,  on  obtient  finalement 


(2) 


Ml 


"'i-IW 


1 


=  /'(M): 


p/\        qj 
c'est  l'expression  cherchée;  on  peut  l'écrire  plus  explicitement 


(2') 


AM>  =  FM-ZP(f)+EP(|L)_ZF(_!_)  +  ... 


\pqi       *-*     \pqr> 

On  rencontre  souvent  des  fonctions  numériques  qui  jouissent  de  la 
propriété 

(3) f(ab)=f(a)Xf(b) 

lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux  (voir  Chap.  I ,  n°  14).  Il  est  clair 
qu'une  telle  fonction  est  parfaitement  déterminée  lorsqu'on  connaît  sa 
valeur  pour  les  puissances  des  nombres  premiers ,  mais  ces  valeurs-là 
peuvent  être  prises  arbitrairement. 

On  voit  facilement  que ,  si  la  fonction  /qui  figure  dans  la  relation  (1) 
jouit  de  cette  propriété  (3),  on  aura  aussi,  a  et  b  étant  premiers  entre 
eux, 


(4) 


F(aô)  =  F(a)XF(6), 
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et  l'on  reconnaît  maintenant  par  les  formules  (2)  ou  (2')  que,  récipro- 
quement, si  deux  fonctions  f  et  F  sont  liées  par  la  relation  (l),  et  si 
la  fonction  F  satisfait  à  la  relation  (4),  la  fonction  /"satisfera  à  la  re- 
lation analogue  (3). 

Le  théorème,  souvent  utile,  de  ce  numéro  est  dû  à  M.  Dedekind 
(Journal  de  Crelle,  t.  54,  p.  21).  On  l'établit  ordinairement  par  une 
simple  vérification.  En  exprimant  au  second  membre  de  (2')  partout 
la  fonction  F  par  la  fonction  /",  on  constate  qu'il  ne  reste  que  le  terme 
/"(M):  tous  les  autres  termes  se  détruisent. 

6.  En  revenant  au  cas  particulier  de  la  fonction  <p(M),  F  (M)  =  M  , 
on  trouve 

,(M,=m(1-1)(1-1)(x-1)...(1_1), 

<p(M.)  =  pa-1qP-1  ...u?-~l  (p  —  l)(q—  1)...(M—  1). 

Ayant  y  {a  b)  =  9?  (a)  <p  (6)  lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  on 
peut  remarquer  que,  a  étant  impair ,  on  a,  à  cause  de  9?  (2)  =  1 , 

99  (2  a)  =  <p  (a). 
A  l'exception  de  <p  (1)  =  <p  (2)  =  1 ,  <p  (a)  est  toujours  pair. 

7.  Dans  la  théorie  des  nombres ,  on  se  propose ,  sur  les  congruen- 
ces,  des  problèmes  analogues  à  ceux  qu'on  traite  en  Algèbre  sur  les 
équations. 

Ainsi  on  pose  la  question  de  trouver  les  nombres  x  qui  satisfont  à 
une  congruence ,  telle  que 

f(x)  =  0        (modM), 
où  le  premier  membre  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  en  x. 

Si  l'on  satisfait  à  cette  congruence  en  faisant  x  =  x0,  x0  est  une  racine 
de  la  congruence.  Il  est  clair  que  tout  nombre  congru  à  xQ  suivant  le 
module  M  satisfera  alors  aussi  à  la  congruence,  mais  on  a  l'habitude 
de  ne  pas  considérer  comme  différentes  ces  solutions.  Aussi,  si  l'on  dit 
qu'une  congruence  admet  k  racines,  cela  veut  dire  k  racines  incon- 
grues, ou  encore,  ce  qui  revient  au  même,  l'ensemble  des  nombres 
qui  satisfont  à  la  congruence  se  répartit  en  k  classes.  Il  est  clair  , 
II  19 
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d'après  cela,  qu'on  obtient  toutes  les  racines  d'une  congruence ,  en  es- 
sayant successivement  tous  les  nombres  d'un  système  complet  de  ré 
sidus,  par  exemple  les  nombres 

0,     1,     2,     ...,     M— 1, 

mais  ce  moyen  devient  impraticable  dès  que  M  est  un  peu  grand. 
Si  tous  les  coefficients  du  polynôme  f{x)  sont  divisibles  par  M,  la  con- 
gruence est  identique,  un  nombre  quelconque  y  satisfait.  La  congruence 
est  impossible  évidemment  lorsque  tous  les  coefficients  de  f(x)  sont 
divisibles  par  M,  à  l'exception  du  terme  indépendant  de  x. 

Il  est  clair,  du  reste,  qu'il  est  permis  de  remplacer  un  coefficient 
quelconque  de  f{x)  par  un  nombre  congru  suivant  le  module  M. 

8.     Considérons  la  congruence  du  premier  degré 

ax-\-b  =  0        (modM). 

Supposons  d'abord  a  premier  avec  M.  Pour  voir  si  la  congruence 
admet  des  racines,  mettons  pour  x  successivement  les  valeurs 

0,     1,     2,     ...,     M— 1 

ou,  si  l'on  veut,  M  valeurs  quelconques  formant  un  système  complet 
de  résidus.  Il  est  clair  que  les  valeurs  correspondantes  de  ax  -\-b  sont 
incongrues,  car  la  relation 

ax  -j-  b  =  ay  -\-  b 

exige  qu'on  ait  ax  =  a  y  ou  encore  x~y,  puisque  a  est  premier  avec  M. 

Les  valeurs  de  ax-\-b  forment  donc  également  un  système  complet 
de  résidus,  et,  parmi  ces  valeurs,  il  y  en  a  donc  une  qui  est  congrue 
avec  0.  La  congruence  proposée  admet  donc  une  racine. 

Supposons  maintenant  (a,M.)  =  d.  Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  b 
doit  être  divisible  par  d;  dans  le  cas  contraire,  la  congruence  est  im- 
possible évidemment.  Admettant  donc  que  b  soit  divisible  par  d,  la 
condition  imposée  à  x  revient  à  celle-ci 


a       i     b       n 


mod 


(!)] 


„  .  a        M  .  ... 

ruisque  -r  et  ~j  sont  premiers  entre  eux ,  nous  savons  qu  il  existe  une 
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M 

seule  racine  par  rapport  au  module  -r-   Soit  x0  cette  racine,  l'ensemble 

des  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  question  est  comprise  dans  l'expres- 
sion 

M 
tto  +  ^-2/,       y  =  0,     ±1,     ±2,     ±3,     .... 

Mais  il  est  clair  que,  suivant  le  module  M,  ces  nombres  se  répartissent 
en  d  classes ,  car  les  d  nombres 

M  ,      M  j_qM  i   ia       n  M 

sont  incongrus  suivant  le  module  M,  mais  un  nombre  quelconque 
x0-\-  —  y  est  congru ,  suivant  le  module  M,  avec  un  de  ces  d  nombres. 

Théorème  I.  —  La  congruence 

ax-\-b  =  0        (modM) 

est  possible  seulement  lorsque  b  est  divisible  pard  =  (a,M).  Si  cette 
condition  se  trouve  satisfaite ,  elle  admet  exactement  d  racines. 

On  voit  que  cet  énoncé  renferme  aussi  le  résultat  particulier  qui  a 
lieu  pour  d  =  1. 

9.     Il  nous  reste  à  donner  une  méthode  pour  trouver  effectivement, 
sans  trop  de  peine ,  la  racine  de  la  congruence 

ax-\-b  =  0        (modM). 

Il  est  clair  que  nous  pourrons  nous  borner  au  cas  où  a  et  M  sont  pre- 
miers entre  eux,  puisque  le  cas  général  se  ramène  immédiatement  à 
ce  cas  particulier.  Ensuite  il  suffira  de  considérer  la  congruence 

a  x  = 1        (mod  M)  ; 

car,  la  racine  de  cette  congruence  étant  obtenue  ,  il  suffira  évidemment 
de  la  multiplier  par  —  b  pour  obtenir  la  racine  de  la  congruence  pro 
posée.  Le  problème  revient  donc  à  satisfaire  à  l'équation  indéterminée 

ax  —  M.  y  =  1. 

On  développe  en  fraction  continue  le  rapport  M  :  a  ou  ,  ce  qui  revient 
au  même,  on  applique  à  a  et  M  l'algorithme  d'Euclide.  On  peut  alors 
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exprimer  de  proche  en  proche  comme  fonctions  linéaires  homogènes 
de  a  et  M  tous  les  restes  obtenus  et  finalement  le  p.  g.  c.  d.  lui-même 
qui  est  1.  Comme  ce  mode  de  calcul  est  encore  utile  dans  d'autres 
circonstances,  nous  allons  l'expliquer  avec  détails. 

Supposons  qu'on  ait  une  suite  de  nombres  N,  N\,  N2,  . . .  liés  par  les 
relations 

N  =  0^  +  ^, 

jNi      =  a2N2-fN3, 
(!) N2      =  a3N3  +  N4, 


Nft_i  =  aANfc  +  NÄ+i, 

alors  on  peut  exprimer  successivement  N  par  N\  et  N2,  par  N2  et  N3, . .., 

N  =  a1N1  +  N2, 

N  =  {ax  a2  -|-  1)  N2  -f-  <h  N3 , 

N  =  {a1  a2  a3  +  «!  +  a3)  N3  -f  (ax  a2  -f  1)  N4 , 


Introduisons  un  symbole 

[alf  a2,  . . . ,  ak], 
déterminé  par  les  relations 

(2)  jM  =  Oi.        [o1a2]  =  a1a2  +  l, 

\  [a1%  a2,  . . . ,  «&]  =  [«!,  «2,  •  •  • ,  «Ä-i  la*  -f-  [an  a2>  ■  •  •  »  a*-2]> 
alors  on  aura  généralement 

(3)  .     .     .  N  =  [Oj,  a2,  . . .,  a^  N/c -}- [% ,  a2,  . . . ,  aÄ_i]N*  +  i. 
Il  est  clair  qu'on  aura  aussi 

Ni  =  [a2,  a3,  . . . ,  ak~\  N*  -f  [a2,  a3,  . . . ,  aA_i]  N& +i, 

N2  =  [%>    •  •  •  i    «*]  N/,-         +  [«3t    •  •  •  >    «A  -  l]  Na ■  +i  , 

et,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  relation  (1),  on  obtient 
une  expression  de  N  par  N*  et  Nk+i  qui  doit  être  identique  avec  (3). 
D'où  l'on  conclut 

(4)  .    .    [«i,  a2,  ...,  aA]  =  a1[a2,  a3,  ...,  aÄ]4-[«3»  •••>  «a], 

ce  qui  donne  un  nouveau  moyen  pour  obtenir  par  récurrence  la  valeur 
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du  symbole.  A  l'aide  de  ces  relations  (2)  et  (4),  on  démontrera  facile- 
ment cette  formule 

(5)  .     .     .     .     [alf  a2,  ...,  ak]  =  [ak,  ak-\,  •-.,  a2,  aj. 
En  joignant  à  l'équation  (3)  celle-ci 

(6)  .     .     .    Nj  =  [a.2,  aa,  . . . ,  dk]  Ni  -+-  [a2,  as,  . . . ,  ak-{]  N*+i, 

on  a  deux  équations  ;  d'où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  N*  en  fonction 
de  N  et  Nr  Mais  cette  valeur  s'obtient  aussi  directement,  car  on  obtient 
de  proche  en  proche 

+  N2  =  N-a1N1, 

—  N3  =  a2  N  —  [«! ,  a2]  Nx , 

-f-  N4  =  [a2,  a3]  N  —  [al5  a2,  a3]  N^ 


Généralement, 

(7)  .     .  (—  l)fcN/fc  =  02,  a3,  ...,  aÄ_i]N  —  [ax,  a2,  ...,  a*-^^. 

En  comparant  cette  valeur  de  N&  avec  celle  tirée  de  (3)  et  (6),  on  a 

(8)  [ava2, ...,  a/c]X[a2,  a3,  ,..,«* -i]— [%,  a2,  •••>  a&-i]X[a2'  %  ••■>  «*]  =  (—  l)/c. 

Ce  sont  là  les  formules  dont  nous  aurons  besoin  ;  nous  en  donnons 
encore  quelques  autres  qui  sont  quelquefois  utiles.  On  a 

N*       =  [aic  +  i ,  ct>k+2,  •  ■  • ,  ctk+i]  Nk+i  -f-  \ßk  +  i,  •  •  • ,  ctjc+i  —  î]  N/t  +  i  +  i, 
Nfc  +  i  =[aft+2,  •  •  • ,  ct>k+i~\  Nk+i  -4-  [a^+2,  • .  • ,  a^-t-i-i]  Nä  +  z-f-  i. 

Substituant  ces  valeurs  dans  (3),  on  a  l'expression  de  N  par  Nk  +  i  et 
N/c  +  j+1,  expression  qu'on  peut  obtenir  aussi  en  remplaçant  Je  par  k  -\-  l 
dans  la  même  formule.  On  trouve ,  par  comparaison , 

(9)  \ax,a2,  ...,ak  +  i]  = 

=  [av  a2t ....  a*]X[aft+i,  .-.,a*  +  i]  +  [ai,  a2,...,aA_i]X[aÄ+2,.. -,«*+*]• 

Enfin  nous  ajouterons  la  relation  suivante 

(10)  [au  a2,  . . .,  ar;  bu  b2,  . . . ,  bs)  cu  c2,  . . . ,  cf\  X  [bu  b2,  .. .,  &«]  — 

=  (—  l)s  [Oj,  «a,  .  .  . ,  Clr-l]  X  [Cg,  C8,  .  .  .  ,  Ci] 

qui,  pour  r  =  $  =  l,  reproduit  la  formule  (8)  et,  pour  s  =  0,  la  for- 
mule (9). 
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10.     Pour  appliquer  ces  relations  à  la  solution  de  l'équation 

ax  —  M  y  =  1 , 

on  prendra  N  =  M,N!=a.  Comme  ces  nombres  sont  premiers  entre 
eux  ,  on  finira  par  trouver  Na  =  1 ,  N*  + i  =  0 ,  de  manière  qu'on  ait 

M  =  [ûf1,a3,  .  •  .,  ak~\, 
a  =  [a2 ,  . .  . ,  ak] , 
(—  l)k  =  [a., ,  as ,  . . . ,  ak  _  i]  X  M  —  \_ax ,  a.2 ,  .  .  .  ,  ak  - 1]  X  a. 

On  peut  donc  prendre 

x  =  (—  1)*  - !  \ax ,  a2 ,  . .  . ,  «a  - 1] , 
y  =  (—  l)fc  ~ 1  [a2 ,  a;J ,  . . .  ,  a fc  _  i]. 

Si  l'on  fait  le  calcul  de  la  manière  ordinaire ,  le  dernier  quotient  au  est 
au  moins  égal  à  2,  et  l'on  peut  le  remplacer  par  les  deux  quotients 
«A  —  1  et  1 ,  de  manière  que  le  nombre  total  des  quotients  est  à  volonté 
pair  ou  impair.  Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que 

M  _  [Pu  a-^  •  ■  •  »_«*]  _      j_         ! 

—  al  T" 


a  ~    [a2l  a3,  . .  . ,  «a]  '       j_        ] 

Q>2     | 


«3+-..    I    JL. 

»A 

On  voit  sans  peine  que,  x0,  y0  étant  une  solution  particulière  de 

ax  —  M.  y  =  1 , 

la  solution  la  plus  générale  sera  renfermée  dans  les  formules 

x  =  x*  -f-  M  t  ) 

,      .[  ff  =  0,±l,±2,...). 

Il  est  clair  aussi  que  l'équation  indéterminée 

ax  -f-  by  =  c 

sera  impossible  si  c  n'est  pas  divisible  par  d  =  (a,  6).  Mais ,  si  cette  con- 
dition est  satisfaite,  il  y  a  toujours  une  infinité  de  solutions.  Sokx0,y0 
une  solution  particulière,  la  solution  la  plus  générale  sera 

b     \ 

x  —  x0  -f-  —  1 1 

(<  =  0,  ±1,±2,  ...). 
a   ,1 
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11.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  problème  suivant,  qui  se 
rencontre  très  souvent  : 

Trouver  tous  les  nombres  x  qui  satisfont  au  système  suivant  de  n 
congruences 

:r  =  a  (modA),      #  =  /?  (modB),     x  =  y  (modC),      ...,     x  =  l  (modL), 

Soit  M  le  p.  p.  c.  m.  des  modules  A,  B,  C,  . . . ,  L,  il  est  clair  que,  si 
la  valeur  x  =  x0  satisfait  aux  conditions ,  il  en  sera  de  même  de  toutes 
celles  comprises  dans  la  formule 

x0  +  Mt  (*  =  <>,  ±1,±  2,  ...). 

Réciproquement,  si  l'on  a  deux  solutions  x0  et  xlt  la  différence  x0  —  xx 
doit  être  divisible  par  M,  puisqu'elle  est  divisible  par  A,  par  B,  .. ., 
par  L.  Il  résulte  de  là  que ,  parmi  les  nombres 

0,     1,     2,     ...,    M-l 

formant  un  système  complet  de  résidus  pour  le  module  M ,  il  y  en  aura 
tout  au  plus  un  qui  satisfait  aux  conditions,  et  nous  pouvons  dire: 

Si  le  problème  proposé  admet  des  solutions,  ces  solutions  seront 
toutes  renfermées  dans  la  formule 

x  =  a        (modM), 

où  a  est  un  nombre  déterminé  de  la  série  0,1,..., M  —  1. 

Mais,  si  aucun  des  nombres  0,1,..., M  —  lne  satisfait  au  problème, 
on  sera  assuré  que  le  problème  est  impossible  et  n'admet  aucune  so- 
lution. 

Supposons  maintenant  d'abord  que  A,  B,  C,  . . . ,  L  soient  premiers 
entre  eux,  alors  M  =  ABC  . . .  L.  Si  l'on  divise  maintenant  chacun  des 
nombres 

0,     1,     2,     ...,     M— 1 

par  A,  par  B,  . . . .  par  L,  on  obtiendra  en  tout  M  systèmes  de  résidus 
qui  seront  tous  différents.  Mais ,  d'autre  part ,  on  ne  peut  donner  à  a 
que  A  valeurs ,  à  ß  B  valeurs ,  etc. ,  en  sorte  que  le  nombre  total  des 
systèmes  de  résidus  possibles  est  M. 
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En  divisant  donc  les  nombres 

0,     1,     2,     ...,     M  — 1 

par  A,  B,  C,  . . . ,  L,  on  obtiendra  effectivement  tous  les  systèmes  pos- 
sibles de  résidus ,  et  chaque  système  une  seule  fois. 

Théorème  II.  —  Les  modules  A,  B,  C,  .  . . ,  L  étant  premiers  entre 
eux ,  le  système  des  congruences 

x  =  a    (mod  A) ,        x  =  ß    (mod  B) ,        . . . ,        x  eee  X    (mod  L) 
admet  toujours  des  solutions ,  renfermées  toutes  dans  la  formule 

a;  =  a    (mod  M), 
où 

M  =  A  B  C  . . .  L. 

12.  Lorsque  les  modules  A,  B,  C,  . . . ,  L  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux ,  M  est  plus  petit  que  le  produit  A  B  C  . . .  L. 

Or  il  y  a  toujours  A,  B,  C,  . . . ,  L  systèmes  de  résidus  possibles  (si 
l'on  prend  a,  /?,  yt  . . . ,  X  arbitrairement).  Mais  le  problème  ne  sera  pos- 
sible que  si  le  système  a,  ß,  y,  . . . ,  X  se  trouve  parmi  les  M  systèmes  de 
résidus  qu'on  obtient  en  divisant  les  nombres 

0,     1,     2,     ...,     M  — 1 

par  A,  B,  C,  . . . ,  L.  On  voit  donc  que,  dans  ce  cas,  le  problème  ne 
sera  pas  possible  toujours:  il  faudra,  pour  cela,  que  a,  ß,  . . . ,  X  satis- 
fassent à  certaines  conditions  que  nous  énoncerons  plus  bas.  Mais  tou- 
jours, lorsque  le  problème  est  possible,  la  solution  est  donnée  par  une 
formule 

x~a        (mod  M). 

13.  Revenons  au  cas  où  A,B,C,...,L  sont  premiers  entre  eux 
pour  voir  comment  on  obtiendra  la  solution  xee^ci  (mod  M). 

Puisqu'on  doit  avoir  x  =  a  (mod  A),  on  posera 

x  =  a  +  Ay, 
et  il  viendra 

Ay^ß  —  a        (modB), 
A  y  ~  y  —  a        (mod  C). 
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La  première  congruence  donnera 

2/  =  2/o  +  Bz, 

on  substituera  cette  valeur  dans  les  autres  congruences,  etc. 

On  remplacera  cette  méthode  souvent  avec  avantage  par  la  suivante 
indiquée  par  Gauss. 

Déterminons  d'abord  les  nombres  auxiliaires  a',  ß',  . . .  X'  par  les  con- 
gruences 


BCD...La'-l 

(mod  A) , 

ACD...L/ff'=El 

(modB), 

ABD...L}>'  =  1 

(modC), 

AB...K2'ee1 

(mod  L). 

alors  on  aura 

X   : 

B  CD...  La  a' 
-f-  A  C  D  . . .  L  ß  ß' 
-f  ABD...Lyy' 

+  A  B  C  . . .  K  X  X'        (mod  M  =  A  B  C  . . .  L). 

On  vérifie ,  en  effet ,  immédiatement  que  cette  valeur  de  x  satisfait  aux 
congruences  proposées,  et  il  est  facile  de  s'apercevoir  que  cette  mé- 
thode revient  à  résoudre  la  question  successivement  dans  les  cas  par- 
ticuliers où  l'un  des  résidus  a,  ß,  . . . ,  X  est  1  et  où  tous  les  autres  sontO. 
On  compose  ensuite  la  solution  générale  avec  ces  solutions  particu- 
lières. Il  est  clair  que  cette  méthode  sera  surtout  avantageuse  lorsqu'on 
aura  à  résoudre  le  même  système  pour  diverses  valeurs  des  résidus 
a ,/?,... ,  lt  les  modules  A ,  B ,  . .  . ,  L  restant  les  mêmes.  Les  mêmes 
nombres  a',  /?',  .  . . ,  X'  servent  alors  pour  les  diverses  solutions. 

14.    Revenons  maintenant  au  cas  général  où  les  modules  A,  B,  ...,L 

ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  On  peut  d'abord  poser  comme  tout  à 

l'heure 

x  =  a  -|-  A  y, 

et  la  seconde  congruence  deviendra 

&y  =  ß  —  a        (mod  B). 
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Il  faudra  donc  que  ß  —  a  soit  divisible  par  (A  ,  B)  =  cl.  Si  cette  condition 
n'est  pas  satisfaite,  le  système  n'admet  aucune  solution.  Mais,  si  elle 
est  satisfaite  ,  on  aura 

v  =  y<>  +  f  <  (t  =  o,  ±1,  ±2,...) 

et,  par  conséquent, 


et   cette   congruence  remplace  maintenant  les   deux   premières  x=-a 

d 


AB 
(modA),  #  =  /?  (mod  B)    On  remarquera  que  le  module    -r-  est  bien  le 


p.  p.  c.  m.  de  A  et  B. 

On  pourra  combiner  maintenant  la  congruence 

x  =  a  -f  A  y0  (mod  -^-  j 

avec  la  troisième 

x~y        (modC), 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  qu'on  arrivera  de  cette  façon  toujours ,  soit 
à  s'assurer  que  le  problème  est  impossible,  soit  à  trouver  la  solution 
sous  la  forme 

x  =  a        (mod  M) 
si  elle  existe. 

Cette  méthode,  toutefois,  a  l'inconvénient  de  ne  faire  souvent  con- 
naître l'impossibilité  du  problème  qu'après  de  longs  calculs  qui  ont  été 
inutiles  alors  On  ne  peut  remédier  à  cet  inconvénient  qu'en  donnant 
le  moyen  de  reconnaître  a  priori  la  possibilité  ou  l'impossibilité  du 
problème   C'est  là  l'objet  du  théorème  suivant: 

Théorème  III.  —  Pour  que  le  système  des  congruences 

x  =  a    (modA),        x  =  ß    (modB),        ...,        xieeX    (modL) 
admette  des  solutions,  il  faut  et  il  suffit  que  les  différences 

a  —  ß,     a  — y,     ß  —  y,      ...,     x  —  X 
soient  divisibles  respectivement  par 

(A,B),     (A,C),     (B,C),     ...,     (K,L). 
Que  ces  conditions  sont  nécessaires ,  cela  est  clair  d'après  ce  qui 
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précède.  Pour  montrer  qu'elles  sont  suffisantes,  nous  supposerons  que 
la  proposition  est  exacte  dans  le  cas  de  n  —  1  congruences ,  et  ferons 
voir  qu'elle  est  alors  exacte  aussi  dans  le  cas  de  n  congruences.  Puis- 
qu'on sait  que,  dans  le  cas  n  =  2,  le  théorème  est  vrai,  il  sera  ainsi 
démontré  généralement. 

En  effet,  la  proposition  étant  vraie  pour  n  —  1  congruences,  on 
pourra  remplacer  les  n  —  1  premières  congruences  par  celle-ci 

x  =  t        (modM') 
et  le  système  complet  par 

(1) x~t    (modM'),        a?  =  A    (mod  L). 

Ici  M'  =    A ,  B ,  C ,  . .  . ,  K  [.  Or ,  d'après  notre  hypothèse  , 

X  —  a  ,     X  —  ß ,      ...,     X  —  y 
sont  divisibles  par 

(L,A),     (L,B),     ...,     (L,K) 
respectivement,  et  il  est  clair  que 

a  —  t ,     ß  —  t,     .  .    ,     x  —  t 
sont    divisibles    par  A,B,C,...,K  respectivement,    donc    aussi    par 
(L,  A),  (L,  B),  . . . ,  (L,  K)  respectivement.  On  voit  par  là  que  la  différence 

X  —  t 

est  divisible  par  (L ,  A),  par  (L ,  B) ,  .  . . ,  par  (L ,  K)  et ,  par  conséquent , 
aussi  par  le  p.  p.  c.  m.  de  ces  nombres  qui  est  (L,  M')  (Chap.  I,  n°  11). 
Mais  cette  divisibilité  de  X  —  t  par  (L,  M')  est  précisément  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  congruences  (1)  et  par  là  aussi  les 
congruences  proposées  admettent  une  solution. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  aussi  en  faisant  voir  qu'il  y  a  exac- 
tement M  systèmes  de  résidus  a,  ß,  .  .  ,  X  qui  satisfont  aux  conditions 
exigées. 

15.  On  peut  réduire  le  cas  général  au  cas  où  A,  B, . .  . ,  L  sont  pre- 
miers entre  eux.   Pour  cela,  mettons  le  p    p.  c.  m   M  des  modules  sous 

la  forme 

M  =  A,B/C'...L', 

où  A',  B',  C',  .  .  . ,  L'  sont  premiers  entre  eux  et  divisent  respectivement 
A,  B,  C,  ...,  L(Chap.  I,  nos  18,  19). 
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Il  est  clair  que  les  solutions  du  problème  proposé  satisferont  aussi 
aux  congruences 

x  =  a    (mod  A'),        x~ß    (modB'),        ••-,        x~X    (modi/), 

mais  ce  dernier  système  admet,  nous  le  savons,  toujours  des  solutions 
renfermées  dans  la  formule 

x  =  a        (mod  M). 

Si  donc  on  s'est  assuré  préalablement  que  le  problème  proposé  admet 
des  solutions,  ces  solutions  sont  encore  renfermées  dans  la  formule 
précédente.  Mais,  si  l'on  ne  savait  pas  si  oui  ou  non  le  système  proposé 
admet  des  solutions,  cette  valeur  x~a  (mod  M)  pourrait  ne  pas  satis- 
faire aux  conditions  imposées ,  qui  seraient  alors  incompatibles. 
Considérons ,  par  exemple ,  le  système 

x  =   31        (mod    72  =  23.32), 
a;-   22        (mod  105  =  3.5.7), 

x=   50  '     (mod    77  =  7.11), 
z  =  337        (mod  399  =  3.7.19). 

On  a  iciM  =  23.32.5.7.  11.  19  =  526680  et  ABCD  :  M  =  441.  Donc, 
si  les  résidus  31,  22,  50,  337  avaient  été  pris  au  hasard,  il  n'y  aurait 
qu'une  chance  sur  441  que  le  problème  soit  possible.  Il  convient  donc 
de  s'assurer  d'abord  si  le  problème  est  possible  ou  non.  Or,  les  nombres 

9,     19,     306,     28,     315,     287 

étant  divisibles  respectivement  par 

3,     1,    3,     7,     21,     7, 

le  problème  est  possible.  La  décomposition  de  M 

M  =  72  X  35  X  11  X  19 
permet  maintenant  de  remplacer  les  congruences  données  par  celles-ci 


X=E    31 

(mod  72), 

x  =   22 

(mod  35), 

XEEE    50=    6 

(mod  11), 

x  =  337  eee  14 

(mod  19). 
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En  appliquant  maintenant  la  méthode  de  Gauss,   les  nombres  auxi 
liaires  a',  /?',  y',  ô'  se  déterminent  par  les  congruences 


35.11.19a'  =      43a'EEEl 

(mod72), 

72. 11. 19  ß'==—  2ß'  =  \ 

(mod35), 

72.35. 19  y'  =       8y'=l 

(mod  11), 

72.35.  11(5'  s=3—      d'=l 

(modl9), 

d'où 

a'  -- 

=  -5,        0'=17,         y'  = 

7,        *'  =  - 

et,  finalement, 

x~  —    5.35.  11.19.31 

+  17.72.11.  19.22 

(mod  526  6: 

-f    7.72.35.19.    6 

—         72.35.11.14 

x  =  323  527        (mod526680). 

16.    Soient 

a,     a',     a",     .  . 

. 

les  <p  (a)  nombres  premiers  avec  a  et  ne  surpassant  pas  a, 

ß,    ß'>    ß"i    ••• 
les  (p  (b)  nombres  premiers  avec  b  et  ne  dépassant  pas  b , 


y  y    y',    y", 


les  99  (ab)  nombres  premiers  avec  ab  et  ne  surpassant  pas  ab.  Il  est  clair 
que  tout  nombre  y  est  aussi  premier  avec  a  et  avec  b,  et  sera  par  con- 
séquent congru  avec  un  des  nombres  a  suivant  le  module  a,  et  congru 
avec  un  des  nombres  ß  suivant  le  module  b.  Mais,  si  nous  supposons 
maintenant  a  et  b  premiers  entre  eux ,  nous  savons  aussi  qu'en  prenant 
arbitrairement  un  des  nombres  a  et  un  des  nombres  ß,  il  y  a  toujours 
au-dessous  de  a  ô  un  nombre  et  un  seul  qui  leur  sera  congru  suivant 
les  modules  a  et  ô,  respectivement;  et  ce  nombre,  étant  premier  avec  a 
et  avec  6,  sera  premier  avec  ab  et  figurera  donc  parmi  les  nombres  y. 
Ensuite  deux  nombres  y,  y'  donnant  toujours  deux  systèmes  de  résidus 
différents,  on  conclut 

(p(ab)  =  (p  (a)  cp  (b). 
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C'est  la  relation  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (n°  6)  et  qui  conduit 
immédiatement  à  la  détermination  de  la  fonction  rp ,  car  on  voit  facile- 
ment que 

<p(pa)  =  pa—pa~\ 

17.     Considérons  maintenant  une  congruence  quelconque 

(1) f{x)  =  0        (modM), 

et  supposons 

M  =  ABC.  ..L, 

les  facteurs  A,  B,  C,  .  .  . ,  L  étant  premiers  entre  eux. 

Il  est  clair  que  chaque  racine  de  la  congruence  (1)  satisfera  aussi 
aux  congruences 

If{x)  =  0  (modA), 
f{x)~0  (modB), 
> 
f{x)—.Q        (mod  L). 

Donc,  si  une  de  ces  dernières  congruences  n'admet  pas  de  racines  , 
il  en  est  de  même  de  la  congruence  (1). 

Soient  a  une  racine  de  f(x)  =  0  (modA),  ß  une  racine  de  f(x)  =  0 
(mod  B)  ,  etc. ,  enfin  X  une  racine  de  f{x)  =  0  (mod  L). 

Alors  on  saura  trouver  toujours  un  nombre  t,  satisfaisant  aux  con- 
gruences 

i  =  a        (modA), 
t  =  ß        (mod  B) , 


t  eee  A         (mod  L) , 

et  ce  nombre  t  est  parfaitement  déterminé  aux  multiples  de  M  près. 
Mais  il  est  clair  qu'on  aura 

f(t)  =  0    (modA),        f(t)==0    (modB),       ....      f(t)~Q     (modL), 
donc  aussi  f{t)  eee  0  (mod  M). 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  (1) 
est  égal  au  produit  des  nombres  des  solutions  des  congruences  (2). 

On  peut  évidemment  prendre  pour  A,  B,  .  .  .  ,  L  des  puissances  de 
nombres  premiers. 
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18.  On  comprend  bien  ,  d'après  ce  qui  précède  ,  que  dans  la  théorie 
des  congruences  de  degré  supérieur,  on  s'est  surtout  occupé  des  cas 
où  le  module  est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  de  nombre  pre- 
mier. On  ne  connaît  presque  aucun  théorème  général  sur  les  congruen- 
ces  par  rapport  à  un  module  composé 

Ici ,  où  il  s'agit  seulement  de  donner  les  premiers  éléments  d'une 
théorie  que  nous  devons  développer  plus  tard,  nous  nous  bornerons 
à  considérer  le  cas  d'un  module  premier.  Lagrange  a  obtenu  dans  ce 
cas  quelques  propositions  très  simples ,  mais  fondamentales. 

Considérons  donc  la  congruence 

f(x)^.0        (modp), 

p  étant  un  nombre  premier.  Le  degré  n  de  cette  congruence  est  le 
degré  de  la  plus  haute  puissance  de  x  qui  figure  dans  f  (x) ,  avec  un 
coefficient  non  divisible  par  p.  Du  reste,  il  n'y  aurait  aucun  inconvé- 
nient à  supposer  ce  coefficient  égal  à  1,  car,  s'il  est  a,  on  pourra  tou- 
jours multiplier  la  congruence  par  un  nombre  b  tel  que  a&=l  (modp) 
La  congruence  obtenue  est  évidemment  équivalente  à  la  congruence 
proposée. 

Soit  maintenant  x  =  a  une  racine  de  la  congruence.  En  divisant 
f  {x)  par  x  —  a ,  on  aura 

f  (x)  =  (x  —  a)  /j  (x)  +  f  (a) , 

/i  (x)  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  là  coefficients  entiers. 
La  congruence  donnée  peut  donc  s'écrire 

(x  —  a)  /i  (x)  -f  f  (a)  =  0        (mod  p) , 

ou  bien,  puisque  par  hypothèse  f  (a)  est  divisible  par  p, 

(x  —  a)  fx  (x)  =  0        (mod  p). 

Si  la  congruence  proposée  admet  encore  d'autres  racines  fi ,  y,  . .  . , 
on  doit  avoir 

(/?_a)/i(/*)  =  0, 
(y-a)/iOO  =  0, 


donc  /i  (/JjzfEO,  fi(y)  =  0,  etc.,  puisque,  par   hypothèse,  fi  —  a,  y 


a 
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ne  sont  pas  divisibles  par  p.  On  voit  donc  que  ces  racines  ß,  y,  ... 
sont  aussi  racines  de  la  congruence 

qui  est  du  degré  n —  1. 

La  congruence  du  premier  degré  admet  toujours  une  racine  :  on 
peut  donc  conclure  qu'une  congruence  du  second  degré  admet  tout  au 
plus  2  racines,  une  congruence  du  troisième  degré  tout  au  plus  3  ra- 
cines ;  généralement  on  peut  énoncer  le 

Théorème  IV.  —  Une  congruence  de  degré  n  par  rapport  à  un 
module  premier  admet  tout  au  plus  n  racines. 

Et  nous  pouvons  ajouter  encore: 

Théorème  V.  —  Les  racines  de  la  congruence  de  degré  n 

f{x)  =  0        (mod  p) 
étant  a,  ß ,  y,  . . . ,  l,  on  a  identiquement 

f{x)  =  ix  —  a)  (x  —  ß) . . .  (x  —  X)  ƒ,  (x)        (mod  p), 
fx  (x)  étant  un  polynôme  en  x  tel  que  la  congruence 

fx  (x)  =  0        (mod  p) 
n'admet  aucune  racine. 

On  en  déduit  encore  facilement  le 

Théorème  VI.  —  Si  la  congruence  de  degré  n 

f(x)~0        (moùp) 

admet  n  racines  et  qu'on  a 

f  (x)  eee  fx  (x)  f 2  ix)        (mod  p) , 

alors  les  congruences 

A  (x)  =  0 ,        f2  (x)  =  0        (mod  p) 

des  degrés  nx  et  w2,  (w:  -\-n2  =  n)  admettront    respectivement  nx  et  n2 
racines. 

19.  Pour  donner,  dès  à  présent,  un  exemple  de  la  fécondité  de  ces 
principes ,  considérons  avec  Lagrange  le  polynôme 

(1)  x(x+l)(x  +  2)...(x  +  p—  l)  =  xîJ  +  A1^-1  +  A,2o;P-2-f  ...-f  A„_ia;. 
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En  changeant  x  en  x  -f-  1 ,  on  aura  aussi 

(x  +  l)(x  +  2)..  .(x+p)  = 

=  (^l)^A)(a;  +  l)p-]  +  A2(Hir2T-TAP-i(x  +  l). 

Or,  il  est  clair  que  ces  deux  polynômes  sont  congrus  entre  eux ,  sui- 
vant le  module  p,  que  nous  supposerons  premier  car  leur  différence 
est 

p  (x  -f 1)  (x  +  2) . . .  (x  +  p  —  i). 

En  écrivant  donc  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
sont  congrus  (mod  p)  ,  on  a 

A1  =  y  +  A1        (modp), 
_p(j)-l)   f  g-.l.     ,   A 

_p(p_l)(j?_2)       (p-l)(p_2)  P  — 2        ... 

3~  1.2.3  i_"  1.2  1_,_  ~T"   A2-T-A3, 

» 

_p(p-l)...3.2  (p-l)...2  2 

Ap-^  i.2...(p~^-iT  +  n2...(p-2)Ai+--+TAp-2  +  Ap-1' 

0  =  l-r-A24-A24-...  +  Ap_2+A1,_i. 

r^  ••  i  ce.    ■  ju-a  P     P(P —  1) 

Un   remarque   ici   que  les   coemcients   du   binôme  ^->  — î — ôt — ••• 

1  1    ■    Cl 

—. — g t1^  ~-r  sont  tous  des  entiers  divisibles  par  p  :  on  peut  les  négli- 
ger. La  seconde  congruence  montre  alors  que  Aj  =  0  modp,  ensuite  la 
troisième  que  A2  =  0  modp,  etc. ,  jusqu'à  l'avant-dernière,  qui  montre 
queAp_2^0.  Donc 

(2)    .     .     .     .     AjE^  A2  =  A3=  . .  .  ~  Ap_2  =  0        (modp) 
et  la  dernière  congruence  donne  ensuite 

(3) Ap  _i-f-1^0        (modp). 

Si  l'on  se  rappelle  la  signification  de  Ap_i,  on  a  le 
Théorème  de  Wilson ,  p  étant  un  nombre  premier , 

1.2. 3...  (p-  1)+1 
est  toujours  divisible  par  p. 

II  20 
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Ensuite  nous  avons  d'après  (1),  (2)  et  (3)  la  congruence  identique 

x  {x  -f  1)  (x  -f  2) . . .  (x  4-  P  —  1)  =  xp  —  x        (modp). 
Mais,  parmi  les  p  nombres  consécutifs  x,  x-\-\ ,  ...,  x -\-  p  —  1,  il 
y  en  a  toujours  un  divisible  par  p;  donc 

x*  —  x 
est  toujours  divisible  par  p.  En  supposant  x  =  a  non  divisible  par  p, 
on  a  le 

Théorème  de  Fermât,  a  étant  un  nombre  entier  non  divisible 
par  le  nombre  premier  p, 

est  toujours  divisible  par  p. 

Autrement,  la  congruence^-1  —  l^O(modp)  admet  les  p  —  1 
racines  1 ,  2 ,  3 , . . . ,  p  —  1. 

Le  théorème  de  Fermât  est  un  des  théorèmes  les  plus  importants 
de  la  théorie  des  nombres;  nous  le  retrouverons  dans  le  Chapitre  IV, 
où  nous  traiterons  particulièrement  des  résidus  des  puissances  et  de  la 
théorie  des  congruences  binômes. 

20.  Les  systèmes  de  plusieurs  congruences  du  premier  degré  à  plu- 
sieurs inconnues  se  présentent  maintenant  naturellement  à  notre  at- 
tention, mais  nous  consacrerons  à  ce  sujet  important  le  Chapitre  III 
tout  entier.  Ici  nous  nous  bornerons  à  traiter  une  question  élémentaire 
et  dont  on  a  souvent  besoin.  La  théorie  des  équations  indéterminées 
est  liée  évidemment  très  étroitement  à  la  théorie  des  congruences; 
nous  discuterons  ici  l'équation  indéterminée 

(1)    .     .     .     .    alx1-\-a2Xo-\-asx3-\- . . .  -\-  an  +  ixn  +  i  =  u, 

ax,  a2,  . . . ,  «n-fi  et  u  étant  des  nombres  donnés,  xlf  x2,  . . . ,  Xn  +  i  étant 
des  inconnues  qui  doivent  avoir  des  valeurs  entières  II  est  clair  d'abord 
que  u  doit  être  divisible  par  le  p.  g.  c.  d. 

d  =  (al}  ct2,  . . .  «M-|-i) 
des  coefficients  au  a2,  . . . ,  an+i. 

Mais,  pour  que  d  ait  une  valeur  déterminée,  il  faut  supposer  que 
les  coefficients  alf  a2)  . . . ,  an  +  i  ne  soient  pas  tous  nuls.  Ce  sera  là  la 
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seule  restriction  à  laquelle  nous  soumettons  les  données  du  problème. 
Maintenant,  si  u  est  divisible  par  d,  le  problème  admet  toujours  des 
solutions.  Cette  proposition  est  vraie  dans  le  cas  w  =  l,  et  il  est  très 
facile,  en  partant  de  là,  et  à  l'aide  d'une  induction ,  de  montrer  qu'elle 
est  vraie  généralement. 

Mais  nous  suivrons  une  autre  voie  qui  nous  donnera  en  même  temps 
toutes  les  solutions  du  problème.  Mais  ici  une  explication  est  néces- 
saire, si  les  valeurs 

%l  — -  &1  >  X2  ==  02  i  *  '  •  »  Xn-\-\  — ■  0n  +  1  » 

satisfont  à  la  relation  (1)";  de  même  que  les  valeurs 

X^  —-  C\  >  X2  ~~  ^2*  '  •  •  >  %n  + 1  — -  C»i  -(- 1 , 

ces  deux  solutions  seront  considérées  comme  distinctes  si  les  diffé- 
rences 

bk  —  Ck,        k=l,  2,  ...,«+  ! 

ne  sont  pas  toutes  nulles.  Il  importe  de  bien  observer  cette  convention; 
ainsi,  même  dans  le  cas  où  an  +  \  =  0,  les  solutions 

X^  —  Oj  ,  X2  '==  Ö9  »  •  •  •  »  Xn  — =  On  ,  Xn  -f- 1  —  0n  -\- 1 

et 

X^  —  0^  ,  X2  —  0-2  >  •  •  •  y  Xn  -—  On  »  Xn  -\- 1  —  0n  -(-1  ~T~  "> 

seront  considérées  comme  distinctes,  tant  que  k  n'est  pas  nul. 

Les  coefficients  alt  a2,  . . . ,  an  +  i  n'étant  pas  tous  nuls,  on  supposera 
que  ax  n'est  pas  nul.  On  pourra  déterminer  alors  deux  nombres  a  et  y 
satisfaisant  à  la  condition 

«i  «  +  a2  Y  =  (ffi  »  a2>  » 
et  ces  nombres  seront  premiers  entre  eux,  en  sorte  qu'on  pourra  en- 
suite déterminer  deux  nombres  ß  et  ô  par  la  condition 

aô  —  ßy  =  l. 

On  pourra  prendre  du  reste  ß  =  —  a2  :  (^ ,  o2) ,  ô  =  -f-  a1  :  (a1 ,  a2)  ;  c'est 
là  une  remarque  dont  nous  profiterons  tout  à  l'heure. 
Posons 

xx  =  a  ici  +  ß  #2  |  ,,   v         \afi  =  dx1  —  ßx2, 

a  où 

x2  =  y  rci  4"  à  X2 1  '  £2  =  —  yxl-\-ax2, 
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l'équation  (1)  deviendra 

(2)  .     .     (ala2)a?x-{-b2X2-)-a3x3-{-aixi-\-  . . .  -\- an  +  ixn  +  \  =  u. 

Il  est  clair  que  ces  équations  (1)  et  (2)  sont  équivalentes  en  ce  sens, 
que  si  l'une  des  équations  est  impossible,  l'autre  le  sera;  et  que,  si 
l'on  connaît  une  solution  de  l'une  de  ces  équations ,  on  en  déduira  une 
solution  de  l'autre.  A  deux  solutions  distinctes  d'une  de  ces  équations 
correspondent  toujours  deux  solutions  également  distinctes  de  l'autre. 

Remplaçons  maintenant  de  la  même  manière  les  inconnues  x[  et  x3 
dans  (2)  par  deux  nouvelles  inconnues  x['  et  x's ,  en  posant 

(«! ,  a2)  ax  -t-a3y1  =  (alt  a2,  as), 
«i  <*i  —  ßi  Yx  =  1 , 

ldl  =  aiX"  -f  ßjX3,  X'{  =  ÔxXi  —  ßiX3i 

x3  =  nxï  +  <5i  xs,        x3  =  —  yixi  -\-aiXa, 
on  obtiendra  une  transformée  encore  équivalente  à  (2)  et  à  (1) 

(3)  .     (ai,  a2,  a3)x"-\-  b2xk  +  fox'3-\- a±x±-\-  . . .  -\-an  +  \Xn  +  i  =  u. 

On  peut  continuer  ainsi,  en  opérant  maintenant  sur  x['  et  x±,  etc. 
Après  n  transformations,  on  aura  la  transformée  équivalente  que 
voici 

(4)  (ai,  o2,  ..-,  an+i)  xT]  +  Ô2^2+  bsX3-\-  hx'i-{- . . .  +  bn+i  x'n  +  i  =  u, 

et  l'on  obtient  les  expressions  de  xlf  . . . ,  xn  +  i  au  moyen  de  substitu- 
tions successives  sous  la  forme 

Xi  =  Ai  xT  -f  ai,2X2  +  «1,3  #3  4"  Ol, 4  Xi  -4- . .  .  +  Oi,„  +  l  %n  +  \  , 
X2  =  Â2  Xi]  -\-  02,2^2  +  02,3  #3  +  02,4  Xi  +  .  .  .  -f  «2,n  -f 1  x'n  +  i  , 

xs  =  A3  xT  +  a3,3  x3  4-  «3,4  x'i  -4-  .  •  •  4"  as.n+1  a&+i , 

Xi  =  A4  xin)  -f  aM  a£  +  •  •  •  4"  04,n  +  i  #£»4-1 , 

, 

&n+l  =  A„  +  i#i  -|"On+l,n  +  lfl^+l. 

Ces  formules  donneront  toutes  les  solutions  du  problème,  si  l'on 
prend  pour  xf\  x'2,  x'3,  .  . . ,  x'n  +  l  toutes  les  solutions  de  (4).  Mais  on  re- 
marque que,  si  l'on  prend  pour  ß  et  ô  les  valeurs  que  nous   avons 


(5) 
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indiquées  plus  haut,  on  a  &2  =  0.  En  appliquant  donc  toujours  le  même 
procédé ,  on  aura  aussi 


60  =  b.  = 


bn  + 1  =  0. 


Mais  alors  les  solutions  de  (4)  sont  en  évidence;  il  faut  évidemment 
que  u  soit  divisible  par  d,  et  l'on  obtient  toutes  les  solutions  de  (4)  en 
prenant  xf]  =  u  :  d,  et  en  donnant  à 

#2 ,      x's ,       . . . ,       x'n  + 1 
toutes  les  valeurs  de  —  00  à  -f-  00 . 

Théorème  VIL  —  On  obtient  toutes  les  solutions  de  l'équation  in- 
déterminée (1),  et  chaque  solution ,  une  seule  fois,  en  posant  xi")  =  u  :  d 
dans  les  formules  (5)  et  en  faisant  parcourir  à  x2,  .  . . ,  x'n  +  1  toutes  les 
valeurs  entières  de  —  00  à  -4-  °°  • 

On  voit  sans  difficulté  qu'en  procédant  comme  nous  l'avons  indiqué, 
les  coefficients  «2,2»  «3,3,  aM  +  i,w  +  i  ont  les  valeurs  suivantes: 

02.2  =  «i  :  (ai,  «2), 

03.3  =  («i ,  «2)  :  («1 ,  «2 ,  «3) , 


«n  + 1,  n  + 1  — '  («1 ,  «2  1  •  •  •  ,  On)  '■  («1 ,  «2 ,  •  •  •  ,  «m  + 1)- 

21.  Cette  solution  donne  lieu  à  quelques  remarques  utiles.  Il  est 
clair  qu'en  ajoutant  les  équations  (5)  après  les  avoir  multipliées  par 
alt  a2,  . .  • ,  tfn  +  i  les  coefficients  de  x'2,  x'3)  . . . ,  x'n  +  1 ,  s'annulent.  On  a 
ainsi  des  relations  homogènes  entre  Oj,  a2»  •  •  •  *  <*n+i>  qui  déterminent 
les  rapports  de  ces  quantités.  En  supposant 


D  = 


Xj 

*2 

x3 

XM  +  i 

«1,2 

«2,2 

0 

0 

«1,3 
.n-4-1 

«2,3 

•    •     • 

«2.  n  4-  1 

«3,3 

•     •     «                         •     •     t 

«3.  n  +  1       •  •  • 

a. 

0 

i  +  l.n  + 

=  M1X1  +  M.,X3  +  ...  +  Mw+iXn  +  i, 


on  aura 

ax  :  a2  :  «3  :  . . .  :  an  + 1  =  Mx  :  M2  :  M3  :  . . .  :  M„  + 

Mais  il  est  clair  qu'on  a 

Mi  =  a2,2  X  «3,3  X  • . .  X  «n  +  i(n  +  i  =  «i  :  d; 
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donc,  généralement, 

Mk  =  ak:d,        k  =  1,  2,  . . .,  n  4*  1. 

En  multipliant  donc,  par  exemple,  la  dernière  ligne  horizontale  du 
déterminant  D  par  d,  on  obtient  un  déterminant  dont  les  mineurs  ont 
les  valeurs  ax ,  a2,  . . . ,  an  +  i-  On  voit  par  là  que  l'on  peut  toujours  déter- 
miner n  lignes  de  n  -j-  1  nombres  entiers  telles  qu'en  ajoutant  une 
(w-f-l)'ème  ligne  et  formant  le  déterminant,  les  coefficients  multipliés 
dans  ce  déterminant  par  les  différents  termes  de  la  (n -j-  i)ième  ligne, 
soient  des  nombres  donnés 

C'est  là  une  proposition  donnée  par  M.  Hermite  (Journal  de  Crelle, 
t.  40,  p.  264),  qui  en  a  fait  une  application  très  importante. 

22.  En  cherchant  l'expression  de  xT\  xk,  . ..,  x'n  +  i  comme  fonctions 
linéaires  de  xlf  x2,  . . . ,  xn  +  i,  on  trouve  d'abord ,  à  cause  de  b2  =  b3  = 
•  •  •  =  bn  + 1  =  0. 

\al  »  a2l  %i  ==  ai  xi  H-  a2  X2  » 

-  \al  i  a2  y  aSt  %1   ==  al  %1  ~T~  a2  X2    \    %  ^3  > 


\üy  ,  Q2  >  •  •  •  j  Q'n  +  1/^1  —  ^1  %1   ~t"  ^>2  X2  ~t~  •  •  •  "T~  ®n  +  1  Xn  + 1  i 

et  ensuite  on  reconnaît  que   les  expressions  cherchées  se  présentent 
sous  la  forme 

x\     =  \ai  %l  "T  a2  X2    l  •  •  •  l  an+ 1  xn  +  l)  •  d  > 
X2  =a2,lXi  -\-Ct2,2X2, 

X3  =  a3,i  Xi  +  a3>2  X2  -f-  a3,3  X3 , 


Xn  +  1  —  aM  +  i(  i  X\  -j-  a„  +  i;  2  %  "f"  •  •  •  "f"  a«  +  1,  n  +  1  Xn  +  1. 

Le  déterminant  des  fonctions  linéaires  au  second  membre  est  évi- 
demment =  1,  comme  cela  a  lieu  pour  les  équations  (5),  car  les  déter- 
minants des  deux  systèmes  sont  réciproques  et  en  même  temps  des 
nombres  entiers.  Ces  déterminants  sont  donc,  tous  les  deux,  soit  =  -f-  1, 
soit  =  —  1 ,  mais  il  est  facile  de  voir  que  c'est  la  première  valeur  qui 
a  lieu. 


SUR    LA   THÉORIE   DES   NOMBRES.  311 

On  voit  donc  que ,  étant  donnés  les  nombres  entiers 

ax ,    ct2 ,     •  •  • ,    on  + 1 , 

on  pourra  trouver  toujours  n  lignes  de  n  -f-  1  nombres  entiers ,  telles 
qu'en  les  ajoutant  à  la  ligne  donnée ,  on  obtient  un  déterminant  égal 
au  p.  g.  c.  d.  de  ax ,  a2 ,  . . . ,  an  +1. 

C'est  là  un  résultat  dont  on  a  souvent  besoin.  La  question  a  été 
posée  et  résolue  par  M.  Hermite  (Journal  de  Mathématiques  appli- 
quées, t  XIV,  1849).  Nous  verrons,  dans  le  Chapitre  III,  qu'il  est  ex- 
trêmement facile  de  déduire  d'une  solution  particulière  de  ce  problème 
toutes  les  solutions  possibles. 

23.    Il  convient  de  considérer  plus  particulièrement  le  cas  w  =  0. 

%  X±  -f-  a2  X2  +  «s  »a  -f"  •  •  •  "f  «n  + 1  %n  + 1  =  0. 

Si  l'on  a  m  solutions  de  cette  équation 

Äi,i       Ai,  2       #1,3       •-.      ki,n  +  l       CM 


#2, 1        #2, 2        #2, 3 


&2.M  +  1        (K2) 

•     •••••  •••• 

Km,  M  +  l       (&m) 


Am,  1       #m,  2      A»j,  3 

nous  dirons  que  ces  solutions  sont  indépendantes,  lorsque  les  déter- 
minants de  degré  m  dont  les  éléments  sont  puisés  dans  cette  matrice 
(et  que  nous  appellerons  les  déterminants  de  ces  solutions)  ne  sont  pas 
tous  nuls.  Il  est  clair  qu'un  système  de  solutions  indépendantes  se 
composera  tout  au  plus  de  n  solutions,  car,  les  nombres  alta2,  ...,an  +  i 
n'étant  pas  tous  nuls,  le  déterminant  de  n  -f-  1  solutions  est  toujours 
nul.  On  peut  représenter  une  solution  par  un  simple  symbole  (Kx)  qui 
représente  ainsi  m  -f-  1  nombres  entiers,  pris  dans  un  ordre  déterminé. 
On  peut  déduire  des  solutions  (KJ,  (K2),  . . . ,  (Km)  une  nouvelle  so- 
lution 

(Kx  tx  -j-  K2  t2  -\~  •  •  •  "h  Km  'm)  » 

dont  les  éléments  sont 

il,r'l  +  Ä2,r/2T^feT-  •  +  km,r'm        (r=  1,  2,  ...,»+  1). 

Nous  dirons  qu'un  système  de  solutions  (Kx),  (K2),  ...,  (KTO)  forme 
un  système  fondamental  de  solutions ,  dans  le  cas  où  l'on  obtient  toutes 
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les  solutions  de  l'équation  proposée,  et  chaque  solution,  une  seule  fois, 

en  donnant  à  tlt  t2,  . .  : ,  tm  toutes  les  valeurs  entières  de  —  ao  et  -f-  co 

dans  l'expression 

(Kl  ',  -f  K2 12  + ■. . .  -f-  Km  tm). 

L'existence  de  ces  systèmes  fondamentaux  ne  fait  pas  de  doute; 
nous  avons  obtenu  déjà  (théorème  VII)  un  système  fondamental  com- 
posé de  n  solutions. 

Théorème  VIII.  —  Un  système  fondamental  de  solutions  se  compose 
nécessairement  de  n  solutions  indépendantes. 

D'abord,  les  solutions  qui  composent  un  système  fondamental  (K1} 
K2,  ... ,  Km)  sont  nécessairement  indépendantes.  En  effet,  dans  le  cas 
contraire,  on  sait  qu'il  existe  une  relation  identique 

(Kt  ux  -f  K2  u2  -f  •  •  •  +  Kw  vm)  =  0  , 
les  ult  u2,  . . . ,  um  n'étant  pas  tous  nuls.  On  obtiendrait  donc  la  solution 

non  seulement  en  prenant 
mais  encore  en  prenant 

'  1  =  ?/j  ,  '2  ==  W.j  ,  .  .  .  ,  tm  :^  Mm  , 

ce  qui  est  contraire  à  la  définition  d'un  système  fondamental. 

Et  en  second  lieu ,  on  a  nécessairement  m  =  n.  En  effet ,  la  suppo- 
sition de  m  <  n  est  inadmissible ,  car  il  en  résulterait  que  m  -\-  1  so- 
lutions quelconques  ne  pourraient  jamais  être  indépendantes.  Or,  le 
système  fondamental  que  nous  avons  obtenu  se  compose  effectivement 
de  n  solutions  indépendantes ,  dont  les  déterminants  (d'après  le  n°  21) 
sont  Oh  :  d  (k  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n  -J-  <  )• 

24.  On  s'assure  facilement  que  n  solutions  indépendantes  quelcon- 
ques (K^,  (K2), . . . ,  (Kn)  ne  forment  pas  toujours  un  système  fondamental 
de  solutions   Car  si  l'on  cherche  à  représenter  une  solution  quelconque 

par 

(K1/1  +  Ki/8  +  :..+  Kn.tn), 

on  trouve  bien  toujours  des  valeurs  déterminées  pour  tx ,  t2 , . . . ,  tn,  mais 
ces  valeurs  seront  en  général  fractionnaires. 
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Théorème  IX.  —  Un  système  de  n  solutions  indépendantes,  tel  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ses  déterminants 

Mi,     M2,     ...,     Mn  +  i 

est  =  1 ,  forme  un  système  fondamental  de  solutions. 

En  effet ,  si  l'on  cherche  à  représenter  par 

(Kj  \  +  K2  /a  -f  . . .  -f-  K„  '„) 

une  solution  quelconque  blf  ô2,  . . . ,  ôn  +  i,  on  obtient,  pour  déterminer 
tlt  f2,  • . . ,  tn,  un  système  de  ?j  -f"  L  équations  linéaires,  mais  ces  équa- 
tions sont  compatibles  à  cause  de  la  relation 

°l  b\  4"  a2  h  +  •  •  •  4"  a»  +1  &n  +  1  =0i 

On  peut  donc ,  pour  déterminer  les  inconnues,  faire  abstraction  d'une 
quelconque  de  ces  équations ,  et  l'on  obtient  ainsi  v  -\-  l  systèmes  de  n 
équations  dont  les  déterminants  sont  Ml5  M2,  . .  .  ,  MM  +  i  La  valeur  de 
tk  se  présentera  donc  sous  la  forme 

f     _  Jh   _    P_2  _  _  Pn  +  \ 

k~  M,       M2  M„  +  i' 

Pi>  P2>  •••iPn  +  i  étant  des  nombres  entiers.  Mais,  si  la  valeur  fraction- 

T 

naire  irréductible  de  tu  est —  ,  s  divisera  M1 ,  M2,  . . . ,  M„  +  i.  On  a  donc 

S 

s  =  1 ,  c'est  à-dire  tk  a  une  valeur  entière  et  les  solutions  indépendantes 
(Kn  K2,  . . . ,  Kw)  forment  un  système  fondamental ,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. Il  est  clair  que  les  déterminants  de  n  solutions  indépendantes 
sont  proportionnels  à  alt  ff2,  . . . ,  an+i  (voir  n°.  21). 

Théorème  X.  —  Les  déterminants  d'un  système  fondamental  de 
solutions  sont,  abstraction  faite  des  signes, 

ax  :  d ,    a2:  d ,     . . . ,     on  + 1  :  d. 

Désignons  par  (A^,  (A2),  . . . ,  (A„)  le  système  fondamental  particulier 
que  nous  avons  obtenu  et  dont  les  déterminants  sont  Ok'.  d(k=  1,  2,  ..., 
n  -f-  1)-  Alors  (Kj),  (K2),  . . . ,  (K„)  étant  un  autre  système  fondamental , 
on  aura 

(<*!  Kx  4-  a2  K2  +  .  .  .  -f  an  K„)  =  (A^ , 

(ßx  K,  -f  ß.2  K,  +  .  . .  +  ßn  Kn)  =  (A2), 


{Xx  K,  -f  l2  Ko  -f  .  .  .  -f-  Xn  Kn)  =  (An). 


«1 

a2     . 

•     a» 

ßl 

ß2     . 

■       ßn 

h 

l2      . 

•  .      /•« 
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On  voit  par  là  qu'un  déterminant  quelconque  a,k  :  d,  du  système  fon- 
damental (A^,  (A2),  . . . ,  (An)  est  égal  au  déterminant  correspondant  du 
système  fondamental  (K^,  (K2).  (Kn)  multiplié  par 


A  = 


On  a  donc  nécessairement  A  =  ±  1. 

La  liaison  des  divers  systèmes  fondamentaux  est  évidente.  On  voit 
que  chaque  système  fondamental  fournit  une  solution  du  problème  que 
nous  avons  considéré  dans  le  n°  21. 

i 

25.  La  méthode  la  plus  simple  pour  obtenir  un  système  fondamental 
de  solutions  se  fonde  sur  la  remarque  suivante. 

Supposons  que  l'un  des  coefficients  alt  a2,  ■ . . ,  an  + 1  soit  égal  à 

d-=(al,  a2,  . . . ,  «n  + 1) > 
par  exemple  an  + 1  =  d.  Alors  il  est  clair  que ,  pour  avoir  toutes  les 
solutions  de  l'équation  indéterminée 

olx1  -\-a2x2 4-  •  •  •  -\-anxn-\-an  +  ixn  +  i  =0. 

il  suffit  de  donner  à  x1}  x2,  . . . ,  xn  des  valeurs  entières  quelconques  et 
à  Xn+i  la  valeur  (entière  aussi)  qui  en  est  une  conséquence.  On  a  donc, 
dans  ce  cas,  immédiatement  un  système  fondamental  de  solutions  cor- 
respondant à  la  solution  générale 

%i  —  t\  >  %2 '2  »  *  *  '  »  Xn  —  ' n  >         Xn  +  1 "^ 

Si  le  cas  particulier  que  nous  avons  considéré  ne  se  présente  pas , 
soit  ax  le  coefficient  non  nul ,  dont  la  valeur  absolue  est  la  plus  petite. 
En  posant 

a2  =  A1a1  +  ô2,    aH  =  k2ax-]-b3        ...,    an  +  i  =  kn  ax  -j-  ô«  +  i, 

X\  =  Xx  -j-  K x  X2  -j-  K2  X%  -j-  .  .  .  -j-  Kn  Xn  -f- 1  > 

on  aura  une  équation  transformée 

ax  X[  -f"  &2  X2  4"  h  X3  +  •  •  •  +  &n  + 1  Xn  + 1  =  0. 

Par  un  choix  convenable  de  klt  k2, ...,  kn  on  peut  faire  en  sorte  que  le 
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plus  petit  coefficient  de  l'équation  transformée  soit  moindre  que  ax  ou 
même  ne  surpasse  pas  \  av  En  continuant  ainsi ,  on  tombe  finalement 
sur  une  équation  dont  un  des  coefficients  est  d  et  dont  on  peut  écrire 
immédiatement  un  système  fondamental  de  solutions  auquel  corres- 
pondra un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équation  proposée. 
Cette  méthode ,  qui  s'applique  également  à  l'équation 

Oj  Xx  -f-  Og  0%  +  •  ■  •  +  0»  +  1  %n  + 1  =  « , 

se  trouve  dans  un  Mémoire  posthume  d'Euler.  Jacobi  l'a  rappelée  à 
l'attention  des  géomètres  dans  un  Mémoire  également  posthume  (Jour- 
nal de  Crelle,  t.  69,  p.  21). 

26.     Les  nombres  a,  b,  c,  . . . ,  l  étant  premiers  entre  eux  et 

m  =  abc  ...  I, 

nous  savons  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres— ,  —,...,-- 

0/0  L 

est  =  1.  N  étant  un  nombre  quelconque ,  on  pourra  donc  toujours  sa- 
tisfaire à  l'équation 


c'est-à-dire  on  aura 


—  al  _|_  h  _|_  _L  'l 


abc  . . .  I       ab  l 


N 
On  verra  facilement  que  la  fraction  — r :   peut  se   mettre  d'une 

CL  0  C  •  •  •  L 

seule  manière  sous  la  forme 


E  +  ^+t?  +  ---+'2 


a       b  '    l 

E  étant  un  entier  positif  ou  négatif  et 

0^a2<a,        0<i&2<ö,        0^/2<^. 


La  solution  de  l'équation  indéterminée  ax  —  My=l  a  été  donnée 
en  Europe,  pour  la  première  fois,  par  Bachet  de  Méziriac  (Problèmes 
plaisants  et  délectables ,  qui  se  font  par  les  nombres.  2e  édition  ;  1624. 
5e  édition,  par  Labosne;  1884).  Les  anciens  géomètres  hindous,  Bhas- 
cara  et  Brahmagupta  connaissaient  aussi  déjà  la  solution  de  ce  problème. 

Le  problème  du  n°  11  se  trouve  traité  complètement  dans  d'anciens 
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Livres  d'Arithmétique  chinois.  On  y  trouve  non  seulement  la  méthode 
de  Gauss  (n°  13) ,  mais  aussi  la  réduction  du  cas  général  au  cas  où  les 
modules  sont  premiers  entre  eux  (n°  15)   On  peut  voir  sur  cette  question 

Biernatzki ,  Journal  de  Crelle,  t.  52. 

J.  Bertrand,  Journal  des  Savants,  1869. 

Matthiessen ,  Journal  de  Crelle,  t  91. 

La  fonction  y  (M)  a  été  considérée  pour  la  première  fois  par  Euler. 
Les  Mémoires  d'Euler  sur  l'Arithmétique  ont  été  réunis  en  deux  vo- 
lumes (Leonhardi  Euleri  Commentationes  arithmeticae  collectée.  Petro- 
poli ,  1849).  Nous  citerons  toujours  cette  édition  ;  la  fonction  y  se 
rencontre  dans  le  Mémoire  Theoremata  arithmetica  novo  methodo 
demonstrata ,  1759  (tome  I ,  p.  274).  La  démonstration  d'Euler  est  repro- 
duite dans  le  tome  II  de  l'Algèbre  de  Serret.  Le  théorème  'Lcp{d)  =  M 
est  dû  à  Gauss  (Disquisitiones  arithmeticae,  1801,  art.  39;  tome  I  des 
Œuvres  complètes). 

Les  théorèmes  de  Lagrange  sur  les  congruences  se  trouvent  dans  le 
Mémoire  :  Nouvelle  méthode  pour  résoudre  les  problèmes  indéterminés 
en  nombres  entiers  (Œuvres,  t.  II)  et  la  démonstration  des  théorèmes 
de  Fermât  et  de  Wilson,  Œuvres,  t   III ,  p.  425. 

La  considération  d'un  système  fondamental  de  solutions  d'une  ou  de 
plusieurs  équations  indéterminées  est  due  à  M  H.-J.  Stephen  Smith 
(Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  for  the  year  1861  ; 
vol.  151). 

Nous  indiquerons  ici  les  principaux  Ouvrages  d'un  caractère  général 
sur  la  théorie  des  nombres  : 

Gauss,  Disquisitiones  arithmeticae  (Œuvres,  t.  1).  Il  y  a  une  traduc- 
tion française  par  Poullet-Delisle. 

Legendre  ,  Théorie  des  nombres    3e  édition. 

Smith,  Report  on  the  theory  of  Numbers  (British  Association  for 
the  advancement  of  Science,  1859,  1860,  1861,  1862,  1863,  1865). 

C'est  un  résumé  extrêmement  important  sur  toutes  les  parties  de  la 
théorie  des  nombres  auquel  nous  aurons  à  emprunter  beaucoup  de  choses. 

Lejeune  Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie ,  herausgegeben 
von  R.  Dedekind.  Dritte  Auflage,  1879. 

Serret,  Traité  d'Algèbre,  5e  édition,  t.  II. 
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CHAPITRE  III. 

ÉQUATIONS  LINÉAIRES  INDÉTERMINÉES  ,  SYSTÈMES  DE  CONGRUENCES 

LINÉAIRES. 


1.     Considérons  le  système  des  congruences 

Vi,  1  X\  +  Oi,  2  X2  +  •  •  •  +  «i,  n  Xn  =  W<  (mod  M). 

Soit  A  =  |û!ife|  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  incon- 
nues, puis  ont  le  coefficient  de  a,-*  dans  A.  On  obtient  immédiatement 

AXi  =  Ui  a^i-\-U2  a«,*  +  •••4"w«  aw,t        (modM). 

Supposons  que  A  soit  premier  avec  le  module  M,  alors  cette  dernière 

relation  détermine  une  valeur  unique  de  x%  par  rapport  au  module  M; 

et  ensuite  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  x1,  x2,  . .  • ,  xn  ainsi 

obtenues  satisfont  bien  aux  conditions  proposées.  En  effet ,  on  trouve 

A  [a^iXi  -\-ai,2X2  +  •  •  •  4-a«,na5n)  =  Aw*        (modM) 
et,  puisque  A  est  premier  avec  M,  on  peut  diviser  par  A. 

Le  système  des  congruences  admet  donc  une  solution  unique  dans 
le  cas  particulier  que  nous  considérons.  On  peut  ajouter  que  les  valeurs 
de  xlf  x2,  . . . ,  xn  satisfont  encore  à  la  relation 

0>n  +  l,\Xi  -\-  tfn-f  1,2#2  4"  •  ■  •  4"  #w  +  l,M#n 

si  l'on  a 

...       ü\  n  U\ 


Wn+1 


(niod  M) 


ai,i 


=  0       (mod  M). 


Ctn,  1  •  •  •       Ctn,  n  Un 

ffw  +  l.l       •  •  •       Ctn  +  l,n      Wn  +  i  , 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  cette  dernière  congruence  peut 
s'écrire  sous  cette  forme 

A(un  +  i  —  On  +  i.isci  —on  +  i,2X2—  . . .  —  an  +  i:nXn)  =  0        (mod  M). 


2.  Les  résultats  précédents  sont  ceux  qui  s'offrent  immédiatement 
lorsqu'on  poursuit  l'analogie  évidente  qui  existe  entre  la  théorie  des 
congruences  et  la  théorie  des  équations.  Mais  si  A  n'est  pas  premier 
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avec  M,  une  étude  plus  approfondie  est  nécessaire  Elle  a  été  faite  pour 
la  première  fois  par  M.  H.-J.-S.  Smith  ,  et  nous  allons  exposer  sa  thé- 
orie. Les  considérations  suivantes  interviennent  non  seulement  dans 
des  questions  de  la  théorie  des  nombres ,  mais  elles  sont  encore  utiles 
dans  beaucoup  de  théories  d'analyse  pure  ;  aussi  plusieurs  résultats 
isolés  ont  été  obtenus  antérieurement  par  d'autres  géomètres. 

Nous  commencerons  par  étudier  les  équations  linéaires  indétermi- 
nées, mais  il  convient  d'abord  de  fixer  le  sens  de  quelques  expressions 
dont  nous  ferons  usage. 

En  adoptant  une  expression  introduite,  croyons  nous,  par  M.  Syl- 
vester, nous  appellerons  matrice  un  Tableau  de  forme  rectangulaire 

«1,1        «1,2        •  •  •        «1,  m> 
"2,1        «2,2        •  •  •        «2,  m, 

«w,l       0>n,2       •  •  •        Qn,m 

contenant  mn  quantités  données,  et  nous  dirons  que  cette  matrice  est 
du  type  n  X  m.  Si  l'on  a  un  système  quelconque  d'équations  linéaires, 
les  coefficients  des  inconnues  constituent  la  matrice  de  ce  système.  Si 
les  équations  ne  sont  pas  homogènes,  on  peut  ajouter  à  cette  matrice 
une  dernière  colonne  formée  par  les  termes  connus.  On  obtient  ainsi 
la  matrice  complétée  du  système.  Les  mêmes  expressions  s'emploieront 
dans  le  cas  d'un  système  de  congruences.  Les  éléments  a^k  seront  tou- 
jours des  nombres  entiers. 

Les  déterminants  d'une  matrice  sont  les  déterminants  de  degré  le 
plus  élevé  que  l'on  peut  former  avec  les  lignes  ou  les  colonnes  de  la 
matrice;  ainsi ,  dans  le  cas  m  ^  n,  ces  déterminants  renferment  n2  élé- 
ments et  leur  nombre  est 

m  (m  —  1) . . .  (m  —  n  -4-  1)       .    , 

— r~5 ! — -  =  {m)n. 

1  .  2  . . .  n  v 

Le  plus  grand  diviseur  d'une  matrice  est  le  plus  grand  commun  di- 
viseur des  déterminants  de  cette  matrice ,  en  supposant  que  ces  déter- 
minants ne  soient  pas  tous  nuls.  Dans  le  cas  m  =  n,  ce  plus  grand 
diviseur  est  le  déterminant  même  du  système  des  n2  éléments. 

Nous  désignerons  une  matrice  souvent  par  le  symbole 

hau 
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et ,  dans  le  cas  où  elle  est  du  type  n  X  n,  |  A  |  sera  le  déterminant.  Deux 
matrices 

||  A  ||     et    ||B|| 

des  types  m  X  (m  -f-  w)  et  n  X  (m  -\-  n)  sont  de  types  complémentaires. 
Il  est  clair  que  ces  matrices  ont  le  même  nombre  de  déterminants,  et 
l'on  peut  faire  correspondre  à  chaque  déterminant  de  ||  A  ||  un  détermi- 
nant de  ||  B  ||  et  réciproquement,  de  la  manière  suivante. 

En  écrivant  la  matrice  ||  B  ||  en  dessous  de  la  matrice  |j  A  j|  on  obtient 

une  matrice 

A 
B 

qui  sera  du  type  (m  -f-  w)  X  {m  -f-  n)  et  à  un  déterminant  de  ||  A  ||  on  fera 
correspondre  le  déterminant  de  ||  B  ||  avec  lequel  il  se  trouve  multiplié 
dans  le  déterminant  des  (m  -f-  w)2  éléments 

A 
B 

Souvent  il  n'y  a  pas  d'intérêt  à  faire  attention  au  signe  d'un  déter- 
minant d'une  matrice,  mais  dans  le  cas  actuel  il  convient  de  faire  en 
sorte  que  le  produit  des  déterminants  correspondants  se  retrouve  avec 
son  signe  dans  le  déterminant  des  (m  -f-  n)2  éléments. 

3.  Les  déterminants  d'une  matrice  ne  sont  pas  indépendants;  il 
existe  en  général  un  grand  nombre  de  relations  identiques  entre  eux. 
Nous  allons  nous  rendre  compte  d'abord  de  la  nature  de  ces  relations 
et  du  nombre  des  déterminants  qui  sont  indépendants.  On  pourra  con 
sidérer  dans  ce  numéro  les  éléments  de  la  matrice  comme  des  quantités 
arbitraires.  Considérons  la  matrice 


(1) 


Oi,l 

01,2 

01,  m  -\-n  > 

02,1 

02,2 

02,  m-\-n, 

> 

0m,  1 

am,2 

.  .  . 

Om,m-{-n 

du  type  m  X  (m  -f-  w).  Le  nombre  des  déterminants  est 

(w-f-  l)(n  +  2)...(a  +  m) 
1 . 2  . 3  . . .  m 
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mais  nous  allons  montrer  qu'il  y  en  a  seulement  mn  -\-  1  qui  sont  indé- 
pendants. Tous  les  déterminants  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  de  mn-\-\ 
d'entre  eux. 
Soit 

(2) t±  =  \ctik\  (i,  k  =  1 ,  2,  . . . ,  m) 

le  déterminant  formé  par  les  m  premières  colonnes  de  la  matrice.  Le 
déterminant  obtenu  en  remplaçant  dans  A  la  iième  colonne  par  la  m  -f-  kième 
colonne  de  la  matrice  sera  désigné  par  &i>m+k.  On  déduit  ainsi  de  A  mn 
nouveaux  déterminants,  i  variant  de  1  à  m,  k  de  1  à  n.  On  pourra  les 
disposer  dans  le  Tableau 

Al,m  +  1       &i,m  +  2      •••       Ai,m-j-M, 
,A2,  »i-J-l       A  2,  m +  2       •••       A2,w+w, 


\  A»j,w  +  1      AmjW_|_2     •  •  •       A»n,m  +  n- 

Les  mw-f  1  déterminants  A,Ajm  +  Ä  sont  indépendants;  on  peut 
trouver  une  matrice  pour  laquelle  ces  déterminants  ont  des  valeurs 
données  d'avance.  Prenons  d'abord  arbitrairement  les  éléments  a,,*  de 
A,  avec  la  seule  restriction  de  vérifier  la  relation  (2).  On  a  ainsi  les  m 
premières  colonnes  de  la  matrice.  On  peut  déterminer  ensuite  la 
m  -j-  Aiôme  colonne  par  la  condition  que  les  déterminants  Ai>m-j-*(i=  1,2, 
. . . ,  m)  prennent  des  valeurs  données.  En  effet,  on  obtient  ainsi  m  équa- 
tions linéaires  pour  déterminer 

Le  déterminant  de  ce  système  est  Aw_1,  mais,  en  le  résolvant,  on 
trouve  simplement 

(4)      .      Cti,m  f  A:  =  (fl»',l  &l,m  +  k  "f"  Cti,2  &2,m  +  k  "f-  •  •  •  -f"  Q>i,m  &m,m  +  k)  '•  A  , 

£=1,2,3,..., m, 
Ä  =  l,2,3,...,w. 

La  vérification  de  ces  valeurs  est  du  reste  immédiate ,  et  l'indépen- 
dance des  mn-\-\  déterminants  A,  At-)m  +  Ä  est  manifeste. 

Considérons  maintenant  un  autre  déterminant  A'  de  la  matrice.  Il 
contiendra  k  colonnes  appartenant  aux  n  dernières  colonnes  de  la  ma- 
trice (k  ^  2)  ;  soient 

m  -J-  Xl ,         m  -\- 12 ,         •  •  •  >         m  -\-  Ik 
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les  rangs  de  ces  colonnes.  Les  autres  m  —  k  colonnes  de  A'  appartien- 
dront aux  m  premières  colonnes  de  la  matrice,  c'est-à-dire,  ce  sont  des 
colonnes  de  A.  Soient 

A*i  >    P"ii     •  •  ■  j     /** 
les  rangs  des  colonnes  de  A  qui  ne  figurent  pas  dans  A'.  En  remplaçant 
alors  dans  a'  les  éléments  ai,m  +  k  par  leurs  valeurs  (4),  on  obtient,  à 
l'aide  des  propriétés  élémentaires  des  déterminants,  la  formule 


(5) 


A'  =  + 


A 


&[t2,  m  +  L2 


7*11»"  +  ** 

i/x2,  m  +  Xk 


ifihm  +  Xl      ^nhm  +  l2 


^l*hm  +  h 


Ainsi  tous  les  déterminants  de  la  matrice  s'expriment  rationnelle- 
ment au  moyen  des  mn-\- 1  déterminants  A,  &iim  +  k.  On  voit  que  A' 
est  égal  à  un  déterminant  mineur  du  degré  k,  puisé  dans  la  matrice  (3), 
divisé  par  Afc_1.  Le  nombre  des  déterminants  tels  que  A'  est 

(m)2  (w)2  -f  (m)3  (n)3  -f  (m)4  (w)4  +  . . . 

=  (m  -f  w)m  —  (m)0  (n)0  —  (m)!  (m^  =  (m  -f-  w)TO  —  (m  n  -J-  1). 

Équations  linéaires  indéterminées. 
4.     Considérons  d'abord  le  système  linéaire  et  homogène 

u  =  1 ,  2,  .  . . ,  m. 

Nous  supposerons  que  ces  équations  sont  linéairement  indépendantes, 
c'est-à-dire  que  tous  les  déterminants  de  la  matrice  de  ce  système  ne 
sont  pas  nuls.  Le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  a  alors  une  signi- 
fication précise;  soit  d  ce  plus  grand  diviseur. 

Le  moyen  que  nous  emploierons  pour  trouver  toutes  les  solutions 
en  nombres  entiers  consiste  dans  l'introduction  de  nouvelles  inconnues. 

Au  lieu  de  xx,  x2)  . . . ,  #w+n,  on  peut  introduire  de  nouvelles  incon- 
nues ,  en  posant 

Xi  ^^  Cjj  1  X\  -j—  Cit2  OO2  ~\~  -  •  •  -j~  Ci}m-\-n%m-\-rf 

i=  1,  2,  . . . ,  m  -f-  n. 
II  21 
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Les  Citk  seront  des  nombres  entiers,  et  nous  n'emploierons  que  des 
substitutions  dont  le  déterminant  |  c»,*  |  =  +  1. 

On  peut  alors  exprimer  réciproquement  les  %\  par  des  fonctions  li- 
néaires à  coefficients  entiers  des  Xi  et ,  comme  nous  ne  considérons 
que  les  solutions  en  nombres  entiers ,  le  système  transformé  sera  abso- 
lument équivalent  au  système  donné,  c'est-à-dire  à  deux  solutions 
distinctes  d'un  des  systèmes  correspondront  toujours  deux  solutions 
également  distinctes  de  l'autre. 

Parmi  les  déterminants  de  la  matrice  de  (I)  qui  ne  sont  pas  nuls ,  il 
y  en  aura  au  moins  un  dont  la  valeur  absolue  est  le  plus  petit.  Nous 
pouvons  supposer,  en  adoptant  la  notation  du  n°  3,  que  A  soit  ce  dé- 
terminant minimum.  Supposons  d'abord  que  tous  les  déterminants 
A», m + k  soient  divisibles  par  A.  Alors  il  est  clair  que  l'on  obtient  la 
solution  la  plus  générale  de  (I)  en  donnant  à  xm  +  i,  Xm+2,  ■■  ■ ,  Xm+n 
des  valeurs  entières  absolument  quelconques  et  en  déterminant  ensuite 
xlt  x2,  . . . ,  xm  par  les  formules 

Xi  =         (^!,ffl  +  l^m  +  l  ~T~  &i,m-{-2Xm-{-2  ~j~  •  •  •  ~T~  ^ i, m -\- n X m -\- n)  '•  A  , 

{i  =  1 ,  2 , . . . ,  m). 

On  voit,  du  reste,  par  la  formule  (5)  du  n°  3,  que,  lorsque  A  divise 
tous  les  At)W.f.fc,  il  divisera  tous  les  déterminants  de  la  matrice,  en  sorte 
que  l'on  doit  avoir  A  =  +  d. 

Mais  supposons  que  A  ne  divise  pas  tous  les  At)WÎ+fc  et,  par  exemple, 
ne  divise  pas  Ai,w  +  i.  Alors,  on  peut  toujours  trouver  un  entier  c  tel 
que  la  valeur  absolue  de 

Ai)WJ  +  i  —  C  A 
soit  inférieure  à  celle  de  A.  La  substitution  de  déterminant  -f-  1 

Xi       =x'i      (i=l,2,S,...,m,m-\-2,m-\-3,...,m-\-n), 

Xm-\- 1  ==  Xm-\-\  —  CX\ 

transformera  alors  le  système  (I)  dans  un  autre  système  dans  lequel  un 
des  déterminants  est  Ai,w.f-i  —  cA.  Le  déterminant  minimum  du  système 
transformé  est  donc  plus  petit  (en  valeur  absolue)  que  A.  Si  ce  déter- 
minant minimum  ne  divise  pas  tous  les  autres  déterminants,  on  pourra 
encore  le  diminuer  par  le  même  procédé.  Il  est  clair  que  l'on  finira 
par  trouver  un  système  transformé  dans  lequel  le  déterminant  mini- 
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mum  divise  tous  les  autres  déterminants,  et  dont  on  peut  écrire  alors 
immédiatement  la  solution  la  plus  générale.  Cette  solution  renferme, 
comme  nous  l'avons  vu ,  n  indéterminées  auxquelles  on  peut  donner 
toutes  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  +  oo . 

Théorème  I.  —  On  obtient  toutes  les  solutions  du  système  (I) ,  et 
chaque  solution  une  seule  fois,  par  les  formules 

,jjx  i%i  =  ßl,it-i  +  #i,»<2  +  •  •  •  +  ßn,itn, 

en  donnant  à  tx ,  U ,  ■  •  • ,  tn  toutes  les  valeurs  entières  de  —  co  à  +  oo . 

Il  est  clair  qu'en  substituant  les  expressions  (II)  dans  le  système  (I) , 
les  coefficients  de  ^,  t%,  . . . ,  t„  doivent  s'annuler. 

On  obtiendrait  donc  encore  des  solutions  de  (I)  en  donnant  à  tlf  t2, ...,  tn 
des  valeurs  fractionnaires.  Mais  il  est  clair  que  l'on  ne  peut  jamais 
obtenir,  de  cette  façon,  une  solution  de  (I)  en  nombres  entiers ,  car 
toute  solution  entière  correspond  à  un  système  unique  de  valeurs  en- 
tières de  tx ,  t2 ,  . . . ,  tn. 

Pour  obtenir ,  dans  un  cas  donné ,  la  solution  générale  sous  la  forme 
(II),  il  sera  plus  pratique  de  procéder  autrement.  On  cherchera,  par 
exemple,  par  la  méthode  d'Euler  (Chap.  II ,  25) ,  la  solution  générale  de 

«1,1  X\  +«1,2%  +  •  •  •  +  «l,tn+n%n-fw=0, 

qui  renfermera  m-\-n  —  1  indéterminées ,  puis  on  introduira  ces  valeurs 
dans  la  seconde  équation 

«2,1  #1  +  «2,2%  +  •  •  •  +«2,ro+n%»  +  M  =  0, 

etc. ,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  épuisé  les  m  relations  données. 

Si  l'on  transforme,  comme  nous  l'avons  fait,  le  système  (I),  il  est 
clair  que  tout  déterminant  du  système  transformé  est  une  fonction 
linéaire  à  coefficients  entiers  des  déterminants  de(I),et  réciproquement. 
On  voit  par  là  que  le  plus  grand  diviseur  des  deux  matrices  est  le 
même  et,  par  conséquent,  dans  le  procédé  que  nous  avons  employé 
plus  haut,  on  trouvera  finalement  un  système  dont  la  matrice  a  un 
déterminant  minimum  égal  à  ±  d. 
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5.     Considérons  r  solutions  du  système  (I) 

a1,l>  «1,2,  •  •  •  ,  Ol,m  +  nj 

a2, 1  ,  «2, 2  ,  •  •  •  ,  «2,  m  +  w  > 

'  •  '  J  •  •  •  ?  •  •  •  i  ? 

ar,  1  »  ar, 2  »  •  •  •  5  ot*") m-\-n  , 

que  nous  désignerons  quelquefois  aussi  par  de  simples  lettres  Ax,  A2, 
.  . .  ,  Ar.  Ces  solutions  sont  indépendantes  si  tous  les  déterminants  de 
degrés  r  ne  sont  pas  nuls.  Il  est  clair  que  l'on  peut  trouver  tout  au  plus 
n  solutions  indépendantes,  car,  puisque  toutes  les  solutions  sont  com- 
prises dans  les  formules  (II)  (n°  4)  qui  ne  renferment  que  n  indétermi- 
nées, n  -f-  1  solutions  ne  sont  jamais  indépendantes.  En  multipliant  les 
solutions  précédentes  par  ^,  t2i  . ,  ■ ,  tr  et  en  ajoutant,  on  obtient  une 
nouvelle  solution 

Aj  fj  — j-  A.2  t%  -j~  .  .  .  -j-  Ar  tr 

dont  les  éléments  sont 

Xi  =  o^ï  t\  -j-  ü2,i  h  4"  . . .  -j-  arji  tr. 
Nous  dirons  que  les  solutions 

forment  un  système  fondamental  de  solutions ,  lorsque  l'on  obtient 
toutes  les  solutions  possibles,  et  chaque  solution  une  seule  fois,  en 
donnant  à  tx,  t2,  •  ■  • ,  tr  les  valeurs  de  —  oo  à  -f-  °°  •  L'existence  de  ces 
systèmes  fondamentaux  de  solutions  ne  fait  pas  de  doute,  car  nous 
savons,  par  le  théorème  I,  que 

Pi,  1  »      Pi,  2  >       •  •  •  >      Pi,m  +  n 

(i  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n) 
est  un  tel  système. 

Théorème  II.  —  Un  système  fondamental  de  solutions  se  compose 
de  n  solutions  indépendantes. 

Ce  théorème  est  une  généralisation  du  théorème  VIII  du  Chapitre  II; 
la  démonstration  est  exactement  la  même. 

La  matrice  formée  par  n  solutions  indépendantes  ,  ou  par  un  système 
fondamental  de  solutions,  est  du  type  n  X  (on  -j-  w),  donc  du  type  com- 
plémentaire de  la  matrice  du  système  (I). 
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Considérons  la  matrice  du  système  (I)  et  la  matrice  formée  par  n  so- 
lutions indépendantes 


aM»        ai,2, 


«1,1»  «1,2, 

•  •  •  >  •  '  •  ) 

«w,l>         a«,2, 


•  •  }  ûl,m  +  n  > 

•  •  »  5 

•  •  i  &m,  m-{-n  ) 

•  •  »  al,m  +  n> 


?  j 

i         an,m  +  n- 


Les  relations  qui  existent  entre  ces  nombres  se  réduisent  à  ceci  :  que 
la  somme  obtenue  en  multipliant  les  éléments  d'une  quelconque  des  m 
premières  lignes  par  les  éléments  correspondants  d'une  des  n  dernières 
lignes  est  nulle. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  une  réciprocité  complète  entre  les  deux  ma- 
trices ,  et  si  l'on  considère  le  système  indéterminé 

<*i,l%l  -f-a»,2#2-|-  •  •  •  +  ai,m  +n%m  +  n=  0 

(*  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) , 
les  nombres 

ßt,  1  ?      ai,2t      -  •  •  ■>      ai,m  +  n 

(i=l,2,  ...,m), 
en  donneront  m  solutions  indépendantes. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°  2,  on  peut  faire  corres- 
pondre à  chaque  déterminant  de  la  matrice  j|  at,*||  un  déterminant  de 
la  matrice     aijk  \\  d'un  système  de  n  solutions  indépendantes. 

Théorème  III.  —  La  matrice  d'un  système  fondamental  de  solutions 
a  l'unité  pour  plus  grand  diviseur. 

Considérons ,  en  effet ,  les  formules 

Xi  =  ßi,i  h  4"  ß%,i  k  ~f~  •  •  •  4"  ßn,i  til  , 

[i  =  1 ,  2 , . . . ,  {m  +  w)] 

qui  renferment  la  solution  la  plus  générale.  Il  est  clair  d'abord  que 

(/?1,1/?1,2.  •  .ßl,m  +  n)=  1| 

car,  si  ces  nombres  étaient  tous  divisibles  par  c  >  1,  on  trouverait  une 
solution  entière  en  posant  tx  =  ~,  ce  qui,  on  le  voit  facilement  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  est  contraire  à  la  nature  d'un  système 
fondamental  de  solutions. 
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Ensuite ,  je  dis  que  les  déterminants  de  la  matrice 

01,1,      ^1,2,       ••-,      ßl,m  +  n, 
02,1,      02,2,       ..-,      02,  m -f  m 

ont  aussi  1  pour  plus  grand  commun  diviseur.  Car  si  ces  déterminants 
étaient  tous  divisibles  par  c  >  1,  c  ne  divisera  pas  tous  les  éléments  de 
la  première  ligne,  par  exemple  c  ne  divisera  pas  0],i;  mais  alors  on 
trouverait  encore  une  solution  entière  en  posant 


_         02,: 


*=  +  &1. 


C  c 

ce  qui  est  impossible. 

Ensuite,  je  dis  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice 

01,1,  01,2,  •••,  ßl,m  +  n, 
02,1,  02,2,  ••-,  02,m+«, 
03,1,      03,2,       •  •  •  ,      03,m  +  w 

est  encore  =  1.  Car  si  ce  plus  grand  diviseur  était  c  >  1,  c  ne  diviserait 
pas ,  par  exemple ,  le  déterminant 

01,1       01,2 
02,1       02,2 


et ,  en  posant 

02,1       02,2 


*1  = 


03,1       03,2 


C, 


L  = 


c, 


L  = 


0M 

02,1 


01,2 

02,2 


03,1       03,2 
01,1       01,2 

on  trouverait  encore  une  solution  entière ,  ce  qui  est  impossible. 

Il  est  clair  que  l'on  peut  continuer  ainsi ,  pour  arriver  au  théorème 
énoncé. 


6.     En  cherchant  à  exprimer  une  solution  quelconque 


a 


li      a2  >      •  •  •  ,      am  +  n 


par  un  système  fondamental  de  solution  0^,  on  est  amené  à  déterminer 
n  inconnues  tu  t2,  . . . ,  tn  par  m  -\-  n  équations 

a  i  =  01,  i  h  -f*  02,  t  h  -f"  •  •  •  4"  0n,  i  tn 

(i=  1 ,  2,  . . . ,  m  -f-  n). 

On  sait  d'avance  qu'il  existe  une  solution  unique  et  en  nombres  en- 
tiers ;  ce  système  linéaire  doit  donc  présenter  certaines  circonstances 
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particulières.  Nous  allons  montrer  qu'elles  se  réduisent  à  ceci  :  d'abord 
le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  du  système  est  =  1,  ensuite  tout 
déterminant  de  la  matrice  complétée  se  compose  de  n  -f- 1  solutions. 

Théorème  IV.  —  Un  système  de  m  -f-  n  équations  entre  n  inconnues 

a-i  =  ß\,i  h  -f-  /?2,t  h  4"  ■  ■  •  4"  Am  ^m 
(i  =  1,  2, . . . ,  m-\-  n) 

admet  toujours  une  solution  unique  et  en  nombres  entiers ,  lorsque  le 
plus  grand  diviseur  de  la  matrice  du  système  est  =  1  et  que  tous  les 
déterminants  de  la  matrice  complétée  sont  nuls. 

Nous  ajouterons  un  théorème  analogue  sur  les  congruences. 

Théorème  V.  —  Un  système  de  rn-\-n  congruences  entre  n  inconnues 

a{  =  ßui h  +  h,ih  +  . . .  +  ßn,i tn        (mod M) , 
(i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m  -J-  n) 

admet  toujours  une  solution  unique,  lorsque  le  plus  grand  diviseur  de 
la  matrice  du  système  est  premier  avec  M  et  que  tous  les  déterminants 
de  la  matrice  complétée  sont  =  0  (mod  M). 

Il  suffira  de  démontrer  ce  dernier  théorème  ;  nous  pouvons  écrire  les 
congruences  données  ainsi 

At  =  ctj        (mod M),        {i=l,  2,  . . . ,  m -\- n), 

les  A,  étant  des  fonctions  linéaires  en  tlt  t2, . . . ,  tn-  Considérons  le  déter- 
minant minimum  A  de  la  matrice  de  ce  système.  Si  A  divise  tous  les 
autres  déterminants ,  il  sera  premier  avec  M  d'après  notre  hypothèse. 
Les  n  congruences  correspondantes  admettront  alors  une  solution 
unique  et  cette  solution  satisfera  aussi  à  toutes  les  autres  congruences 
(voir  le  n°  1). 
Mais  si 

A  =  \ßl>k\        (i,*  =  l,2,...,n) 

ne   divise  pas   tous  les  autres  déterminants ,  il  ne  divisera  pas ,  par 
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exemple ,  le  déterminant 


ßl,n  +  \       ß2,n  +  l 
ßl,2  /?2,2 

ßl,B  /?2,3 


ßn,n  +  l 

ßn,2 

ßn,B 

Pn,n 


ßl,n  ß2,n 

Mais  alors  on  pourra  remplacer  le  système  donné  par  le  système 
équivalent 

Aj  =  ai         (i=l,2,...,n,n-\-2,n-\-3,...,n-\-,m), 
Aw  +  i  —  cAi  =  an  +  1  —  caX) 

et  ce  nouveau  système  aura,  pour  une  valeur  convenable  de  c,  un  dé- 
terminant minimum  plus  petit  que  A.  On  pourra  ainsi  diminuer  le  dé- 
terminant minimum  jusqu'à  ce  qu'il  soit  devenu  égal  au  plus  grand 
diviseur  de  la  matrice  donnée.  Il  divisera  alors  tous  les  autres  déter- 
minants et  l'on  est  ramené  au  cas  que  nous  avons  considéré  d'abord. 

Le  théorème  IV  peut  se  démontrer  d'une  façon  toute  semblable ,  ou 
encore  par  le  raisonnement  que  nous  avons  fait  dans  la  démonstration 
du  théorème  IX  (Chapitre  II). 

Nous  indiquerons  encore  une  autre  démonstration  du  théorème  V. 

Si  l'on  écrit 

M  =  PXQ  XRX  ..., 

où  P,  Q,  R,  . . .  sont  des  puissances  de  nombres  premiers  distincts,  on 
reconnaît  facilement  que  les  congruences  données  admettent  une  solu- 
tion unique,  par  rapport  à  chacun  des  modules  P,  Q,  R,  . . . ,  d'où  l'on 
peut  conclure  qu'elles  en  admettent  aussi  une  par  rapport  au  module  M. 


7.     Multiplication  des  matrices.  -   Soit 

/   V  ■■      1.       Ù    j      •     •     ■     y 


n 


llai,k{l      \k=l,2,...,m  +  n)' 
ou  ||  A  ||  une  matrice  du  type  n  X  {m  -\-  n),  (m  ^  0), 

I!  c%,k  II     {i,  A  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) } 
ou  II  C  II,  une  matrice  du  type  n  X  w,  nous  représenterons  par 

Il  rj  i|  v  !l  A  II  —  Il  A'  Il 
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une  matrice  du  même  type  que  ||  A  ||  et  dont  les  éléments  sont 

U 'i,  k  =  Ci,  i  «l,  k  -\~  C{t  2  «2,  k  +  •  •  •  "f"  ci,  n  «n,  k 

/i  =  l,2,...,«         \ 
\A  =  1 ,  2 , . . . ,  m  -f-  w/ 

Lorsque  ||  Cx  ||  est  encore  du  type  n  X  n,  nous  écrirons 

Hdii  X  |[  A'  Ü  =  ||  Ci  ||  X  ||  c  n  x  ;i  A  !|, 
et  il  est  facile  de  voir  que 

||  Cj  ||  X  II  Cil  XII  A  II  =  {110!  Il  XII  CHI  X  II  A  ||. 

Mais  on  ne  peut  pas   permuter  les  deux  matrices  dans  un  produit, 
et  si  l'on  considère  un  produit  de  plusieurs  facteurs 

HCnll  X  ||C„_i||  X  ...  X  ||  C||  X  HAH, 

on  suppose  toujours  que  toutes  les  matrices  ||  C*  ||  sont  du  type  n  X  n  : 
seule  la  matrice  ||Ail  peut  être  du  type  n  X(m-j-w),  le   produit   est 
toujours  du  même  type  que  ||  A  ||. 
Il  est  clair  que ,  lorsque 

||A'||  =  IIC||X||A||, 

tout  déterminant  de  I  A' ||  est  égal  au  déterminant  correspondant  de 
||  A  ||  multiplié  par  le  déterminant  |  C  |.  Les  déterminants  correspondants 
de  ||  A  ||  et  ||A'|I  seront  proportionnels  et  si,  en  particulier,  le  plus 
grand  diviseur  de  |  A  |  est  =1,  le  plus  grand  diviseur  de  ||A'||  sera 
la  valeur  absolue  de  |  C  |. 

Dans  le  cas  où  le  déterminant 


C2,l 


Cl,  2 
C2,2 


C\,n 
C2,n 


e  =  ±  1, 


Cn,  1       C«)  2        •  •  •       Cn,  n 

nous  désignerons  par  ||  C  ||-1  la  matrice 

«7i,i,  «72,1,      ...,  eyn,l, 

£71,2,  «72,2,      ...,  eyn,2, 

•  •  '  •  ,  •  •  •  .  ,      •  •  •  ,  •  •  •  •  , 

£71,1»,  «72,n,       ..-,  «7«,n, 

y^ic  étant  le  coefficient  de  c»-,*  dans  le  déterminant     C 
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On  voit  que 


C||X||C||-1  =  ||C 


X  HC  11  = 


1  0 

0  1 

•  • 

0  . 


0 
0 


et  de  la  relation 
on  peut  conclure 


a' il  --  il  n il  v  h  a  h 

■**•  Il  Il  v  ||  X\  Il  ■"■  il  > 


A  ||  =  ||  C  II-1  X  HA' 


8.  Soit  ||  A  ||  la  matrice  formée  par  n  solutions  indépendantes,  ]|B|| 
la  matrice  formée  par  un  système  fondamental  de  solutions. 

Puisque  les  solutions  de  ||  A  ||  peuvent  se  déduire  du  système  fonda- 
mental ||  B  ||,  cela  revient ,  avec  notre  nouvelle  notation  ,  à  dire  que 

n  a  il  —  ||  n  ||  v  II  R  H 
Il  a  h  —  Il  v-»  Il  y\  ll-Dli- 

Il  est  clair  que  le  plus  grand  diviseur  de  ||  A  ||  est  =  ±  |  C  |,  et,  dans 
le  cas  |  C  |  =  ±  1 ,  ||  A  ||  est  évidemment  aussi  un  système  fondamental 
de  solutions,  car 

||B  ||  =  ||  Cil-1  XII  A  ||. 

Si  l'on  considère  plusieurs  systèmes  de  n  solutions  indépendantes , 
ou  de  systèmes  fondamentaux,  les  déterminants  correspondants  seront 
toujours  proportionnels. 

Théorème  VI.  —  Lorsque  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice 

|j  B  ||     du  type  n  X  (m-\-n) 

est  =1,  et  que  les  déterminants  d'une  matrice 

||  A  ||     du  type  n  X  (m  -f-  n) 

sont  proportionnels  aux   déterminants   correspondants  de  ||B||,  on  a 
toujours 

Il  A  ||  =  ||  C||X  II  B|i 

et  la  matrice  ||  C  ||  est  unique. 

En  effet,  on  obtient  pour  déterminer  c,,i,  ct,2,  •  •  . ,  Ci,n  les  équations 

ß»,Ä=  Ct,l  b\>k  -j-  Ci,2  Ô2,/c  -|-  •  •  •  4"  Ci,nbn,k, 

Ä  =  l,2,...,(m  +  n)- 
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Un  déterminant  quelconque  de  la  matrice  complétée  de  ce  système, 
tel  que 


öi,i 

02,1 

0n,  l 

«i,l 

Öl,  2 

02.2 

...       0n,2 

<K  2 

Ôl,n  +  1 

02,  n 

+  1 

•  ••       0m,  n  +  1 

fti,w  +  1 

est  nul,  car  d'après  la  proportionnalité  supposée  entre  les  déterminants 
de  ||  A  ||  et  de  ||  B  j| ,  il  est  permis  de  remplacer  partout  ô»,*  par  a»,*,  à 
condition  de  diviser  après  par  un  certain  nombre  entier  le  facteur  de 
proportionnalité. 

Mais  on  obtient  ainsi  un  déterminant  avec  deux  colonnes  identiques. 
Donc ,  d'après  le  théorème  IV,  il  existe  un  système  et  un  seul  de  va- 
leurs ct-, i ,  Cj,2,  . . . ,  c,, «  qui  satisfont  à  la  question. 

On  voit  qu'une  matrice  du  type  n  X  (m  -\-  n)  dont  les  déterminants 
(non  tous  nuls)  sont  proportionnels  aux  déterminants  de  la  matrice  ||B|| 
formée  avec  un  système  fondamental  (ou  avec  n  solutions  indépen- 
dantes) est  nécessairement  composée  avec  n  solutions  indépendantes. 

Théorème  VIL  —  Les  déterminants  d'une  matrice  formée  par  n  so- 
lutions indépendantes,  du  type  MX(w-fn),  sont  proportionnels  aux 
déterminants  correspondants  de  la  matrice  du  type  m  X  (m  -j-  n)  du 
système  indéterminé  donné  (I).  En  particulier,  un  déterminant  d'un 
système  fondamental  de  solutions  est  égal  au  déterminant  correspon- 
dant du  système  (I),  divisé  par  d. 

Il  suffira  de  faire  voir  que  le  théorème  se  trouve  vérifié  pour  un 
système  particulier  de  n  solutions  indépendantes.  Un  tel  système  peut 
se  déduire  des  considérations  du  n°  3.  Supposons  que  le  déterminant 
A  ne  soit  pas  nul,  alors  on  a  le  système  suivant  de  n  solutions  indé- 
pendantes 

Ai,m  +  1>       A2,m+1,       ...,       ûm.m  +  li       —  A,  0,      0,       ...,  0, 

Al,m+2,       A2,w+2,       -..,       &m,m+2,  0,      — A,      0,       ...,  0, 


>       >      ■  •  •  j       >  •  >       ■  •  •  •  >       •  ?        •  •  •  j  •  i 

Âi,»j  +  h,       â2,m-fn,       •••>       Am,  ro-f-w,  0,  0,      0,       •••,      — A. 
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En  effet ,  ce  sont  là  bien  n  solutions ,  car  on  a  [form.  (4)  du  n°  3] 

«»,1  &l,m  +  k  "f"  #t,2  ^2, m  +  k  ~\~  ■     -4"  ° i,  m  &m,m  +  k —  Qi,m  +  k  A  =  0. 

Ces  solutions  sont  indépendantes,  car  l'un  des  déterminants  est  ( — A)w. 

Et  si  l'on  considère  maintenant  les  déterminants  de  cette  matrice 
qui  correspondent  aux  mn  -J-  1  déterminants  que  nous  avons  considérés 
dans  le  n°  3,  on  reconnaît  immédiatement  qu'ils  n'en  diffèrent  que  par 
le  facteur  ( — 1)WAW_1,  et  cette  proportionnalité  s'étend  aisément  aux 
autres  déterminants. 

Plus  généralement,  on  peut  obtenir  n  solutions  indépendantes  ainsi. 
Soit 


D  = 


«i,i 

•    ♦    • 

«m,  1 
Cl,l 


«l,w+n 

&m,m-\-n 
Cl,  m-\-n 

Cn,  m  -\-  n 


Puisque  tous  les  déterminants  de  la  matrice  donnée  ne  sont  pas  nuls , 
on  pourra  choisir  les  nombres  c^,  de  manière  que  D  ne  soit  pas  nul. 
Désignant  alors  par  Ci,*  le  coefficient  de  ci)k  dans  D,  il  est  clair  que 
l'on  a  le  système  suivant  de  n  solutions 

Ci,i ,     .  .  .  ,     Ci,w-|_n, 


^n,  li      •  '•  •  )      ^n,  m-\-n> 

et ,  d'après  un  théorème  connu ,  un  déterminant  quelconque  de  cette 
matrice  est  égal  au  déterminant  correspondant  de  la  matrice  j  j  c*  *,  ä  j  | 
multiplié  par  Dw_1. 

9.     Nous  allons  résoudre   maintenant  le  problème  suivant.    Étant 
donnée  une  matrice 

l|A||, 

du  type  «X(w-f»),  dont  d  est  le  plus  grand  diviseur,  trouver  toutes 
les  solutions  de  l'équation 

Il  A  II  =  11  Cil  X  II  B  II 

il  A  il  —  il  ^  il  *  ||  i->  ,1 , 

le  déterminant  j  C  j  étant  ±  d.  Il  est  clair  que  le  plus  grand  diviseur  de 
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B|[  est  1 ,  et  si  l'on  a  trouvé  une  matrice  dont  les  déterminants  sont 
proportionnels  à  ceux  de  |  A  jj  et  dont  le  plus  grand  diviseur  est  =  1 , 
on  pourra  la  prendre  pour  ||  B  ||;  la  matrice  ||  C  jj  s'en  déduit  d'après  le 
théorème  VI. 

On  peut  obtenir  une  telle  matrice  jj  B  jj  en  considérant  le  système 
indéterminé  dont  la  matrice  est  |j  A  jj.  On  cherchera  m  solutions  indé- 
pendantes formant  une  matrice  jj  A'  jj.  Ensuite,  on  cherche  un  système 
fondamental  de  solutions  du  système  indéterminé  dont  la  matrice  est 
jl  A'  jj.  La  matrice  formée  par  ce  système  fondamental  satisfait  évidem- 
ment aux  conditions. 

Mais  voici  une  autre  méthode  qui  sera  préférable  ordinairement. 

Divisons    d'abord    la  première  ligne  horizontale  de  jj  A  jj  par  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  nombres  qu'elle  renferme,  on  aura  ainsi 

la  matrice 

&l,l,     ^1,2,     •  •  • ,     öi,  m  4-«, 

«2,1,  «2,2,  •  •  •  ,  «2,m  +  w, 
•  •  >  ,       ■  ••■  i       •  •  •  >       , 

«w,  1)       ^»1,2,       •  •  •  ,       «n,  m  +  M- 

Soit  maintenant  dx  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice 
formée  avec  les  deux  premières  lignes.  Je  dis  que  l'on  pourra  déter- 
miner un  nombre  x  satisfaisant  aux  congruences 

xbi,i  =  a2,i        (moddi), 
i  =  1 ,  2 ,  .  . .  m  -f-  n. 

C'est  ce  qui  résulte  du  théorème  V.  En  retranchant  donc  de  la  seconde 
ligne,  la  première  multipliée  par  x,  elle  deviendra  divisible  par  a\  et, 
après  la  division ,  on  aura  une  matrice 

Ôl.l  ,  Ôi,2,  •  •  •  ,  Ôl,m  +  w, 
&2, 1  »  &2, 2  ,  •  •  •  »  &2,»i  +  n. 
«3,1,      «3,2,       •  •  •  ,      «3,m  +  n, 

et  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  des  deux  premières  lignes  est 
=  1. 

Soit  d2  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  des  trois  premières 
lignes ,  les  congruences 

xbi,i-\-yb2,i  =  as,i        (modd2), 
(i  =  1 ,  2 , . . . ,  m  -\-  n) 
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admettent  encore  une  solution,  d'après  le  théorème  V.  En  retranchant 
de  la  troisième  ligne  la  première  multipliée  par  x  et  la  seconde  ligne 
multipliée  par  y,  on  pourra  diviser  par  d2  et,  dans  la  matrice  obtenue 

Öl,  1  ,       &1,2,       •  •  •  ,       Öi,»n-f  M, 


02,1,  &2,2, 
h,l,  &3,2, 
«4,  l ,       «4, 2  , 


>      02,  m  +  n  , 
»      03,  m  -f-  n  , 


le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  partielle  formée  par  les  trois  pre- 
mières lignes  est  =1.  Il  est  clair  que  l'on  peut  continuer  ainsi,  on 
finira  par  trouver  une  matrice 

Il  ô^ll  =  IIB  II 
fi  =  1 ,  2 , . . . ,  n         \ 
\k  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n  -f-  W 

dont  le  plus  grand  diviseur  est  =  1 ,  et  il  est  clair  que  ses  déterminants 
seront  proportionnels  à  ceux  de  |'  A  ||.  On  peut  remarquer  que  ce  pro- 
cédé donne ,  dans  le  cas  m  =  0,  une  nouvelle  méthode  pour  la  construc- 
tion d'un  déterminant  =  ±  1. 

Ayant  ainsi  obtenu  une  solution  particulière 

||A||  =  ||C||X!|B||, 

il  est  facile  de  voir  que  la  solution  la  plus  générale  sera  comprise  dans 
les  formules 

l|A||  =  |!C0||X||B0||, 
où 

||B0||  =  ||E||X||B||, 

||C0  ||  =  ||C  !|  XII  E  II"1, 
j|  E  j|  étant  une  matrice  quelconque  du  type  n  X  n  dont  le  déterminant 
est  ±  1. 

Lorsque  |j  A  j|  est  la  matrice  de  n  solutions  indépendantes  du  sys- 
tème (I),  la  matrice  j!  B  j|  sera  composée  d'un  système  fondamental  de 
solutions. 

10.     On  peut  obtenir  la  solution  du  système 

....  f  «t,l  %\  "f"  flt,2#2  "T"  •  ■  •  4"  ai,m+n%m  +  n  =  0, 

(>••■'     \  i=l,2,...,m 
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encore  par  une  autre  méthode,  un  peu  différente  de  celle  que  nous 
avons  exposée  dans  le  n°4,  et  qui  conduit  à  un  résultat  dont  nous 
aurons  besoin  plus  loin. 

Nous  avons  vu  ,  dans  le  Chapitre  II,  que  par  une  substitution  linéaire 
de  déterminant  -±  1 ,  on  peut  tranformer  l'expression 

«1,1  X\  4"  «1,2  #2  -j-  •••  4"  «l,m+n#»w  +  M 

en  dix'i,  d\  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  ai,i, 

«l,2>  •  •  •  ,  ûfl,fn+w 

A  l'aide  de  cette  transformation,  on  déduira  de  (I)  un  système  équi- 
valent dont  la  matrice  affectera  la  forme 


«1 

0       .. 

0 

«2,1 

«2,2       •  • 

«2,ro-fw 

«»n,l 

«rn,2     •  • 

Les  coefficients  «2,2,  «2,3,  •  • . ,  «2,m  +  n  ne  peuvent  pas  être  tous  nuls, 
car  tous  les  mineurs  du  second  degré  des  deux  premières  lignes  seraient 
nuls;  la  même  chose  aurait  lieu  pour  la  matrice  de  a,-,*,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse  admise.  En  opérant  donc  sur  les  variables  %%,  s&g, 
. . . ,  x'm  +  n>  on  pourra  transformer  encore  le  système  de  manière  à  ob- 
tenir un  nouveau  système  dont  la  matrice  affecte  la  forme 

0 
0 

«3,  m  +  m 


4 

0 

0 

a'ii 

d<i 

0 

«3',i 

aS,  2 

n" 

«3,3 

ri"  ri"  ri" 

«»w,l        «»j,2         «m,  3 


a 


m,  m  +  n 


d2  étant  le  p.  g.  c.  d.  de  «2,2,  «2,3,  •  •  • ,  «2,m  +  w    En  continuant  ainsi,  on 
sera  amené  finalement  à  une  matrice  de  la  forme 


(A) 


dx        0 

ßi,  1  «*2 

&,1  03,2 

•      •      •  •      •      • 

ßm,  1  ßm,  2 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

Pm,  i 


dr, 


0 
0 
0 

•  • 

0 
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Il  est  clair  qu'on  aura  d  =  dx  d2  c/3  . .  .  dm,  et  si  les  nouvelles  incon- 
nues sont  yx,y2,  •  •  •  ,  î/m+n,  la  solution  la  plus  générale  s'obtient  en 
posant 

Vi  =  ^2  =  2/8=  •  •  t  =  Vm  =  0, 

tandis  que  ym  +  n  y™ +  2,  ■ . . , Itm  +  n  peuvent  prer  dre  toutes  les  valeurs 
entières  de  —  oo  à  -j-  x . 

On  peut  simplifier  encore  le  tableau  (A).  En  remplaçant  d'abord  y2 
par  y2  —  cy1,  il  est  clair  qu'on  peut  faire  en  sorte  que  le  coefficient  foi 
devient  positif,  mais  inférieur  à  d2.  En  remplaçant  ensuite  y3  par 
y^  —  Cy2  —  c'y2,  on  peut  assujettir  les  coefficients  foi,  fo2  aux  limitations 

0^foi<cfe,        0^fo2<tf3. 

On  voit,  en  définitive,  qu'il  existe  toujours  une  substitution  de  dé- 
terminant ±  1 ,  tel  que  le  système  transformé  a  une  matrice  de  la  forme 
particulière  (A),  où  les  coefficients  du  d2,  .  .    ,  dm  sont  positifs  et 

0^ßi,k<di  [*=1,2,  ...,(i  —  1)] 

(voir  Hermite,  Journal  de  Crelle ,  t.  41,  p.  192).  On  verra  facilement 
que  cette  forme  réduite  (A)  est  unique.  La  nature  invariantive  des  co- 
efficients du  tableau  (A)  s'aperçoit  aisément.  D'abord  il  est  clair  que 
di  est  la  plus  petite  valeur  (sauf  0)  que  peut  avoir  l'expression 

0>i,\  Xi  -\-  ai,2%2  -f-  ■  •  •  T"  ai,m  +  nXm  + n, 

xx,x2,  ■ .  • ,  Xm  +  n  étant  liés  par  les  relations 

«M  X\  -\-dk,2X2  -{-...  4"  aft,»»  +  nZm  +  n  =  0, 

/c  =  l,2,3,...,(i-l). 

Ensuite  foi  est  la  plus  petite  valeur  que  peut  avoir  la  fonction  linéaire 

#2,1  #1  4"  •  •  •  -f-  a%m  +  nXm.\-n  , 

X) ,  x2,  • . . ,  xm  +  n  étant  liés  par  la  relation 

ttl,l  X\  -\- . . .  -J-  rtl,w  +  nXm  +  n  =  d\. 

Ensuite  foi,  fo2  sont  les  plus  petites  valeurs  de 

tf  3, 1  X\  -\-  .  .  .  -f"  #3,  m  +  n  Xm  +  n  , 

xx,  x2,  . . . ,  Xm  +  n  étant  assujettis,  dans  le  premier  cas,  aux  relations 

0>\,\X\  -\-  .  .  .  -J-  al, m  +  n  Xm  +  n  =  ^1 
«2, 1  Xi  -j-  •  •  •  "f"  a%  m  +  n  Xm  +  n  =  fo,  1 
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et ,  dans  le  second  cas ,  aux  relations 

Gl,l  #1  "T"  •  •  '  "T"  #l,m  +  n#m  +  n  =  0, 
«2,1  #1  H-  •  •  •  'T"  a2,m  +  n%m  +  n  =  <^2, 

ainsi  de  suite. 

11.     Considérons  maintenant  le  système  non  homogène 

(III)      ....      «{,1^1  +««,2^2+     ••  -)rai,m  +  nXm  +  n  =  M< 

(*  ==  1 ,  2 ,  . . . ,  m). 

Soit  d  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  de  ce  système,  d'  le  plus 
grand  diviseur  de  la  matrice  complétée ,  il  est  clair  que  d'  divise  d. 
Mais,  en  éliminant  m  —  1  des  inconnues,  on  reconnaît  que  tout  déter- 
minant de  la  matrice  complétée ,  qui  n'est  pas  en  même  temps  un  dé- 
terminant de  la  matrice  non  complétée ,  doit  être  divisible  par  d.  Pour 
que  le  système  (III)  admette  des  solutions,  il  est  donc  nécessaire  que 
l'on  ait  d  =  d'.  Mais  cette  condition  est  aussi  suffisante. 

Théorème  VIII.  —  Pour  que  le  système  (III)  admette  des  solutions, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  du  système 
soit  égal  au  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  complétée. 

En  effet,  dire  que  le  système  (III)  admet  une  solution ,  c'est  la  même 
chose  que  de  dire  que  le  système  homogène 

UiXo-\-  <Xit\Xi  -f-ÛU',2#2-f-  .  .  .  -f  a,,m+n#w  +  n  =  0 

admet  une  solution  où  x0  = —  1.  Or  la  solution  générale  du  système 
homogène  est 

Xi  =  ßo,  i  tç>  4-  ßi,  i ;t\  -{-•••-}-  ßn,  i  tn  , 

i  =  0,  1 ,  2 , . . . ,  (m  -f-  n). 

En  supposant  d  =  d'  les  déterminants  de  la  matrice  des  \\ßi,k\\  qui 
renferment  les  coefficients  /50,o,  /?i,o,  •  •  • ,  ßn,o  sont  égaux  aux  détermi- 
nants correspondants  de  la  matrice  du  système  homogène ,  divisés  par 
d.  Mais  ces  déterminants  sont  simplement  des  déterminants  du  sys- 
tème (III),  et  en  les  divisant  par  d  on  obtient  des  nombres  dont  le 
p.  g.  c.  d.  est  =  1.11  est  clair  par  là  que  le  p.  g.  c.  d.  de  ß0,o,  /?i,o, . .  • ,  ßn,o 
est  aussi  =  1 ,  et ,  par  conséquent ,  on  peut  donner  à  t0,  tJt  . . . ,  tm  des 
valeurs  telles  que  x0  =  —  1.  On  reconnaîtrait  aussi  facilement  la  vérité 
II  22 
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de  ce  théorème  à  l'aide  de  la  méthode  de  réduction  du  n°  4.  On  voit, 
d'après  ce  théorème ,  que  si  l'on  considère  l'ensemble  des  solutions  du 

système  homogène  (I),  la  plus  petite  valeur  de#Ä(saufO)  est  -r-,  dk 

étant  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  obtenue  en  supprimant  la 

ßieme  colonne.  Cette  valeur  —r  est  donc,  dans  tout  système  fondamental 

de  solutions 

ßi,l ,   ßi,2y    •  •  •  ,    ßi,m  +  n, 
i=  1,  2,  .  .  .  ,  W 

le  p.  g.  c.  d.  de  ßhk,  ß2,k,  .  . . ,  #.,*• 

Il  est  clair  que  pour  obtenir  la  solution  la  plus  générale  du  système 
non  homogène  (III),  il  suffit  d'ajouter  à  une  solution  particulière  la 
solution  la  plus  générale  du  système  homogène  (I). 

12.  Si  le  système  (III)  admet  une  solution  pour  certaines  valeurs  de 
«!,  w2,  • . . ,  Ww,  il  en  sera  de  même  encore  si  l'on  remplace  ces  nombres 
par  vx ,  v2 , . . . ,  vm ,  où 

m  =  Vi        (modd),  i  —  1,  2,  . . . ,  m. 

La  possibilité  ou  l'impossibilité  du  système  ne  dépend  donc  que  des 
résidus  de  u1}  w2,  . . . ,  um,  par  rapport  à  d.  Le  nombre  total  de  ces  sys- 
tèmes de  résidus  est  de  dm,  mais  pour  dm~1  de  ces  systèmes  seulement, 
les  équations  (III)  admettent  une  solution.  Pour  le  reconnaître,  il  suffit 
de  recourir  à  la  transformation  du  n°  10,  qui  donne  un  système  équi- 
valent de  la  forme 

u1  =  d1yu 

M2  =  &,1,  2/1  +  ^2  2/2, 

w3  =  #5,i  2/i  +  #5,2  2/2  +  dsys, 


Um  =  ßm,  1  2/1  4"  ßm,2  V2  4"  •  •  •  "f"  ß™,m  -  1  Vm  -  1  +  dm  Vm  , 
Ui  Ctc)  .  •  •  &wi  —  U» 

Il  est  clair  d'abord  que  ux  ne  peut  avoir   que  -r-  valeurs  par  rapport 

"i 
au  module  d.  A  chacune  de  ces  valeurs  de  ux  correspond  une  valeur 

déterminée  de  y1  et  ensuite  évidemment  -j-  valeurs  de  u2  par  rapport 

a2 

au  module  d.  A  chaque  système  de  valeurs  de  ux  et  w2  correspondent 
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d 

ensuite  des  valeurs  déterminées  de  yx  et  y2  et  ensuite  -r-  valeurs  de  w3 

tt3 

par  rapport  au  module  d,  etc.  Le  nombre  total  des  systèmes  de  résidus 
de  u1}  m2,  .. .,  wm,  par  rapport  au  module  d,  est  donc 

■|-  X  4"  X  •  ■  •  X  4~  =  dm_1-  C.  Q.  P.  D. 

Parmi  les  valeurs  admissibles  pour  u%  figure  toujours  la  valeur  w»  =  0, 
et  si  l'on  se  donne  d'avance 

Mj  =  u2  =  . .  .  =  Uk  =  0, 

les  Wfc  +  i,  . . . ,  um  ne  peuvent  plus  représenter  quedm~k  systèmes  de 
résidus  par  rapport  au  module  d.  Mais ,  en  raisonnant  comme  tout  à 
l'heure,  on  voit  que,  parmi  ces  systèmes,  il  n'y  en  a  que 

flm —  k 

=  d1d2...dkXdm-k~\ 


dk  +  i,  dk  +  2, . . . ,  d, 


pour  lesquels  le  système  (III)  admet  des  solutions.  Il  est  clair  que 
d1d2. .  .dk  est  ici  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  des  k  premières 
des  équations  (III). 

13.  Ces  propositions  ont  lieu  encore  dans  le  cas  n  =  0,  lorsque  le 
nombre  des  équations  est  égal  au  nombre  des  inconnues  ,  et  nous  allons 
en  faire  une  application  dans  un  cas  de  cette  nature. 

Prenons  un  système  de  m2  nombres  entiers 

ai:k  (i,k=  1,  2,  . . . ,  m), 

dont  le  déterminant 

A  =  1  «H*| 
est  positif  >  0. 

Si  l'on  considère  les  équations 

(\\  dA  ÔA  ,  ,      t)  A 

(A)      ....      y"         X-i  -+■  ,  OCo  -r-  .  .  •  -j-    N  Xm  —  W» , 

ôa,-,i    l      doi,2  dai>m 

i=l,2,...,m, 

le  déterminant  est  Aw_1,  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  il  y  a 
A(w»-i)»  systèmes  de  résidus  w,  par  rapport  au  module  A™-1  pour  lesquels 
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le  système  (A)  admet  une  solution  entière.   Mais  la  solution  de  ce  sys- 
tème est  donnée  par  les  formules 

A  Xi  =  ai,i  U\  -}-  a2,i  M2  +  •  •  •  +  am,  i  Um  , 

%  1  j    ü)    •  •  •  ■    //&• 

On  voit  donc  que  si  le  système  a  une  solution  entière  pour  un  sys- 
tème de  valeurs  de  ult  u2, ...,  umj  il  en  aura  encore  une  en  remplaçant  m» 
par  Vi  =  Ui  (mod  A).  Soit  k  le  nombre  des  systèmes  de  résidus  des  Ui  par 
rapport  au  module  A ,  pour  lesquels  les  équations  (A)  admettent  une 
solution,  un  tel  système  en  engendrera  évidemment  aw(to-2)  par  rap- 
port au  module  ato_1;  donc 

k  X  Aw(m-2)  =  a(w  — 1)' 

Il  est  clair,  du  reste ,  que  ce  nombre  k  est  simplement  le  nombre  des 
solutions  des  congruences 

ai.iWi  -r-aa,,M2  -f-  •  •  •  +  am,tW»n^0        (mod  A), 
et,  d'après  un  théorème  que  nous  rencontrerons  plus  loin,  on  peut 
conclure  de  là  aussi  cette  valeur  k  =  A. 
Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  IX.  —  Il  y  a  exactement  A  systèmes  de  nombres  entiers 
xlt  x2,  . .  • ,  xm  qui  satisfont  aux  inégalités 

.    .   dA          .     ÔA          .            .      ÖA  .  A 

0  <  s, Xx  +  5 X2  -4-  ■  .  .  +  X- #  m  <  A 

(î=  1,  2, . . .,  m). 
Dans  les  cas  m  =  2,w  =  3,  ce  théorème  admet  une  interprétation 
géométrique  très  simple.  Considérons  dans  l'espace  trois  axes  rectan- 
gulaires OX,  0  Y,  OZ  et  le  réseau  de  tous  les  points  dont  les  trois  coor- 
données x,  y ,  z  sont  des  nombres  entiers.  Soient 

A(#i>  2/i,*i),        B(a;2,2/2,  s2)i        C(#3,2/3,s3) 
trois  points  du  réseau  ;  nous  supposerons  que 

x-y    yx    zx 
A  =    x2    y2    z2 

%3     2/s     ss 

soit  différent  de  zéro  et  positif.  Alors  A  est  le  volume  d'un  parallèle- 
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pipède   dont   trois  arêtes   sont  OA,OB,OC.   Soient  0n  Aj ,  Bj ,  Cx  les 
sommets  du  parallélépipède  opposés  à  0,  A,  B,  C. 
L'équation  de  la  face  0  B  C  est 


et  l'équation  de  la  face  opposée  0,  B1  Cx  passant  par  le  sommet  0X  est 

d  A  d  A  c)  A 


Les  trois  inégalités 

—    d^  O?/!  O^ 

da;2  a^2  dz2 

0^3  oy3  0S3 

expriment  donc  que  le  point  X,  Y,  Z  est  à  l'intérieur  du  parallélépipède 
ou  sur  l'une  des  faces  passant  par  0,  mais  non  sur  une  des  faces  pas- 
sant par  0V  Le  théorème  IX  exprime  donc  qu'il  y  a  exactement  A 
points  du  réseau  qui  satisfont  à  ces  conditions.  Une  légère  attention 
suffit  pour  reconnaître  que ,  dans  ce  dénombrement ,  il  ne  faut  compter 
qu'un  des  huit  sommets  de  parallélépipède  :  c'est  le  sommet  0.  Quant 
aux  points  sur  les  arêtes  (mais  qui  ne  sont  pas  des  sommets) ,  il  ne  faut 
compter  que  les  points  qui  sont  sur  les  trois  arêtes  passant  par  0.  Enfin, 
pour  les  points  sur  les  faces  (mais  non  sur  une  arête)  ,  il  ne  faut  compter 
que  ceux  qui  sont  sur  les  trois  faces  passant  par  0 ,  mais  non  ceux  qui 
sont  sur  les  trois  autres  faces. 

Il  est  clair  qu'on  obtiendrait  le  même  nombre  A ,  en  comptant  tous 
les  points  sur  les  faces ,  arêtes ,  sommets ,  si  l'on  adopte  cette  règle  de 
compter  un  sommet  pour  £,  un  point  sur  une  arête  pour  £,  un  point 
sur  une  face  pour  £. 

Il  serait  extrêmement  facile  de  démontrer  directement  ce  résultat 
en  prolongeant  les  arêtes  0  A,  OB,  OC  jusqu'en  A',  B',  C',  de  telle  ma- 
nière que 

0A'  =  A.0A,        0B'  =  ft.0B,        0C'  =  A.0C, 
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k  étant  un  entier,  et  en  considérant  alors  le  parallélépipède  avec  les 
arêtes  0  A',  OB',  OC'.  Le  rapport  des  volumes  des  deux  parallélépipèdes 
est  A3,  et  l'on  reconnaît  aussi  que  le  rapport  des  nombres  des  points  du 
réseau  à  l'intérieur  des  deux  parallélépipèdes  (comptés  d'après  la  règle 
indiquée)  est  aussi  exactement  k3.  Or,  d'après  la  définition  même  du 
volume,  le  rapport  du  volume  et  du  nombre  des  points  à  l'intérieur 
du  parallélépipède  OA'B'C'  doit  tendre  vers  1  pour/c  =  oo.  Mais  puisque 
ce  rapport  ne  varie  pas ,  il  est  toujours  =  1. 

On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  un  peu  différent.  Considérons 
dans  l'espace  le  réseau  des  points  dont  les  coordonnées  sont  des  mul- 
tiples de  y,  ft  étant  un  nombre  entier.  Le  volume  d'une  certaine 

partie  de  l'espèce  peut  être  défini  alors  (d'après  Lejeune-Dirichlet) 
comme  la  limite  du  rapport 

M:k3 

pour  ft  =  oo,  M  étant  le  nombre  des  points  du  réseau  qui  appartiennent 
à  la  partie  de  l'espace  que  l'on  considère.  Adoptant  cette  définition  de 
volume,  on  peut  conclure  directement  du  théorème  IX  que  le  volume 
du  parallélépipède  OABC  est  exprimé  par  le  déterminant  A. 

On  comprendra  maintenant  que  M.  Smyth  a  pu  déduire  de  ces  con- 
sidérations une  démonstration  arithmétique  de  la  formule  de  transfor- 
mation des  intégrales  multiples. 

Solutions  de  quelques  problèmes  sur  les  matrices. 
14.     Étant  donnée  une  matrice 

Blidj «n  +  1      OU       ||  A  || 

du  type  1  X  («  +  1),  dont  d  est  le  plus  grand  diviseur,  nous  avons  vu 
(Chap.  II ,  22)  qu'on  peut  trouver  toujours  une  matrice 

„.      m  IIDII  /ï  =  l,2,...,n        \ 

Il  »<»  Il     ou     ||B  ||  (*=1,2,...,w+1) 

du  type  n(n-\- 1),  telle  que  le  déterminant 


SUR   LA   THEORIE   DES   NOMBRES. 


343 


Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  solution  la  plus  générale 
de  ce  problème.  Il  est  clair,  en  divisant  tous  les  éléments  de  |j  A  j|  par  d, 
qu'on  peut  supposer  d  =  1.  Cela  étant ,  si  l'on  a 


A 
B 


=  1, 


A 

C 


=  1, 


|!  C  ||  étant  une  solution  quelconque,  nous  savons,  par  le  théorème  VI, 
qu'il  existe  toujours  une  matrice  ||  E  ||  du  type  (n  -\-  1)  X  (n  -j-  1)  (et 
une  seule) ,  telle  que 


(1) 


A 
C 


=  IIE|I  X 


A 
B 


où  ||  E  ||  =  +  1.  Mais  il  est  clair  que  la  matrice 
forme  particulière 

1        0        0      ...      0 


E  II  doit  avoir  ici  la 


Pi 

P2 


«M 

«2,1 


«1,2 
«2,2 


Pn      en,i      en,2 


«i,« 

«2,n 

•    ■    • 

«n,n 


Pu  P2>  •  •  •  i  Pn  étant  arbitraires  et  |  e^  I  =  ±  1.  Avec  cette  expression 
de  ||  E  ||,  la  formule  (1)  renferme  donc  toutes  les  solutions  du  problème 
et  chaque  solution  une  seule  fois.  On  peut  mettre  cette  solution  sous 
une  autre  forme  en  remarquant  que  la  matrice  ||  E  ||  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


1 
0 


«1,1 


0     en>ï 


0 

•     •     • 

?n,n 


X 


1 

0 

0 

Qi 

1 

0 

22 

0 

1 

qn     0     0 


0 
0 
0 

0 


(7u  #2»  •  •  •  >  Qn  étant  des  nombres  qui  peuvent  avoir  des  valeurs  arbi- 
traires. En  substituant  cette  expression  dans  la  formule  (1),  on  obtient 
sans  difficulté  la  matrice  la  plus  générale  jjC||  qui  satisfait  au  problème, 
sous  la  forme 

||  C  ||  =  ||  e{, k  ||  X  \\bilk-{-qiak\\, 
||  B  j|  =  ||  bitk  H  étant  une  solution  particulière. 
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15.     Plus  généralement,  soit 

lla»,*l 


ou    Ü  A 


i  =  1 ,  2,  . . . ,  m 
k=  1,2, ... ,(m-\-ri) 


une  matrice  donnée  du  type  m  X  (m  -f-  n) ,  dont  d  est  le  plus  grand 
diviseur.  Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  matrices 


K*ll    ou    ||  en 
du  type  complémentaire  n  X  (m  -j-  n)  telles  que 

=  ±d. 


%     1,     u  ,     .    .    .    ,     Il 

k=l ,  2, ... ,(m-\-n) 


A 
C 


On  peut  remarquer  d'abord  qu'on  peut  supposer  d  =  1 ,  car  nous 
savons  qu'on  peut  trouver  une  matrice  ||  A'  ||  du  même  type  que  II  A  || , 
dont  les  déterminants  sont  proportionnels  à  ceux  de  ||  A  ||  et  dont  le 
plus  grand  diviseur  est  =  1  (n°  9).  Cette  matrice  ||  A'  ||  étant  obtenue, 
il  est  clair  que  les  deux  conditions 


A 
C 


=  ±d, 


A' 
C 


-I-  1 


sont  absolument  équivalentes.   Nous  supposerons  donc  d  =  1 ,  et  de 
plus  qu'on  ait  obtenu  déjà  une  solution  particulière 


Ayant 


(1) 


Il  bi,, 

cil       OU 

HE 

2      1    ,      Ci    y      .     . 

K  —  1 ,  u  ,  .  . 

. ,  n 

. ,  (m  -J-  ri) 

A 
C 

=  ±1, 

A 
B 

=  ±1, 

ir  le  théorème  VI 

A 

c 

=  I|E| 

X 

A 
B 

> 

||  E  |j  étant  une  matrice  du  type  {m  -\-  n)  X  (m  -{-  n)  dont  le  déterminant 
est  =  ±  1.  Mais  il  est  clair  que  cette  matrice  ||  E  ||  doit  avoir  ici  la 
forme  particulière 
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1 

0 


0 

1 


0         0 

Pl,l      Pi,  2 


Pn,l      Pn,2 


0 
0 


0 

0 


1         0       0 

Pl,m       «1,1      «1,2 


Pn,  m      «n,  1      «n,  2 
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0 
0 

0 
«l.n 


-n,n- 


Cette  formule  (1)  renferme  ainsi  déjà  la  solution  la  plus  générale  du 
problème ,  mais  on  peut  la  mettre  encore  sous  une  autre  forme  en  re- 
marquant que  la  matrice  ||E  II  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit 


1 

0    ... 

0 

1   ... 

• 

0 

0     ... 

0 

0     ... 

* 

0 

•            •    •    • 

0    ... 

0 


1      0 
0     «1,1 


0 
0 

0 

«l,n 


O      «w,  1      •  •  •      &n,n 


X 


1 

0  1 

•  • 

0  0 

01,1  ïl,2 

•     •     •  •    •     • 

Qn,l  ÇLn,2 


0 


1      0     0 


Qh  m     1 


qn,m  0     0 


0 
0 

• 

0 
0 

1 


où  les  qi,k  peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques.  On  obient  facile- 
ment 


«i,i 

•   •   • 

en,i 


«l,n 
«w,  n 


X  II  biilc  +  Qi,i  ai,k  -{•  qif2  ci2,k  -\-  ■    ■  -fg.,™  «m,* 


k  =  1 ,  2 , . . . ,  (m  -f-  n) 


où  les  eitk  doivent  satisfaire  à  la  relation  |  e^u  \  =  ±  1. 

Pour  obtenir  la  solution  particulière  |jB|!,  on  prendra  d'abord  une 
matrice  quelconque  ||wii,Ä||  ou  ||  M  |j  du  type  n  X  (w-J-w),  telle  que  le 
déterminant  de  la  matrice 

A 

M 

ne  soit  pas  nul.  Par  le  procédé  du  n°  9  on  pourra ,  sans  changer  les  m 
premières  lignes,  en  déduire  une  autre  matrice  du  même  type 
{m  -f-  n)  X  (m  -\-n)  et  dont  le  déterminant  est  ±  1. 


346  SUR   LA   THÉORIE   DES   NOMBRES. 

16.  Nous  avons  vu  (Chap.  II ,  n°  21)  qu'on  peut  toujours  trouver 
une  matrice  du  type  n  X  (n  -f- 1)  dont  les  déterminants  ont  des  valeurs 
données ,  non  toutes  nulles.  On  peut  se  proposer  d'obtenir  toutes  les 
matrices  qui  satisfont  à  ces  conditions  ,  mais  nous  traiterons  directement 
le  problème  plus  général  : 

Trouver  toutes  les  matrices  du  type  m  X  (m -{- n)  dont  les  détermi- 
nants ont  des  valeurs  données. 

A  cause  des  relations  identiques  entre  les  déterminants ,  les  valeurs 
données  ne  peuvent  pas  être  quelconques.  Adoptons  les  notations  du 
n°  3  et  supposons  que  le  déterminant  A  ne  soit  pas  nul  :  on  pourra  se 
borner  à  considérer  les  raw-fl  déterminants  A,  A^m+k-  Ces  détermi- 
nants-là ne  peuvent  pas  même  être  des  nombres  arbitraires ,  il  faut  que 
les  autres  déterminants  A'  qu'on  en  déduit  par  la  formule  (5)  du  n°  3 
soient  aussi  des  entiers.  Mais ,  cela  étant ,  nous  allons  voir  que  le  pro- 
blème est  toujours  possible  et  admet  une  infinité  de  solutions. 

En  effet ,  prenons  d'abord  arbitrairement  les  m  premières  colonnes 
avec  la  seule  condition 

|0(,A|  =  A        {i,k=  1,2,  ...,  m), 

alors  on  pourra  déterminer  les  autres  colonnes  comme  au  n°  3  ;  il  est 
vrai  que  ces  autres  éléments 

ne  seront  pas  des  entiers  ;  toujours  est- il  vrai  que  la  matrice  ainsi 
formée  admettra  pour  déterminants  les  valeurs  données,  qui  sont  toutes 
entières.  En  multipliant  les  lignes  horizontales  par  A,  on  obtiendra 
une  matrice  dont  les  déterminants  sont  proportionnels  aux  valeurs 
données.  On  peut  alors  déduire  de  là  (par  le  procédé  du  n°  9)  une  autre 
matrice  dont  les  déterminants  sont  encore  proportionnels  aux  valeurs 
données ,  mais  dont  le  plus  grand  diviseur  est  1.  Soit 

IIB  || 

cette  matrice,  si  d  est  le  p.  g.  c.  d.  de  tous  les  déterminants  de  la 
matrice  cherchée ,  l'expression  la  plus  générale  de  cette  matrice  sera 

IICIIXIIBH, 

où  |jC||  est  une  matrice  quelconque  du  type  m  X  m,  dont  le  détermi- 
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nant  est  =  ±  d.  En  prenant  en  particulier  pour  les  ai,k{i,k=  1,  2, 
les  valeurs  suivantes 

«1,  1  =  «2, 2  =  •  •  •  =  Q>m  —  1,  M  —  1  =  1  y  a  m, m  =  A  , 

on  trouve  que  les  déterminants  de  la  matrice 
A     0      ...     0     &i,*t+i      Ai)>w  +  2 

0      A       ...      0       A2,ot+1       A2,w+2 


,«i) 


0     0 


A     A 


m,  in  + 1 


1  wî,  »»  -}- 2      •  •  ' 


Al,»»-}-»» 
A  2,  m  -f  « 
> 

A  m,  m-\-n 


sont   proportionnels   aux   déterminants  de   la   matrice    cherchée;    on 
pourra  donc  en  déduire  la  matrice  ||  B  ||. 

Si  l'un  des  déterminants  donnés  divise  exactement  tous  les  autres , 
on  le  prendra  pour  A  ;  dans  ce  cas ,  on  peut  écrire  la  matrice  |j  B  ||  sans 
aucun  calcul. 

Une  autre  méthode  pour  trouver  cette  matrice  ||B||  est  la  suivante; 
considérons  le  système  d'équations  linéaires  homogènes  dont  la  ma- 
trice est 

A  i,  »»  -f  i     A  2,  m  + 1      ...     A  „»,  m  _}_  i     —  A       0       ...       0 

A  i,  m  +  2      A  2,  m  +  2       •  •  •       A  ,w,  m  +  2  0        —  A       ...         0 


A  \,m-\-n      &2,m-{-n      ••<       A»»,  m-\-n  0 


0 


—  A 


La  matrice  formée  par  un  système  fondamental  de  solutions  de  ces 
équations  sera  une  matrice  du  type  m  X  (m  -f-  1);  ses  déterminants  se- 
ront proportionnels  aux  valeurs  données  et  le  plus  grand  diviseur  de 
cette  matrice  est  =  1.  C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  des  propo- 
sitions établies  précédemment,  si  l'on  se  rappelle  le  théorème  VII  et 
sa  démonstration. 

17.  Soit  ||  A  ||  =  ||a»,fc||  une  matrice  du  type  mX(m-\-n),  dont  le 
plus  grand  diviseur  est  ô,  ||  Cj|  =  H  c,-,aII  une  matrice  du  type  complé- 
mentaire MX(»!tw)i   te^e  °lue 


(D 


«1,1  •• 

•  •     •  ■    • 

ß  m,  1  •  • 

Cl,l  .. 

•  •     •  •     • 

Cn.1  •  • 


•    •    •    •    •    •  • 

«  m,  m  -j-  n 
Cl,m-}-w 


•     •     •     • 


Cn,m-\-n 


=  ±ô. 
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Nous  savons  qu'il  existe  de  telles  matrices  (voir  n°  15). 

Soit  ensuite  |j  B  ||  =  |j  ô,)A  ||  une  matrice  du  type  n  X  (m-j-n),  formée 
par  un  système  fondamental  de  solutions  des  équations  linéaires  homo- 
gènes 

(«  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m). 

Les  matrices  ||B||  et  ||C||  sont  du  même  type;  à  un  déterminant  A& 
de  la  première  on  peut  faire  correspondre  un  déterminant  A  c  de  la  se- 
conde ,  en  supposant  que  deux  déterminants  correspondants  sont  for- 
més avec  n  colonnes  de  même  rang  (et  prises  dans  le  même  ordre) 
dans  les  deux  matrices.  Cela  étant ,  on  a 

^A&AC=±  !» 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  paires  de  déterminants  correspon- 
dants. Pour  le  montrer,  remarquons  que  le  plus  grand  diviseur  de  la 
matrice  ||  BJJ  est  l'unité  :  on  peut  donc  former  une  matrice  ||  D  ||  =  I!  d»,*  !l 
du  type  m  X  (m  +  n),  telle  que 


(2) 


dl,l      •  •  •      di}m  +  i 


dm,l 


dm,  m-\-n 
0 1,  m  -\-  n 


•    •  •    •    •    • 


=  ±  1. 


On,  1      •  •  •      On,m-\-n 

En  multipliant  les  deux  déterminants  (1)  et  (2),  il  vient 


Ai,i 

•   •  •   • 

«1,1 


«1,W 


..    A 


m,  1 


0 


A  m,  m       0 
•      «»t,l       #i,i 


u 


m.n 


A,)fc  =  aÄji  diti  4"  ak,^di,2  -j- 

Vi,k    =bi,lCk,l    +Öi,2CA,2  + 


0 
0 

VnA 


V, 


=  ±à, 


"T"  ^  Ä,  m  +  n  0»  t,  m  +  w  > 

"T"  Oi^m  +  n  Ck,m  +  n) 
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c'est-à-dire 


■1.1 


■  1,  m 


■  m,  l 


•     •     •  •     »     • 


X 


»1,1 


Vn,i 


V\,n       •  •  •       Vn,n 

Or,  A a  et  Ad  étant  deux  déterminants  correspondants  des  matrices 
|| A ||  et  ||D||  de  même  type,  on  a,  d'après  une  propriété  élémentaire 
des  déterminants, 

A«,  ] 


et  de  même 


Ai,i 

A])OT 

Via 


■  m,  m 


Vn,l 


=  2^Aa  Ad. 


=  ^  A6  Ac- 
V\tn      ...       Vn,n 

Mais  tous  les  déterminants  Aa  sont  divisibles  par  <5;  on  a  donc  né- 
cessairement 

2^A«Ad=  ±ô,  ^AöAc  =  ±l,  C.Q.F.D. 

18.  A  l'aide  de  ce  résultat,  nous  pouvons  résoudre  facilement  le 
problème  suivant  :  Etant  donnée  une  matrice  ||  A  il  du  type  m  X  (m  -\-n% 
dont  le  plus  grand  diviseur  est  ô,  trouver  toutes  les  matrices  ||D||  du 
même  type  et  telles  que 

y,  Aa  Ad=  ±  Ô, 

A  a  et  Ad  étant  deux  déterminants  correspondants  des  deux  matrices. 
En  effet,  déterminons  deux  matrices  ||B||  et  ||C||  comme  dans  le  nu- 
méro précédent.   Si  nous  déterminons  ensuite  une  matrice  ||D||  par'la 

condition 

D 


B 


=  ±1, 


nous  savons  que  cette  matrice  fournit  une  solution  de  notre  problème. 
Mais  je  dis  qu'on  obtient  ainsi  toutes  les  solutions  du  problème. 
Soit,  en  effet,  I|D||  une  solution  quelconque,  et  posons 

D 


B 


—  k. 
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On  en  conclut 


D 

X 

A 

B 

C 

±kô  =  Ç^AaAd)x  (2}  A6  Ac); 
or  on  a ,  puisque  ||  D  j|  est  une  solution , 

7.  &a  Ad=±  <5, 

et,  d'après  la  proposition  du  n°  17, 

donc 

k  =  ±  1. 

Il  est  clair  par  là  que  le  problème  proposé  est  identique  avec  le 
suivant  que  nous  avons  déjà  résolu  dans  le  n°  15:  Trouver  toutes  les 
matrices  |jD||,  telles  que 

D 


B 


±  1. 


On  obtient  ces  résultats  aussi  en  s'appuyant  sur  le  théorème  VII , 
car  la  relation  (1)  du  n°  17  peut  s'écrire 

Or,  d'après  le  théorème  cité,  le  rapport  Aa  :  A&  est  constant  et  égal 
à  ±^;  donc 

^AbAc  =  ±  1, 

et ,  ensuite ,  il  est  évident  que  les  relations 

2^ArtAd  =  ±5,  5*Ä6AÄ=±1, 

sont  équivalentes. 

19.  Nous  terminerons  ces  considérations  par  quelques  remarques 
sur  le  plus  grand  commun  diviseur  d'une  matrice. 

Dans  le  cas  d'une  matrice  du  type  1  X  n,  le  plus  grand  diviseur 
peut  être  défini  aussi  comme  la  plus  petite  valeur  (sauf  0)  que  peut 
prendre  la  fonction  linéaire 

^1  ^1     I     ^2  *^2     \     '  •  '  T  ^w  *^w  > 

pour  les  valeurs  entières  de  xlix2i  . . . ,  xn.  Il  existe  une  proposition 
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analogue  pour  une  matrice  ||a»,&||  du  type  mX{m-\-n).  Considérons 
les  m  fonctions  linéaires 

(«  =  1 ,  2 , . . . ,  m) , 

et  m  systèmes  de  valeurs  de  ces  fonctions 

Af,*  =  #ä,i  di,  î  -}-  .  .  .  -f-  ß*,m+nd*,*»+»i 

(i ,  Ä  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m) , 

le  déterminant  |  A,-,a|  est  toujours  divisible  par  <5,  le  plus  grand  divi- 
seur de  la  matrice  Ha*,*!!;  mais  nous  savons,  par  l'analyse  précédente, 
qu'on  peut  toujours  choisir  les  d^k  de  manière  que  ce  déterminant 
devient  égal  à  ±  <5. 

Par  conséquent,  ô  est  aussi  la  plus  petite  valeur  (sauf  0)  que  peut 
avoir  le  déterminant  formé  par  m  systèmes  de  valeurs  des  m  fonctions 
linéaires  Xj. 

20.  Soient  ||ai,&|l  ou  ||A||  une  matrice  du  type  mX(w-j-w),  ||AP|| 
la  matrice  du  type  m  X  p  formée  par  p  colonnes  de  ||  A  ||.  Nous  sup- 
posons p  <  m.  Désignons  encore  par  dp  le  plus  grand  diviseur  de  ||  Ap  || , 
et  par  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  déterminants  de 
||  Ai!  qui  renferment  les  p  colonnes  de  jj  Ap||.  Il  est  clair  que  D  est  un 
multiple  de  dp.  Nous  allons  montrer  que  tous  les  déterminants  de  ||  A  || 

sont  divisibles  par  -r— 

ap 

Pour  simplifier  un  peu  la  démonstration,  nous  supposerons  que  ||  Ap'|| 
est  formée  par  les  p  premières  colonnes  de  ||  A  ||.  Nous  avons  à  dé- 
montrer qu'un  déterminant  quelconque  A  de   |j  A  ||   est   divisible   par 

-p-  Si  ce  déterminant  A  a  un  certain  nombre  r  de  colonnes  communes 

dp 

avec  ||  Ap  |j,  nous  pouvons  encore  supposer  que  ce  sont  les  r  premières 
colonnes  de  j|  Apj|.  Cela  étant,  nous  désignerons  un  déterminant  quel- 
conque de  ||  A||  par  le  symbole 

l/l>  ^2>  •  •  •  »  "m\, 

où  Xl}  X2,  . . . ,  Xm  indiquent  les  rangs  des  colonnes  de  ||  A  ||  qui  figurent 
dans  le  déterminant. 
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En  ajoutant  à  la  matrice  une  (m  -f  l)ième  ligne 

O'i,  1>      &»',2>       •••>      Ct/i,m  +  n) 

on  obtient  une  matrice  du  type  (m  -f-  1)  X  (m  -f-  n),  dont  tous  les  déter- 
minants sont  nuls.  En  développant  un  tel  déterminant  comme  fonction 
linéaire  des  éléments  de  la  dernière  ligne,  on  aura,  par  exemple, 

1.2*3,  •••ip}  ^i>^2>  •■',&m—  p  +  ljfli,l"T"    ■  'Till  "i  •••iP —  1>*1>^2>  •  •  •  »  *-m  —  P  +  xlai,P 
-f-[l,2,  ..    ,P,^2>^3'  •  ■■»^m— p+l]  ^Uj  4"-**T"L^|2f-»P»*li  *2j  •■•i^w-p]  «»,»»— p  +  1  =  0. 

Les  indices  Xx,  X2,  ...  sont  ici  et  dans  la  suite  toujours  >p. 

D'après  notre  notation ,  dp  est  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice 
Il  Ap  ||,  formée  par  lesp  premières  colonnes  de  ||  A  ||.  Il  est  clair,  d'après 
cela,  que  ce  qu'il  faudra  entendre  par  dp-\t  dp-2,  .  • . ,  dlt  ce  sont  les 
plus  grands  diviseurs  de  matrices  que  nous  pouvons  désigner  par 
Il  Ap_i  ||,  Ji  Ap_2!l,  . . .,  ||  Ax  ||.  Dans  l'identité  que  nous  venons  d'écrire, 
on  peut  prendre  i  =  1 ,  2 , . . . ,  m. 

Si  l'on  élimine  alors  entre  p  des  équations  ainsi  obtenues  les  quan- 
tités qui  multiplient  a^i,  ai>2,  ■    ■ ,  at>-i,  il  viendra 
|_1 ,  2,  . . . ,  p  —  1  ;  An  X2}  •  •  •  »  &m  —  p  +  l]  &p  -\r 
~tL1>  2, . . .  ,p,  X2,  ^3»  ■  ..,Ki—  p+i]  Ap  -f-  •  •  •  -j-  [i>  2, . .  .,p,  Xx,  X2, . . .,  A-m—  p]  Ap  =0. 

Ici  Ap  est  un  des  déterminants  de  ||  Ap||,  et  il  est  clair  que  A*,  A2p, 
. . . ,  Ap~p+1  sont  tous  divisibles  par  dp-\.  Donc 

[1  ,  2,  .  .  .  ,  p  —  1,  Xlf  /g,  .  .  .  ,  hn  —  p  \-\\Ap 

est  divisible  par  D  Xdp-\.  Mais  Ap  peut  être  un  déterminant  quel- 
conque de  I!  Apll;  par  conséquent, 

[1,2,  . .  . ,  p       1 ,  x1}  x2,  . . , ,  AOT._p-j_i] dp 

est  aussi  divisible  par  D  X  dp-i,  c'est-à-dire 

H  >"»•••!  P  1  >  *1  >  *2  >  •  •  •  »  ^^  —  P  +  lJ 

j.    .  ...               D  X  CÙP  —  i 
est  divisible  par -~ 

En  laissant  de  côté  maintenant  la  pième  colonne  de  II  Ail,  on  a  les 
identités 

[2,3, ...,p —  1,X\,  A2, ...,Am_p_|_2]a»,i-f-...-|-[l>2, ...,p — 2,XVX2, ...,A,w_p+2]a,)P_i  -f~ 
-j-[l,2, ,..,p — 1,^2)^3»  •■•>hn-p+2]ai  i  -{-•••  +  CW 2,  ...,p —  l,x\,A2,  ...,A,»_p+i]a,-  j  =0, 

£  =  1,  2, ...,  m. 
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En  éliminant  entre  p  —  1  de  ces  relations  les  coefficients  de  at,\,  0^,2, 
...,  a,,p_2,  il  vient 
[1,  2,  . . . ,  p  —  2,  l^  x2,  . . .,  A,„_p+2]  âp_i  -f- 

H-Ci,2,...,p  —  i,x2,x3,  ...,^w_p+2]Ap_14-...4-[i,2,...,p—  1,^,^,  ...,^_p+1]A;wrf+2  =  o, 

où  Ap_i  est  un  des  déterminants  de  ||A„_i||  et  où  ù}p_lt  Ap_1?..., 
ApZf +2  sont  divisibles  par  dp_2.  On  voit  donc  que 

Ll  ,  2  ,  .  .  .  ,  p         L  ,  A,  ,/._.,...  ,  Am  _P4-2j  Ap  _  1 

,.   .mi            D  X  dp  —  i  X  dp  — 2  .  .  ..  j , 

est  divisible  par  -r- ,  et,  puisque  Ap_i  peut  être  un  de- 

terminant  quelconque  de  ||  Ap_i  ||,  on  en  conclut  que 

l_  1 ,  2,  . . . ,  p      2,  /1}  x2 ,  •••!  *  m  —  p + 2J  dp  - 1 , 

doit  être  aussi  divisible  par  le  même  nombre,  c'est-à-dire 

[I  ,  2,  .  .  .  ,  p         2,  Xj,  A2,  .  .  .  ,  X,m  _p-j-2j 

est  divisible  par ,  p~  .  En  continuant  ainsi,  on  reconnaît  que 

ftp 

1.1  »  2 ,  .  .  .  ,  Y  ,  X1}  X2,  .  .  .  ,  Xm_rJ 

est  divisible  par  — -3—  -,  et  enfin  que  [x\,  Ao,  . . .,  >lw]  est  divisible  par 

Öp 

-j-.  La  proposition  énoncée  est  démontrée. 

D'après  la  démonstration ,  on  voit  facilement  que ,  si  l'on  suppose 
que  tous  les  déterminants  de  |i  A  ||  ne  sont  pas  nuls,  les  déterminants 
de  liAJI  qui  renferment  les  p  colonnes  de  ||  Ap||  ne  peuvent  pas  être 
tous  nuls,  à  moins  que  tous  les  déterminants  de  ||  Ap||  ne  soient  tous 
nuls.  D  et  dp  sont  alors  indéterminés  tous  les  deux. 

Corollaire  I.  —  Lorsque  dp  =  1 ,  D  est  le  plus  grand  diviseur  de  la 
matrice  ||  A  ||. 

Corollaire  II.  —  Lorsque  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  |j  A  || 

est  =  1 ,  on  a 

D  =  dp. 

21.     Considérons  une  matrice 

HB  !|     ou     H  &,•*!!, 
i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  « , 

k=  1,  2,  .. .,  (m-|- w), 

H  23 
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formée  par  un  système  fondamental  de  solutions  de 

«1,1^1  -r-a»,2#2  +  . .  •  +  a,-,M+«rrm+„  =  0, 
i  =  1 ,  2 , . . . ,  m. 

Soient  ||BP||  une  matrice  formée  par  p  des  colonnes  de  ||B||,  en 
supposant  p  <  n,  dp  le  plus  grand  diviseur  de  |j  Bp||.  Soient  ensuite  ô 
le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  des  a,-,*,  et  ôp  le  plus  grand  divi- 
seur de  la  matrice  obtenue  en  suppprimant,  dans  la  matrice  des  a^u, 
les  p  colonnes  qui  correspondent  aux  colonnes  de  ||  Bp  ||.  Alors  on  peut 
énoncer  le 

Théorème  X.  —  Le  plus  grand  diviseur  dp  est  égal  à  -#• 

En  effet,  soient  A,  A',  A",  ...  les  déterminants  de  |jB||  qui  renfer- 
ment les  p  colonnes  de  ||  Bp  ||.  Leur  plus  grand  commun  diviseur  est 
dp,  d'après  le  corollaire  II  du  n°  20.  Mais  on  a  d'autre  part,  d'après  le 
théorème  VII , 

A  =  3):  (5,      A'  =  2>':<3,       A"  =  3)"  :ô,      ..., 

3),  3V,  3)",  . . .  étant  les  déterminants  de  la  matrice  des  ai,k  qui  corres- 
pondent aux  déterminants  A,  A',  A",  ...  .  Mais  il  est  évident  que  ces 
déterminants  3),  3)',  3)",  . . .  sont  précisément  ceux  dont  le  plus  grand 
commun  diviseur  est  ôp,  d'où  la  relation  annoncée. 

Il  faut  remarquer  pourtant  que  tous  les  déterminants  de  la  matrice 
||Bp||  peuvent  s'annuler:  dp  devient  indéterminé  alors.  Mais  il  est  clair 
que ,  dans  ce  cas ,  on  a  aussi 

3)=3)'=3)"  =  ...  =  0, 

en  sorte  que  ôp  devient  indéterminé  en  même  temps.  Réciproquement, 
si  ôp  devient  indéterminé,  il  en  est  de  même  de  dp. 

Nous  avons  supposé  p  <  w,  mais  le  théorème  reste  encore  vrai  dans 
le  cas  p  =  n,  on  retrouve  alors  un  résultat  connu  (théorème  VII). 

L'énoncé  du  théorème  se  simplifie  un  peu  dans  le  cas  (5  =  1,  et  si 
l'on  se  rappelle  l'espèce  de  réciprocité  que  nous  avons  signalée  dans 
le  n°  5,  on  verra  que,  dans  ce  cas,  p  peut  avoir  une  valeur  quelconque 
plus  petite  ou  plus  grande  que  n. 


SUR   LA  THÉORIE   DES   NOMBRES.  355 

Systèmes  de  congruences  linéaires. 

22.     Etant  donné  un  système  de  m  congruences  entre  n  inconnues 

(1)  .    .    .    Xt=a,-,irci +  «i,2^2  +  •  •  • +  öt,„^„  =  0      (modM), 

on  peut  en  déduire  un  système  équivalent,  soit  en  opérant  une  sub- 
stitution de  déterminant  ±  1  sur  les  inconnues  xlt  x2,  . . . ,  xn,  soit  en 
remplaçant  les  m  congruences  données  par  m  combinaisons 

(2)  .    .    X,i  =  pi,iXi'+'pit2X2+-...-\-pi,mX.m  =  0      (modM), 

i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m , 

le  déterminant,  des  entiers  p^u  étant  encore  ±  1 ,  en  sorte  qu'on  peut 
exprimer  réciproquement  les  Xt  par  les  X^. 

En  étudiant  les  équations  linéaires  indéterminées ,  nous  avons  em- 
ployé exclusivement  le  premier  moyen ,  la  substitution  de  nouvelles 
inconnues  ;  mais  ce  n'est  qu'en  opérant  à  la  fois  par  les  deux  méthodes 
qu'on  peut  obtenir  la  plus  grande  simplification  possible. 

En  multipliant,  dans  le  système  (1),  les  premiers  nombres  par  yuy2, 
. . . ,  y m  et  ajoutant ,  on  obtient  la  forme  bilinéaire 

F  =  ^^ai,kxkyi 

H  =  1 ,  2 , . . . ,  m\ 

U=l,2,...,nj' 

Nous  dirons  que  cette  forme  bilinéaire  correspond  au  système  de 
congruences  donné. 

Une  substitution  linéaire  sur  les  x,  dans  le  système  (1),  conduira  à 
un  système  transformé  (!'),  et  il  est  clair  que  la  forme  bilinéaire  qui 
correspond  à  ce  système  (1')  s'obtient  simplement  en  effectuant  direc- 
tement la  même  substition  sur  les  x,  dans  la  forme  F. 

D'autre  part,  si  l'on  remplace  le  système  (l)  par  le  système  (2),  on 
constate  que  la  forme  bilinéaire  correspondant  au  système  (2)  s'ob- 
tient simplement  en  opérant  dans  la  forme  F  la  substitution 

yi  =  pi,iy'i  +  P2,iV2  +  •  •  •  -\-Pm,iy'm 

(i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  m). 
On  voit  par  là  que  nous  avons  à  étudier  les  différentes  formes  que 
peut  prendre  la  forme  F  en  opérant  sur  les  variables  x,  y  des  substi- 
tutions de  déterminants  ±  1. 
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23.  On  appelle  ,  en  général ,  forme  en  Arithmétique  un  polynôme 
homogène  de  plusieurs  indéterminées  x,  y,  z,  . . .  à  coefficients  entiers. 
Si  une  telle  forme  F  prend  une  certaine  valeur  m ,  pour  certaines  va- 
leurs entières  des  indéterminées  ,  on  dit  qu'elle  représente  le  nombre  m. 

En  effectuant  dans  F  la  substitution  à  coefficients  entiers 

x  =  ax  x'  -f-  &x  y'  -\-  cx  z'  -f-  . . . , 
y  —  a2x'  -f-  b2y'  -f-  c2z'  -f  . . . , 
z  =  asx'  -f  bBy'  -f-  c3z'  -f  . . . , 
t 

on  obtiendra  une  nouvelle  forme  F',  et  l'on  dit  que  F  renferme  F',  ou 
bien  encore  F'  est  contenue  dans  F.  Il  est  clair  que  tout  nombre  m 
qui  peut  être  représenté  par  F'  peut  être  représenté  aussi  par  F,  mais 
le  réciproque  n'a  pas  lieu  nécessairement. 

Le  cas  particulier  où  le  déterminant  de  la  substitution  que  nous  ve- 
nons d'effectuer  est  égal  à  ±  1  est  le  plus  important. 

On  peut  alors  exprimer  réciproquement  x',  y',  z',  . .  .  comme  fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  x,  y,  z,  . . .  et  F  est  contenue  aussi 
dans  F';  on  dit  alors  que  les  formes  F  et  F'  sont  équivalentes. 

Il  est  évident  que  deux  formes  équivalentes  représentent  les  mêmes 
nombres. 

Ce  qui  caractérise  une  forme  F  dans  ces  considérations ,  ce  sont  ses 
coefficients;  la  notation  des  inconnues,  au  contraire,  n'a  aucune  im- 
portance et  l'on  peut  ainsi  remplacer  dans  F'  les  lettres  x',  y',  z',  . . .  de 
nouveau  par  x,  y,  z,  ... 

L'un  des  problèmes  les  plus  importants  qu'on  a  à  résoudre  est  main- 
tenant le  suivant  :  Etant  données  deux  formes  F  et  F',  décider  si  elles 
sont  équivalentes  ou  non.  Et,  pour  compléter  la  solution,  il  faudra 
encore  trouver,  dans  le  cas  où  il  y  a  équivalence ,  toutes  les  substitu- 
tions qui  transforment  F  en  F'. 

Plus  généralement ,  on  peut  demander  à  reconnaître  si  F'  est  con- 
tenue dans  F,  mais  nous  nous  bornerons  ici  à  ajouter  quelques  remar- 
ques sur  les  conditions  d'équivalence  seulement. 

Dans  certains  cas,  la  solution  complète  de  ce  problème  se  présente 
sous  la  forme  suivante  : 
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Pour  que  la  forme  F  soit  équivalente  à  F',  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

Il  =  Il,         12  =  12,         •..,         Ifc  =  Ifc. 

Ici  Ilf  I2,  . . . ,  Ifc  sont  certains  nombres  qui  dépendent  d'une  manière 
déterminée  des  coefficients  de  la  forme  F,  et  l£,  l£, . . .,  l£  dépendent 
de  la  même  façon  des  coefficients  de  F'. 

On  peut  dire  alors  que  I1}  I2, . . . ,  I*  forment  un  système  complet 
d'invariants  de  la  forme  F,  et ,  pour  que  deux  formes  soient  équiva- 
lentes, il  faut  et  il  suffit  qu'elles  aient  les  mêmes  invariants. 

On  peut  étendre  facilement  ces  considérations  au  cas  où  la  forme  F 
dépend  de  plusieurs  séries  d'indéterminées ,  comme  cela  a  lieu  pour  la 
forme  bilinéaire  du  n°  22.  Et  l'on  peut  aussi  considérer  simultanément 
plusieurs  formes  F,  G,  . . .  qui  dépendent  des  mêmes  indéterminées. 

24.  Pour  en  donner  immédiatement  un  exemple,  considérons  m 
fonctions  linéaires 

Xi  =  a,-,  i  X\  -j-  Ct>i,  2  #2  -f"  •  •  •  -f-  &i,m+n  OCm+n 

(t  =  l,  2,  ...,m), 
et  un  second  système  analogue 

Xi  =  Cli,!  X\  -f"  «i,2#2  "f"  .  •  •  "f"  ü'i,m  +  n%M-\-n 

(i  =  1,2,...,  m). 

Comment  pourra-t-on  reconnaître  si  les  deux  systèmes  sont  équiva- 
lents ou  non,  c'est-à-dire  s'il  est  possible  oui  ou  non  de  les  transformer 
l'un  dans  l'autre  par  une  substitution  de  déterminant  ±  1  ?  La  réponse 
est  ici  immédiate  d'après  les  développements  du  n°  10.  En  effet,  nous 
savons  que,  par  une  substitution  de  déterminant  ±  1,  on  peut  trans- 
former les  Xi  dans  les  Y, 

Yt  =d1y1, 

Y2  =fc,iyi  +d2y2, 

Y3  =  ßS,l  V\  +  #3,2  2/2  H-  c?3  2/3 , 


Ym   —  ß„h  i  y\  -j-  ßW}  2  y  2  -f"  •  •  •  4"  ßm,  m  -  1  y  m  -\-\-dm  y  m  , 
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où  dlf  d2,  . . . ,  dm  sont  des  nombres  positifs,  et 

0^ßi,k<di        0=1,2,  ...,(2—1)]. 

Ces  nombres  di,  /S,,*  forment  maintenant  un  système  complet  d'in- 
variants, et,  pour  que  deux  systèmes  soient  équivalents,  il  faut  et  il 
suffit  qu'ils  admettent  les  mêmes  invariants 

En  effet,  si  les  deux  systèmes  sont  équivalents,  ils  représentent  les 
mêmes  systèmes  de  m  nombres,  et  dès  lors  leurs  invariants  sont  égaux, 
car  nous  avons  remarqué  (n°  10)  que  ces  invariants  dépendent  unique- 
ment des  divers  systèmes  de  nombres  représentés  par  les  formes  liné- 
aires. Cette  condition  de  l'égalité  des  invariants  est  donc  nécessaire 
pour  l'équivalence,  mais  elle  est  aussi  suffisante  manifestement. 

On  voit  que  la  solution  a  été  obtenue  ici  en  transformant  les  formes 
linéaires  X;  dans  les  Y,  qui  affectent  une  forme  particulièrement  simple. 
Ce  système  des  Y,  pourrait  s'appeler  un  système  réduit  ;  il  est  unique 
et  le  même  pour  tous  les  systèmes  équivalents. 

25.     Revenons  maintenant  à  la  forme  bilinéaire 

H  =  i ,  2 , . . . ,  m\ 

\Ä=l,2>...,w]' 

En  opérant  sur  les  xk,  yi  des  substitutions  de  déterminants  ±  1 ,  on 
obtiendra  une  forme  équivalente 

F'  =  ^^a'i>kxkyi. 

Nous  allons  montrer  que ,  parmi  ces  formes  équivalentes ,  il  y  en  a 
toujours  une,  parfaitement  déterminée,  qui  affecte  la  forme  très  simple 

^i  ^i  V\  \  ^2  *^2  y 2  i  •  •  '  ~t"  * v  ~^p  y p  > 

et  que  nous  appellerons  la  forme  réduite.  Ici  e1,  e2,  . . . ,  ep  sont  des 
entiers  positifs,  ek-\  divise  ek)  et  p  est  tout  au  plus  égal  au  plus  petit 
des  nombres  m  et  n.  Ensuite  on  reconnaîtra  facilement  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  l'équivalence  de  deux  formes  bilinéaires 
consiste  en  ce  qu'elles  admettent  la  même  forme  réduite.  On  peut  donc 
considérer  les  nombres  elt  e2,  . . . ,  ep  comme  un  système  complet  d'in- 
variants de  la  forme  bilinéaire  F. 
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Considérons  la  matrice 

Hû^jfeli     ou     II  A  II, 

formée  par  les  coefficients  de  F.  Nous  désignerons  par  d1  le  plus  grand 
commun  diviseur  (pris  positivement)  des  coefficients  «,-,&,  par  d2  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  déterminants  du  second  degré  tels  que 

a>i,k      a>\,i 

ß  r,  k        ür,l 

de  même,  par  d3  le  p.  g.  cd.  des  déterminants  du  troisième  degré,  etc. 
Si  tous  les  déterminants  du  degré  p  ne  sont  pas  nuls ,  mais  si  tous 
les  déterminants  du  degré  p  -J-  1  sont  nuls,  on  aura  ainsi  la  suite  des 
p  nombres 

et  nous  supposerons  alors  dp+k  =  0.  Il  est  clair  que  dk-i  divise  du  et 
nous  posons 

/-7  -       2  P  r\ 

6\ "i  >  &2 "~j~~  »  •  •  •  »  €p ~â        _  »  Gp  +  k O. 

1*1  l*p_i 

Ces  nombres  e  sont  des  entiers ,  nous  les  appellerons  déjà  les  inva- 
riants de  F;  nous  verrons  plus  loin  que  e^-i  divise  e*;  p  est  tout  au 
plus  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  n. 

Soit  maintenant 

114»  fl     ou    !|A'|| 

la  matrice  formée  par  les  coefficients  de  la  forme  F'  équivalente  à  la 
forme  F,  et  d'k  le  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  de  degré  k  de  cette  ma- 
trice. Il  est  clair  que  tout  déterminant  de  degré  k  de  la  matrice  ||  A'  || 
est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  divers  déterminants  de  degré 
k  de  la  matrice  ||  A  ||.  Donc  d'k  est  nécessairement  divisible  par  dk  et 
tous  les  déterminants  de  degré  p -\-  1  de  ||  A'||  sont  nuls.  Mais,  pour 
la  même  raison ,  dk  doit  être  divisible  par  d'k  ;  donc 

d'k  =  dk, 

et  tous  les  déterminants  du  degré  p  de  ||  A'  ||  ne  peuvent  pas  être  nuls. 
On  voit  par  là  que  les  deux  formes  bilinéaires  équivalentes  F  et  F'  ont 
les  mêmes  invariants  ex ,  e2,  .  . . ,  ep. 

L'égalité   des  invariants   est   donc   une   condition   nécessaire   pour 
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l'équivalence  de  deux  formes;  qu'elle  est  aussi  une  condition  suffisante, 
cela  résulte  ensuite  immédiatement  de  la  proposition  que  nous  avons 
énoncée  déjà ,  d'après  laquelle  la  forme  F  est  équivalente  à  la  forme 
réduite 

ei  %1  flT^^T'""!"  eP  ^P  VV' 

En  effet,  d'après  cela  deux  formes,  dont  les  invariants  sont  égaux, 
sont  équivalentes  à  une  même  forme  réduite ,  et ,  par  conséquent ,  aussi 
équivalentes  l'une  à  l'autre. 

26.  Nous  avons  à  montrer  maintenant  comment  on  peut  opérer 
cette  réduction  de  F  à  la  forme  réduite.  Considérons  la  matrice 


«1,1  «1,2  «1,3 

«2,1  «2,2  «2,3 

•      ••  •••  ••• 

«m,  1  «w,  2  «?«,  3 


«1,«> 
«2,n, 


a 


m,  n- 


Par  une  substitution  sur  les  xn,  on  peut  d'abord  réduire  la  première 
ligne  à 

*i,    0,    0,     ...,    0, 

ôl  étant  le  p.  g.  c.  d.  de  ai, i,  ai, 2,  ... ,  «i,w.  (H  va  sans  dire  que  nous 
n'employons  que  des  substitutions  de  déterminants  =  ±  1.) 

Si  après  cela  óx  divise  tous  les  autres  coefficients  de  la  première  co- 
lonne ,  on  pourra ,  en  remplaçant  y1  par  une  expression  de  la  forme 

V\  1  c2  y  2  \  •  •  •  T" c  m  y  >n  > 

sans  changer  y2,  ys, . ..,  ym ,  obtenir  une  matrice  transformée  de  la  forme 

!ôx      0        0      ...      0 
0       62, 2      Ö2, 3       ...       &2,  n 
0       Um,  2     Om,  3     •  •  •      Om,  «• 

Mais  si  ôl  ne  divisait  pas  les  coefficients  de  la  première  colonne,  on 
pourrait  diminuer  ce  coefficient  <5l?  et  le  remplacer  par  <52,  le  p.  g.  c.  d. 
des  coefficients  de  la  première  colonne ,  en  opérant  une  substitution 
sur  les  y,  et  annuler  en  même  temps  les  autres  coefficients  de  la  pre- 
mière colonne.  Si  ô2  divise  maintenant  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
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mière  ligne,  on  obtiendra  encore  une  matrice  de  la  forme  (A),  en  rem- 
plaçant x1  par  une  expression 

X±  -j~  C2  X2  ~j~  .  .  •  ~\~  Cn  Xn  , 

sans  changer  x2,  x3) ... ,  xn.  Au  contraire ,  si  ô2  ne  divise  pas  ces  coeffi- 
cients ,  on  pourra  le  diminuer  encore  par  une  substitution  sur  les  x.  Il 
est  clair  qu'après  un  nombre  fini  d'opérations  on  obtiendra  toujours 
une  forme  équivalente,  dont  la  matrice  affecte  la  forme  particulière  (A); 
mais  on  peut  simplifier  encore  et  obtenir  une  matrice  (A),  dans  la- 
quelle ôx  divise  exactement  tous  les  coefficients  &;,*. 

En  effet ,  supposons  que  ô1  ne  divise  pas  exactement  un  des  coeffi- 
cients bi}k.  Il  suffira  de  remplacer  Xk  par  Xk-\-xl  pour  voir  paraître  ce 
coefficient  &,-,*  dans  la  première  colonne  avec  ôv  En  reprenant  alors 
les  opérations  de  tout  à  l'heure,  on  obtiendra  un  Tableau  du  type  (A), 
mais  dans  lequel  le  coefficient  ô1  a  une  valeur  moindre.  On  voit  donc 
qu'on  peut  diminuer  ce  coefficient  tant  qu'il  ne  divise  pas  tous  les  &;,&, 
et ,  après  un  nombre  fini  de  transformations ,  on  tombera  nécessaire- 
ment sur  une  forme  équivalente  à  F  du  type  suivant 


Xx 

x2 

xs 

Xn 

V\ 

h 

0 

0      .. 

.       0 

2/2 

0 

02,2 

Ô2, 3       .  • 

&2,m 

y3 

0 

03,2 

&3,3 

Ô3,  M 

ffm 

0 

bm,  2 

bm,  3      •  • 

bm,  n 

et  dans  laquelle  le  coefficient  el  divise  tous  les  autres  coefficients  ot,&. 

Et  il  est  clair  immédiatement  que  ex  est  le  p.  g.  c.  d.  des  coefficients 
a,,fc.  Si  maintenant  les  ô,-,a  ne  sont  pas  tous  nuls,  on  pourra  continuer 
la  même  réduction  en  opérant  seulement  sur  les  variables  x2,  xs, ...,  xn, 
2/2  »  2/3  >  •  •  -  »  V m.  On  obtiendra  ainsi  une  forme  équivalente 


Vi 

y* 
2/3 

•  • 

y  m 
où  e2  est  un  multiple  de  el  et  divise  tous  les  c,,*. 


xx 

x2 

x3 

•  •         Xn 

h 

0 

0       . 

.       0 

0 

*2 

0       .. 

.       0 

0 

0 

C3, 3 

•        C3,n 

0 

0 

Cm,  3 

Cm,  n 
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En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra  finalement  la  forme  réduite 

ei  Xl  Vl  T"  e2  X2  V 2     \     •  •  •  eP  XV  Vv- 

Puisque  en—i  divise  e&,  il  est  immédiatement  clair  que  le  p.  g.  c.  d. 
des  déterminants  de  degré  k  de  la  matrice  correspondante  à  cette 
forme  réduite  est 

ex  e2  ■ .  •  eu  =  dk , 

d'où  l'on  voit  que  les  e*  ont  bien  les  valeurs  indiquées  précédemment. 


27.  Dans  la  pratique ,  et  s'il  s'agit  seulement  de  calculer  les  inva- 
riants, on  pourra  remplacer  souvent  avec  avantage  le  procédé  que 
nous  venons  d'indiquer  par  le  suivant.  Après  avoir  obtenu  une  forme 
équivalente 


Vi 

2/2 

y* 


X, 


CCo 


•X/Q 


ôt     o 

0        62)2 
0        03,2 


0 

&2,3 
h,  3 


00* 


o 

&2,n 


y  m      0        bm,2      à  m,  3 

dans  laquelle  ô1  ne  divise  pas  nécessairement  les  bi,kt  on  continuera 
la  même  transformation  sur  les  indéterminées  x2>  x3) . . . ,  xn  »  y 2 , 2/3,  ••-,?/»»• 
De  cette  façon ,  on  finira  par  obtenir  une  forme  équivalente 

ôi  ?i  Vi  4-  ô2  %2  2/2  +  •  •  •  +  ôp  %p  yp> 

dans  laquelle  ôlt  ô2t  . . .,  ôp  sont  des  nombres  positifs ,  et  qu'on  pourrait 
appeler  une  forme  normale.  Il  est  clair  que  le  p.  g.  c.  d.  des  détermi- 
nants de  degré  k  de  la  matrice  correspondante ,  qui  doit  être  égal  à  dk, 
est  ici  simplement  le  p.  g.  c.  d.  des  divers  produits  k  à  k  des  nombres 


^li       ô2> 


'p, 


d'où  l'on  conclut ,  d'après  les  explications  du  Chap.  I  (nos  8 — 10)  ,  que 
les  invariants  elf  e2,  .. .,  ep  sont  simplement  les  nombres  réduits  de 
<5j,  ô2,  . . . ,  ôp.  Ayant  ainsi  obtenu  une  forme  normale ,  on  en  conclut 
donc  sans  difficulté  les  invariants.  On  voit  aussi  que  cette  forme  nor- 
male n'est  pas  unique  comme  la  forme  réduite,  mais  il  existe  toujours 
un  nombre  fini  de  formes  normales  équivalentes  à  une  forme  donnée  F. 
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On  peut  montrer  facilement,  d'une  façon  directe,  que  la  forme  nor- 
male est  équivalente  à  la  forme  réduite.  Considérons  pour  cela  une 
forme 

F  =  ô1xly1  +  ô2x2y2, 
et  posons 

(ôlfô2)  =  d,      \ôltô2\=m, 

F'  =  dx[  y'\  -J-  mx'2  y'z. 

On  peut  maintenant  transformer  directement  F  en  F'  par  les  sub- 
stitutions 

Xi  =  ax[-\-  ßX2,        2/1  =  o!  y\  -f  ß'  y'2  , 

X2.  =  yx[-\-ôx2,      y2  =  /yi  +  à'y'2, 

(1) ao-ßy=l, 

(2) a'o'  —  ß'y'=l, 

En  effet ,  les  conditions  du  problème  sont 

(3) .       ôiaa'-\-ô2yy'  =  d, 

(4) d1afi'  +  di7ô'  =  0l 

(5) ô^a'  +  ô2ôy>  =  0, 

(6) d1ßß'-\-o2dd'  =  m. 

Pour  y  satisfaire,  on  prendra,  pour  a',  y',  deux  nombres  premiers 
entre  eux ,  soumis  à  cette  seule  restriction  que 

(ô,  a',  ô2  y')  =  {ô1 ,  ô2)  =  d. 

Cela  peut  se  faire  évidemment  d'une  infinité  de  manières  ;  le  plus 
simple  c'est  de  prendre  a'  =  y'  =  1. 

On  cherchera  ensuite  deux  nombres  a  et  y  qui  satisfont  à  la  rela- 
tion (3),  puis  on  prendra 


./ 


_      W         a  —  a.  ôia' 

—  T""'      ô-  +  ~d~ 


en  sorte  que  la  relation  (5)  se  trouve  vérifiée  et  en  même  temps  la 
relation  (1),  car 

A        a          àxaa'  -\-ô2yy'  _ 
ao  —  ßy  =  -L-    -jp^ =  1. 


364  SUR   LA   THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Par  suite  de  ces  valeurs  de  ß  et  à ,  la  relation  (6)  revient  à 

{a'o'  —  ß'y')  =  m, 


ôi  ô2  t. 


d 

c'est-à-dire  elle  rentre  dans  la  formule  (2),  car  ôl  ô2  =  md.  Il  suffit  donc, 
pour  achever  la  solution ,  de  déterminer  ß'  et  ô'  par  les  relations  (2) 
et  (4)  qui  donnent 

d  '     d 

Il  est  clair  maintenant  que ,  par  une  application  répétée  de  la  trans- 
formation que  nous  venons  d'indiquer,  on  pourra  transformer  une 
forme  normale 

Ôl  Xl  V\  "f  ô2  %2  Vi  +  •  •  •  +  ÔP  %P  Vp 

dans  la  forme  réduite 

^1  X\  V\    \    ^2  ^2  V 2  T~  "  '  •     i    &P  Xp  VP' 

28.  On  peut  énoncer  le  résultat  principal  que  nous  venons  d'obtenir 
sous  une  forme  un  peu  différente;  mais,  pour  simplifier,  nous  suppose- 
rons m  =  n  et  le  déterminant  |a»,*|  différent  de  zéro,  en  sorte  que 
p  =  n. 

La  forme  bilinéaire 

n       n 

F  =  2^2}  a»,*  xk  yi  =  Xj  yx  -f  X2  y2  -f  . . .  -f  XM yn, 

i     i 

Xi  =  ai}iXi  -\raijoX2  -f  • . .  -\-aitnXn 
est  réductible  à  la  forme  réduite 

F'  =  ei  x\  y[  -f  e2  x'2  y'2  +  . . .  +  en  x'n  y'n 
par  les  substitutions 

n  n 

oci=^eitk  x'k ,        yi  =  ^ /;, /t  y*. 

1  1 

Supposons  qu'on  ait 

iCt  =  ]£  Pi,k  x  k ,       2/i  =  ]£  g«,fc  yk. 


1 
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Si  l'on  substitue  ces  valeurs  des  y\  dans  F',  le  coefficient  de  ?/,  est  né- 
cessairement égal  à  X*:  donc 

Xi :  =  Ci  qi,  i  x\  +  €2  02,  i  %2  +  •  •  •  4"  e n  Qn,i  X'n 

ou  bien 

(I) Xi  =  qljiti  4"  Î2,  t  fe  "f"  •  •  •  +Qn,itn, 

si  l'on  pose 

(II)    .    .    .    .  f  i  =  Ci x[,      t2  =  e2X2,      ...,      i«  =  «na;'w 

On  voit  donc  que  toute  substitution 

X  i  =  a*,  1 81  +  a»,  2  #2  +  •  •  •  +  «»>»« 
(i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) 

peut  être  remplacée  par  trois  substitutions  successives,  la  première  (I), 
de  déterminant  ±  1  introduisant  les  variables  tt1  Ê21  . . . ,  tn,  la  seconde 
affectant  la  forme  particulière  (II) ,  tandis  que  la  troisième 

n 

(III) s<=  zlpi,kXk 

i 

a  encore  un  déterminant  égal  à  +  1. 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  que ,  dans  cet  énoncé ,  on  pourrait 
remplacer  les  invariants  e1,  e2,  . . . ,  en  par  les  coefficients  <5U  <52,  . . . ,  ôn 
d'une  forme  normale  équivalente  à  F.  Et  le  cas  p  <  n  n'apporte  non 
plus  une  modification;  on  aura  seulement  alors  e*  =  0  ou  ôk  =  0  pour 
k>p. 

Le  nombre  p  que  nous  avons  vu  s'introduire  dans  l'étude  de  la  forme 
bilinéaire 

H  =1,2,  ...,m\ 
\k  =  1,2, ...,»/ 

s'appelle  le  rang  de  la  forme  bilinéaire  ou  de  la  matrice  des  a,,&. 

Nous  dirons  quelquefois  aussi  que  ex ,  e2)  . . .  ep  sont  les  invariants  de 
cette  matrice. 

29.  L'invariant  e*  a  été  défini  d'abord  par  le  quotient  dk'.dk-i', 
M.  Smith  a  obtenu  encore  une  autre  expression  remarquable  de  cet 
invariant. 
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Considérons  un  déterminant  quelconque  du  degré  k  de  la  matrice. 
Divisons  ce  déterminant  par  le  p.  g.  c.  d.  de  ces  propres  mineurs, 
soit  E&  enfin  le  p.  g.  c.  d.  de  tous  les  quotients  qu'on  obtient  ainsi  ; 
alors  le  théorème  de  M.  Smith  consiste  en  ce  qu'on  a 

E/c  =  eh. 

Pour  éviter  toute  ambiguïté,  ajoutons  que,  lorsqu'un  des  détermi- 
nants de  degré  k  est  nul ,  on  doit  adopter  toujours  la  valeur  zéro  pour 
le  quotient  obtenu  en  divisant  le  déterminant  par  le  p.  g.  c.  d.  de  ses 
mineurs ,  même  si  ces  derniers  étaient  tous  nuls. 

Il  convient  du  reste ,  dans  ces  considérations ,  de  regarder  zéro 
comme  le  p.  g.  c.  d.  de  plusieurs  nombres  qui  sont  tous  nuls.  C'est 
seulement  avec  cette  convention  que  le  principe  du  n°  6  (Chap.  I)  reste 
applicable  au  cas  où  l'on  n'exclut  pas  la  valeur  zéro  pour  les  nombres 

Nous  allons  démontrer  d'abord  un  cas  particulier  du  théorème  de 
M.  Smith.  Supposons  n  ^  m  dans  la  matrice 


Ctm,l 


•  •  •         0>\,n 
...         CL  m,  n 


=  l|Aj|, 


nous  ferons  voir  que  Em  =  em  =  dm  :  dm-\.  Nous  pouvons  supposer 
que  dm  n'est  pas  nul,  car  on  aurait,  dans  le  cas  contraire,  Ew  =  eTO=0, 
et  l'on  peut  écrire  (voir  n°  9) 

||A||  =  ||B||X||C||f 

||  B  ||  étant  une  matrice  du  type  m  X  m,  ||  C  ||  une  matrice  du  même  type 
que  ||  A  ||  dont  le  plus  grand  diviseur  est  l'unité.  On  reconnaît  aisément 
que  les  matrices  ||  A||  et  ||B||  ont  les  mêmes  invariants,  car  la  forme 
bilinéaire  de  x1}  x2, ... ,  xn,  yl7  y2,  ■  •  •  >  y  m,  dont  la  matrice  est  ||  B  ||  com- 
plétée par  n  —  m  colonnes  de  zéros ,  est  équivalente  à  la  forme  bili- 
néaire dont  la  matrice  est  ||  A  ||.  Nous  savons  de  plus  qu'on  peut  écrire 


B  i|  =  ||  m  H  X 


h 

0 

0     . 

.     0 

0 

e2 

0     .. 

.      0 

. 

. 

•            •    • 

.      0 

0 

0 

0     . 

6m 

x  li» 


SUR   LA  THEORIE   DES  NOMBRES. 


367 


où  I  m  I  =  1 1>  |  =  ±  1 ,  donc 


u 


-1 


X!|A||  = 


'l 

0 

0     .. 

.      0 

0 

e2 

•         •  1 

.      0 

• 

• 

•             • 

.     0 

0 

0 

0     . 

Cm 

XÜD 


||  D  ||  =  ||  v  ||  X  II  C  H  étant  une  matrice  du  type  m  X  n  dont  le  plus  grand 
diviseur  est  l'unité. 

Si  l'on  considère  les  divers  déterminants  du  degré  m  —  1  de  ||  A  ||  qui 
renferment  m  —  1  colonnes  données  de  cette  matrice ,  on  constate  que 
le  p.  g.  c.  d.  de  ces  déterminants  ne  change  pas  si  l'on  multiple  la  ma- 
trice par  ||  m  ||_1.  On  en  conclut  que  le  nombre  Em  est  le  même  pour 
les  deux  matrices 


et 


u 


—  î 


X  !|A 


il  suffira  donc  de  prouver  l'égalité  ETO  =  em  dans  le  cas  de  la  matrice 

ex    0     0    ...     0 
e2    0     ...     0 


0 


0     0     0 


'in 


XllD 


'  ? 


obtenue  en  multipliant  par  ex ,  e2,  . . . ,  em  les  m  lignes  de  ||  D  ||. 

Soient  ll^ü,  li@2li>-'-  ^es  diverses  matrices  du  type  m  X  m  con- 
tenues dans  ||D||;  6>1}  6>2,  ...  leurs  déterminants;  ¥*  le  p.  g.  c.  d.  des 
mineurs  de  ||@il|  qui  ne  renferment  pas  la  dernière  ligne;   en  sorte 

que  jff  est  entier.  Enfin ,  désignons  par  on  le  quotient  obtenu  en  divi- 
sant le  déterminant  de 


(1) 


«i 
0 


0 


0 
0 


0     0     0 


0 
0 

Cm 


X  II  9t 


par  le  p.  g.  c.  d.  de  ses  mineurs  ;  il  s'ensuivra 

EM  =  (oj1,  cu2,  w3,  .  . .). 

Mais  il  est  clair  que  le  p.  g.  c.  d.  des  mineurs  de  (1)  est  divisible 
par  ex  e2 .  • .  em-\  =  dw_i,  et,  d'autre  part,  ce  p.  g.  c.  d.  est  un  diviseur 
de  dm-\X  %  (car  4-iX  ^  est  le  p.  g.  c.  d.  des  mineurs  qui  ne  ren- 
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ferment  pas  la  dernière  ligne).  Donc,  cot  divise  em  0,  et  est  divisible 
par     „,    = Un  a  donc  nécessairement 


,  »  •  •  ■  I  —  -M  X  &m> 


et,  d'autre  part,  em  est  le  p.  g.  c.  d.  des  nombres  em&i  =  (Oißi 

(œ1  ßl}  <o2ß2)  . . .)  =  em . 

Le  nombre  'Em  =  (œ1,  œ2,  . . .)  doit  donc  être  un  multiple  de  N  X  em 
et  un  diviseur  de  em,  ce  qui  exige 

N=l,      Em  =  em.  C.Q.F.D. 

A  l'aide  de  ce  cas  particulier,  il  est  facile  d'arriver  au  théorème 
général. 

Si ,  dans  une  matrice  quelconque  du  type  m  X  n ,  on  se  propose  de 
calculer  le  nombre  E*,  on  peut  commencer  par  choisir  k  colonnes  ver- 
ticales, puis  diviser  chacun  des  déterminants  du  degré  k  de  cette  ma- 
trice partielle  du  type  m  X  k  (m^.k)  par  le  p.  g.  c.  d.  de  ses  propres 
mineurs.  Soit  At  le  p.  g.  c.  d.  des  quotients  ainsi  obtenus;  alors,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  voir,  A,  est  le  kième  invariant  de  la  matrice  par- 
tielle. Par  conséquent ,  Xi  ne  changera  pas  en  effectuant  sur  ylt  y21 ...,  ym 
une  substitution  de  déterminant  ±  1.  Mais  E*  est  évidemment  le  p.  g. 
c  d.  des  divers  nombres  Xlt  X2i  ...  correspondant  aux  divers  groupes 
de  k  colonnes;  donc  E*  ne  change  pas  par  cette  substitution  de  yu  y2, 
. . . ,  ym.  Par  le  même  raisonnement ,  on  voit  que  E*  ne  change  pas  en 
effectuant  sur  les  xlt  x2t . . . ,  xn  une  substitution  de  déterminant  ±  1.  E* 
est  donc  le  même  pour  toutes  les  formes  équivalentes  à  F  et ,  en  con- 
sidérant la  forme  réduite  ou  une  forme  normale ,  on  constate  que 
Efc  =  c*. 

30.  La  nouvelle  expression  des  invariants  conduit  à  plusieurs  con- 
séquences importantes.  Soient 

^1  »       ^2  »       •  •  •  »       ^P 

les  invariants  d'une  matrice  ||  a,)Ä  ||  ou  ||  A  ||.  Supprimons  dans  il  A  ||  une 
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colonne  ou  une  ligne,  désignons  par  ||A'!|  la  matrice  ainsi  obtenue, 
et  par 

e[,     e'2,     . . . ,     e'q 

ses  invariants    II  est  clair  que  q^p  et  ensuite  e%  est  divisible  par  e*- 

Si,  au  lieu  de  supprimer  une  colonne,  on  avait  multiplié  les  éléments 
de  cette  colonne  par  un  nombre  entier  N,  les  invariants  de  la  nouvelle 
matrie  ||  A"  ||  seraient 

61  f     62  j     •  •  •  »     #p. 

et  e%  est  divisible  par  et,.  Soient  en  effet  P&  le  p.  g.  c.  d.  des  détermi- 
nants du  degré  Je  de  ||A||  qui  ne  renferment  pas  la  colonne  que  l'on 
change,  Qa  le  p. g.  c.  d.  des  déterminants  qui  renferment  cette  colonne, 
on  aura 

d*  =  (P*,QA),  d'*  =  P*f  d*  =  (Pft,NQ*)> 

dk  —  i  =  (Pfc-i,  Qfc  —  1),     d*— i=Pä— ij       d'k-i  =  {Fk  —  1,  NQa:  — 1): 
donc 


d'i     _(Pft,NQfe)__(PA,NQfc,NPfe)__(Pfc,Ndfe)__/Pfe 


,  N); 


d'L 
dk- 

-1 
-1 

\dk- 

-1 

> 
-1 

N). 

^L 

.P*. 

-1 

=  4 

:  eu 

dk  dk  du  dk  V  dk 

de  même 


Puisque 


est  entier,  il  en  est  de  même  de 

dk  .  d'£-!       „  n 

Il   est  facile   maintenant  d'établir  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'une  forme  bilinéaire 

G=^^bi,kXfky'i 
soit  contenue  dans  une  forme 

II  24 
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En  effet ,  soient 

n 

X%  —      *     6ii  /c  X/c , 
1 

n 

i 

les  deux  substitutions  qui  transforment  F  en  G.  On  reconnaît  d'abord 
que  le  rang  de  G  ne  peut  pas  surpasser  le  rang  de  F,  car  un  détermi- 
nant quelconque  de  la  matrice  ||ô<,*||  est  une  fonction  linéaire  et  ho- 
mogène des  déterminants  de  !!«<,*  Il-  Chacune  des  substitutions  qui 
transforment  F  en  G  peut  être  remplacée  par  une  suite  de  trois  sub- 
stitutions comme  au  n°  28.  Les  substitutions  de  déterminants  ±1  ne 
changent  pas  les  invariants ,  mais  une  substitution  telle  que 

a  évidemment  pour  effet  de  multiplier  les  invariants  par  certains  nom- 
bres entiers.  Les  invariants  de  G  sont  donc  divisibles  par  les  invariants 
correspondants  de  F.  On  reconnaît  facilement  que  cette  condition ,  qui 
est  nécessaire ,  est  aussi  suffisante. 

Théorème  XI.  —  Pour  qu'une  forme  bilinéaire  G  soit  contenue  dans 
la  forme  F,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  de  G  ne  surpasse  pas  le  rang 
de  F,  et  que  les  invariants  de  G  soient  divisibles  par  les  invariants 
correspondants  de  F. 

Ce  résultat  comprend  aussi  le  cas  de  l'équivalence. 

31.     Considérons  maintenant  les  systèmes  de  congruences  linéaires 

m  \a,i,\X\  +  0i,2  22  +  .  .  .  -\-aijnxn  =  Ui        (mod  M) 

i  (i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n). 


Désignons  par 


ei=-, ,  £i  =  -j-  (t=l,2,...,n) 

Ui  —  l  Oi-l 


les  invariants  de  la  matrice  du  système  et  ceux  de  la  matrice  complétée. 
Nous  supposons  que  dn  ne  soit  pas  nul. 
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Posons 


d  =  (M,  et),  y,-  =  (M>«<), 

c  =  Cj  c2  •  ■  •  cn ,       r  =  ^i  ^2  •  •  •  y»  i 


alors  on  peut  énoncer 

Théorème  XII.  —  Pour  que  le  système  (1)  admette  des  solutions, 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

c  =  r. 

Si  cette  condition  est  satisfaite ,  le  nombre  des  solutions  est  exacte- 
ment =  C. 

En  effet,  d'après  le  théorème  VIII,  le  système  (I)  admettra  des  so- 
lutions seulement  dans  le  cas  où  les  plus  grands  diviseurs  des  deux 
matrices 

M    0    0     ...     0    «1,1     ...     ai,„ 

0      MO      ...       0      02,i       ...       <*2,n 


0     0     0 


M    o«i 


et 


M     0     0     ...     0     oi,i 
0    M     0     ...     0    o2,i 

0     0     0     .  . .    M    a«  i 


Qn,n 

Oi,  m       Mi 
02,  n       «2 

O«  n       Wn 


sont  égaux. 

Mais  le  premier  de  ces  nombres  est  évidemment  égal  à 

(M",  M»-1^,  M»-2d2,  .  .  . ,  Mdn-ifdB) 
==(M»,  M"-1«!,  M.n-2e1e2,...M.e1f2...en-u  ^fz...en) 
=  (M,  ex)  X  (M,  e2)  X    •  .  X  (M,  ew)  =  C, 

et  le  second  de  ces  nombres  est  pour  la  même  raison  =  P.  La  première 
partie  du  théorème  est  ainsi  démontrée.  Pour  obtenir  le  nombre  des 
solutions  dans  le  cas  C=  T,  il  suffit  de  rappeler  que,  par  une  substi- 
tution de  déterminant  4-  1 


Xi       ^  tU,kVk, 
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et,  en  remplaçant  les  équations  (I)  par  des  combinaisons  convenables, 
on  peut  obtenir  un  système  équivalent  de  la  forme 

eiVi  =  fi        (mod  M). 

Or  le  nombre  des  solutions  de  ce  dernier  système  est  évidemment 

(M,  ex)  X  (M,  e2)  X  ...  X  (M,  e„)  =  C. 

Il  est  à  remarquer  que  y*  =  (M,  £»)  divise  Ci  =  (M,  e*),  car  £*  divise  e*. 
La  condition  C  =  r  exige  donc  qu'on  ait 

Ci=  yi  (i  =  1 ,  2 , . . . ,  w), 

32.  On  peut  donner  au  théorème  XII  une  autre  forme  en  supposant 
décomposé  en  facteurs  premiers  le  module  M. 

Soient  /u,  ak,  o.k  les  exposants  des  plus  hautes  puissances  d'un  nombre 
premier  p,  qui  divisent  respectivement  M,  dk,  ôk.  Alors  on  a 

(1)  .     .     .     .    a„  —  a„_i^aw_i  —  aw_2^. .  .^«i  —  a0, 

(2)  .     .     .     .     an  —  a„_i^aM_i  —  aM_2^...^a1  —  a0, 

(3)  .     . ak^.ak, 

(4)  .  .....     ak —  ak-i^ak  —  o*_i, 

car  nous  savons  que  les  rapports 

ek  +  i'.eict      ek+i:ek,      dk:ôk,      ek  :  ek 

sont  des  entiers. 
La  condition 

{dn,dn-iM,  dn-2M2,  ...,M")  =  ((5M,(5M_iM,e5w_2M2,  . . . ,  M") 

devient  maintenant  pour  chaque  nombre  premier  p  qui  divise  M 

Supposons  que,  dans  la  série  (2),  le  premier  terme  plus  petit  que  fx 
soit  aa  —  aa_l\  alors  la  relation  (5),  qui  exprime  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  les  congruences  admettent  une  solution 
pour  le  module  pf1 ,  devient 

et  le  nombre  des  solutions  est  alors  paa+(-n~a)^1.  C'est  ce  que  l'on  trou- 
vera par  une  discussion  facile  en  s'aidant  des  inégalités  (1),  (2),  (3),  (4). 
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D'après  cela,  si  l'on  avait  ,u>  an — a„_i,  la  condition  devient  an  =  an 
et  le  nombre  des  solutions  est  pa».  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  suffisait  de 
calculer  dn  et  <5M. 

On  voit  facilement  que  si ,  dans  la  série 

an  —  an^an-i  —  an_i^  . . .  ^at  —  ax  ^  0, 

a&  —  o-k  est  le  premier  terme  égal  à  zéro,  p«*  +  i-«*  est  la  plus  haute 
puissance  de  p  pour  laquelle,  comme  module,  le  système  des  congru- 
ences  admet  des  solutions. 

C'est  seulement  pour  préciser  les  idées  que  nous  avons  supposée  au 
n°  31  que  le  déterminant  dn  du  système  (I)  n'était  pas  nul. 

Et  aussi,  à  proprement  parler,  ce  n'est  pas  là  une  restriction,  car, 
en  ajoutant  des  multiples  de  M  aux  coefficients,  on  peut  toujours  faire 
en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi. 

Mais  la  plus  légère  attention  suffit  pour  reconnaître  que  le  théo- 
rème XII  est  général  et  reste  vrai  même  dans  le  cas  où  l'on  aurait 
dp+i  =  0,  à  condition  seulement  de  se  conformer  à  notre  convention 
de  prendre  dans  ce  cas 

0p  +  l  =  0p+2  =  ..'  =  0n  =  O, 

et  de  même  pour  les  invariants  de  la  matrice  complétée 

33.     Considérons  maintenant  le  système 

a>i7iXi-\-  ai>2X2-{- .. .  +  a»,m+n#m+n  =  Wi      (mod  M) 

(i  =  1 ,  2 , . . . ,  w). 

Désignons  comme  au  n°  31  par 

di 


6{  —    ,  ,  Si  — 


les  invariants  de  la  matrice  complétée ,  puis  posons 

Cj  =  (M,Cj)»       Yi  =  (M.,ei), 

U  ^!  Cj  C%  .  .  ,  Cri) 

r  =  Yi  72  •  •  •  7n> 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  des  solutions 
est  alors  encore 

c  =  r, 
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mais  le  nombre  des   solutions  est  C  X  Mm.  En   effet,    on    obtient   un 
système  équivalent 

eiVi  =  fi        (modM), 
i=  1 ,  2,  . . . ,  n 

et  Vn  +  i,  vn+2,  •  •  • ,  vn+m  restent  arbitraires. 

34.     Soit  enfin  le  système 

a>i,i  Xi  +  «1,2 #2  +  •  •  •  +  aitnXn  =  Ui       (mod  M), 
(i  =  i ,  2 , . . . ,  n  -f-  m) , 
et  désignons  toujours  par 

ei  =  -~~  (t  =  l,2,...,w), 

«i-l 
s 

£,-  =  -r- —  (i=  1,  2,  . . . ,  n-\-  1) 

les  invariants  de  la  matrice  complétée. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  des  solutions 
s'obtient  à  l'aide  du  théorème  VIII  sous  la  forme 

j      (Mn+m,  Mn+w»-1c?1,  Mn+M-2d2>  •••.  MmtfM) 
(a)     *     '     '\  =  (Mn+m,Mn  +  m-1ôl,  MM+m"2<52,  ..MMw-'(5„  +  1) 

ou    après  une  réduction  facile , 

M  X  (M ,  ex)  X  (M ,  e2)  X  -  -  .  X  (M ,  en) 


la') 

=  (M,  Ci)  X  (M,  e2)  X  .. .  X  (M,  £„+i). 

Mais    puisque  (M,  «*)  divise  (M,  <?*),  on  a  nécessairement 

(1) £M  +  i  =  0        (modM). 

Par  conséquent  M.m  ôn  divise  M.m~l ôn  +  i,  et  au   lieu  de  (a)  on  peut 
écrire 

(MM  +  m,  Mn  +  m-1d1,  .  .  .,  Mmdn) 
=z(Un+m,¥.n+m-lô1,  ...tMmôn), 

ce  qui  revient  encore  à 

(2) c  =  r, 

si  l'on  pose  comme  précédemment 

C  =  {M.,e1)X(M,e2)X  ...  X(M,*„), 
T  =  (M,  ex)  X  (M,  e2)  X  ...  X  (M,  £„). 
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Pour  qu'il  y  ait  des  solutions,  les  conditions  (1)  et  (2)  sont  néces- 
saires et  suffisantes.  Le  nombre  des  conditions  s'obtient  sans  difficulté  ; 
il  est  égal  à  C. 

35.  Les  méthodes  développées  à  partir  du  n°  22  permettent  de  re- 
trouver avec  facilité  la  plupart  des  résultats  obtenus  dans  la  première 
Partie  de  ce  Chapitre.  Nous  nous  bornerons  à  déduire  de  cette  façon 
le  théorème  VIII  sous  une  forme  plus  générale.  Considérons  donc  les 
équations  non  homogènes 

U    '    '     '    '    (  (i  =  l,2,...,wi) 

sans  faire  aucune  hypothèse  sur  m  et  n.  Soient  ||  A  ||  et  ||  A'  ||  la  matrice 
du  système  et  la  matrice  complétée.  Si  l'on  prend  k  des  m  équations 
et  que  l'on  considère  tous  les  déterminants  du  degré  k  qu'on  peut 
former  avec  leurs  coefficients ,  ces  déterminants  appartiennent  en  partie 
à  la  matrice  HA'!).  Mais,  si  le  système  (I)  admet  une  solution,  on 
pourra  remplacer  les  a;>M+i  par  leurs  valeurs 

—  (ai,iX\  -\-ai}2X2-\-  . . .  -\-ai>nxn), 

en  sorte  que  chaque  déterminant  de  ||  A'  ||  s'exprime  en  fonction  linéaire 
homogène  des  déterminants  de  ||  A  ||.  Dans  tous  les  k  équations,  le 
p.  g.  c.  d.  des  déterminants  de  j|  A  ||  est  donc  égal  au  p.  g.  c.  d.  des 
déterminants  de  |i  A'  ||.  D'où  l'on  conclut  le  p.  g.  c.  d.  de  tous  les 
déterminants  du  degré  k  est  le  même  pour  les  deux  matrices  ||  A  ||  et 
IJA'I!.  Ce  sont  là  des  conditions  nécessaires  pour  que  le  système  (I) 
admette  des  solutions.  Mais  ces  conditions  ne  sont  pas  toutes  indépen- 
dantes, comme  cela  résulte  du  théorème  suivant: 

Théorème  XIII.  —  Pour  que  le  système  (I)  admette  une  ou  plusieurs 
solutions,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  p  de  ||  A||  soit  égal  au  rang 
de  !|  A'  |!,  et  que  le  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  du  degré  p  soit  le  même 
pour  les  matrices  ||  A  ||  et  ||  A'  ||. 

Nous  avons  à  démontrer  seulement  que  ces  conditions  sont  suffi- 
santes. Or,  par  une  substitution 

n 
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et  en  remplaçant  les  équations  (I)  par  des  combinaisons  convenables, 
on  peut  obtenir  un  système  absolument  équivalent 

(II)  [elv1  +  ux  =  Q,      e2v2-\-u2  =  0,       ...,      epvp  +  up  =  0, 

{  Up  +  i  =  0,       Mp+g=0,        ...,       um  =  0. 

Dans  cette  transformation  les  rangs  de  [|  A  ||  et  de  ||  A'  ||  se  conservent, 
de  même  que  les  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  du  degré  k.  Puisqu'on 
suppose  que  le  rang  de  \\  A' Il  est  =p,  les  déterminants  du  degré  p -\-  1 

ex  e2 . . .  epUp  +  i,      e1e2. . .  epup  +  2,      •••,      ele2. . .  rpum 

doivent  s'annuler;  donc 

Wp  +  i  =  Wp+2=.  •  .  =  ww  =  0, 

ce  qui  montre  que  les  équations  (II)  ne  sont  pas  incompatibles.  De 
plus,  les  déterminants  du  degré  p  de  la  matrice  ||  A' ||  transformée 

6-i  6t>  •  •  .  €  p  y      Mi  €2  €q  .  •  .  6p ,      c^  t*2  cg  •  .  .  6p ,       .  .  .  ,       6-y  62  •  •  •  ßp  —  1  Up 

doivent  être  divisibles  par  e1e2. . .  ep.  Donc  u1}  u2,  . . . ,  up  sont  divisibles 
par  <?!,  e2, . . . ,  ep  respectivement,  en  sorte  que  les  équations  (II)  sont  sa- 
tisfaites par  des  valeurs  entières  de  vu  %  . . . ,  vp.  C.  Q.  F.  D. 

La  plupart  des  résultats  de  ce  Chapitre  sont  dus  à  M.  Smith  ;  un 
seul,  le  théorème  VIII  avait  été  obtenu  antérieurement  par  M.  I.  Heger. 
Le  même  sujet  a  été  repris  ensuite  par  M.  Frobenius  qui  a  introduit 
la  forme  bilinéaire.  Le  Mémoire  de  M.  Frobenius  contient  encore 
d'autres  applications  intéressantes  à  la  théorie  algébrique  des  formes 
bilinéaires. 
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Sur  quelques  intégrales  définies  et  leur  développement 

en  fractions  continues. 

1.    Je  vais  considérer  d'abord  l'intégrale 

(1)    ....  /    (cosu  -f-  «sin  u)m  sinn  ue~xu  du  =  f  (m,  n), 
0 

m  et  n  étant  des  entiers  ^  0. 
En  développant 

(cos  u  -{-  a  sin  u)m  sinM  w, 

suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  w,  il  faut  distinguer  deux 
cas ,  selon  que  m-\-n  est  pair  ou  impair. 

Dans  le  premier  cas  on  obtient  une  expression  de  la  forme 

a-\-  a'  cos  2  w  -j-  a"  cos  4  u  -\-  .  .  .  -j-  a^  cos  {m  -\-n)u 
ß'  sin  2  u  +  ß"  sin  4  u  -\-  .  . .  -f  ßW  sin  (m  -f  n)  u , 

et  dans  le  second  cas  une  expression  de  la  forme 

a  cos  U  -f-  a'  COS  3  U  -{-•••  4"  a^  cos  (w*  4"  w)  M  > 
4-  ß  sin  w  -f-  ß'  sin  3  w  4- .  . .  4-  ßW  sin  (m  4"  w)  w. 

Ayant  ensuite 

cosü«e-XMdM  =  -s-j — ô>      /   sin pue~xudu  =  -~ — s» 

x2  +  p  2      J         *  x2-\-p2 

0  0 

on    reconnaît  que  f  {m,  n)  est  une  fonction  rationnelle  en  x,  dont  le 
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dénominateur  est  du  degré  m  -f-  n  -f- 1 ,  et  le  numérateur  d'un  degré 
inférieur  à  m  -f-  n  -f-  1.  Ce  dénominateur  est  pour  m  -\-n  pair 

=  x{x2  +  22)(z2  +  42) . . .  i*2  -f  (w  -f  w)2| , 
et  pour  m  -\-  n  impair 

=  (x2  +  l2)  {x2  -f  32)  (z2  +  52) . . .  |ic2  +  (m  -f-  nf\. 
On  voit  par  là  que  f(m,  n)  est  développable  en  série  convergente 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  tant  que  x  est  suffisamment 
grand  (x  >  m  -f-  n).  Or  pour  obtenir  directement  ce  développement, 
il  suffit  d'écrire 

(cos m  -j-asin  u)m  sinnw  =  ww  -J-  ax  ww  +  1  -|-  a2un+2  +  • . . , 
d'où  l'on  conclut 

Par  conséquent  le  numérateur  de  /"(wî,  w)  est  du  degré  m  et  le  coef- 
ficient de  xm  est  1 .  2  . . .  n.  En  écrivant 

(2) f  (m,  n)=  1.2. S... n.^r-, 

où 

B  =  z  (rc2  +  22)  (#2  -f-  42) . . .  {a;2  -f-  (m  -|-  w)2|  lorsque  m  -|-  ?i  pair, 
B  =    {x2  -f-  l2)  (#2  +  32) ...  ja2  4"  (wi  4"  W)2I  lorsque  m  -f-  n  impair, 

le  numérateur  A  est  par  conséquent  un  polynôme  du  degré  m  en  x,  le 
coefficient  de  xm  étant  l'unité. 

Voici  maintenant  ce  qui  paraît  être  la  manière  la  plus  simple  de 
définir  ce  polynôme  A. 

A  est  le  dénominateur  de  la  fraction  continue 

1 (m—  i)(n  +  2)(fl24-  1)  (m  — 2)(n  +  3)(a2  +  l) 

x-\-{n  —  w4-2)a4"     x-\-  n  —  m-\-±)a^\-      x-\-{n  —  m-\-G)a-\- 

1  .  (n  -f  m)  (a2  4- 1) 
x -\- (n -\-  m)  a 

Ainsi  pour 

m  =  0,      A  =  1 , 

m  =  l,      A  =  #-f-(w-f-l)a) 

m  =  2,      A  =  (z-f-wa)ia;-r-(w  +  2)aj+(ra-f  2)(a2-f-l),  &c. 


(3) 
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2.     Pour  établir  ce  résultat,  je  remarque  d'abord  que  l'intégration 
par  parties  donne 

(cos  m -f- a  sin  u)m  sin" ue~xudu  = (cos  m  -\-as'mu)m  sinnw  -J- 

x 

-\ e-xu[n(cosu  -j-asinM)w  sinw_1  ucosu  -f- 

-f-  m  (cos  u  -f-  a  sin  u)m ~ 1  sinn  u  (a  cos  u  —  sin  w)]  d u. 

La  quantité  entre  [    ]  qui  multiplie  e~xu  sous  le  signe  /  dans  le  se- 
cond membre  peut  s'écrire 

(cos  m  -f-asm  w)m_1sinn-1M  \n(cosu  -J-  a  sin  m)2  -j- 
-\-  a(m  —  n)  sin  u  (cos  u  -f-  a  sin  u)  —  m  (a2  -f- 1)  sin2  u\ , 
en  sorte  qu'on  obtient 

\xf(m,  n)  =  a(m  —  n)f(m,  n)  -J-  nf(m  -f-  1,  n  —  1)  — 
(  — m(a2-\-  \)f(m — l,n-\-l), 

lorsque  n  >  0 ,  et  pour  n  =  0 , 

(5)  .     .     .  xf(m,Q)  =  amf{m,  0)  +  1  —  m{a2-\-  l)f(m  —  1,  1). 

On  voit  que  la  relation  (4)  reste  encore  vraie  pour  w  =  0,  si  l'on 
adopte  cette  convention  de  remplacer  alors 

nf{m  -f- 1,  n —  1) 
par  l'unité  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  On  a  ainsi 

(6)  [x-\-a{n  —  mï]f(m,  n)  =  nf{m-\-  l,n — 1)  —  m{a?-\-  \)f{m —  1,  w-f- 1)> 

et  cette  relation  reste  vraie  même  pour  n  =  0  ou  m  =  0. 
Posons 

f(m,  n) 


<p  (m ,  n)  = 


nf(m-\- 1,  w —  1) 


donc 


/         i        i   ,^      f(m  —  l,n-\-l) 
99 (m  —  1,  w-f  1)  =  -. — ■   ,   ' ,    '    ,  » 
1  (n-f- 1)  ƒ  (m,  w) 


ç? (m,  0)=^(w,0), 

<p  (0 ,  w)  =  — j » 

la  relation  (6)  pourra  s'écrire 

=  x  -f  (w  —  w)  a  -f  m  (n  -f  1)  (a2  +  1)  <p  (m  —  1 ,  n+  1)  ' 


(7) 
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d'où  l'on  conclut  pour  m  =  0  la  valeur  explicite  de  95(0,  n)  et  dans  le 
cas  général  : 

1 m{n+  l)(a2-f-  1) 

I  ^      '  x-\-(n  —  m)  a -\-  x  -\-  {n  —  m  -f-  2)  a  -f- 

(m  _  i)  (n  -f  2)  (a2  4-  1)        l(n-f  m)  (a2 -f  1) 
#  -|-  (w  —  m  -}-  4)  a  -f-  '  "  '    #  +  (w  -f-  m) a 
La  valeur  de  <p  (m ,  n)  est  donc  de  cette  forme 

(8) ?'(m'M)=ö(^ö' 

P (»w ,  »)  =  as*1  -f-  .,  Q  (m,  w)  =  xm  +  1  -f-  •  •  •  >  étant  des  polynômes  des 
degrés  w  et  m  -f  1  respectivement  Lorsque  w  =  0 ,  la  formule  (7) 
donne  directement  la  valeur  de  l'intégrale 


/>0O 

/    (cosu  -f-  a  sin  u)m  e~xud\ 


0 
sous  la  forme  d'une  fraction  continue.   Mais  il  est  facile  maintenant 
d'obtenir  l'expression  générale  de  f(m,  n). 
En  effet  ayant 

f(m ,  n)  =  n  cp  (m ,  w)  f(m  -f  1 ,  n  —  1) , 
on  en  déduit 

f(m,  w)  =  l  .2.S...n.(p(m,n)<p(m-{-l}n  —  l)...<p{m-{-n — 1,  l)f(m-\-n,  0), 
=  1.2 n.(p(m,n)(p(m-{- 1,  n  —  l)..,<p(m-\-n —  1,  l)g?(m-}-w,  0), 

ou  encore 

flm   n)-l    2       n    P<m'n>  x  P(WI  + *' w~"  1}  x  P(m  +  n,0) 

MW'  W)  —  1  •  à  •  '  '  n  •  Q  (m,  n)  X  Q  (m  +  1 ,  n  -  1)  X  '      X  Q  (m  -f  w,  0) 

Mais  si  l'on  écrit  les  fractions  continues,  on  reconnaît  immédiate- 
ment que 

Q  (m ,  n)  =  P  (m  -f-  1  >  w  —  1) , 

en  sorte  que  l'expression  précédente  se  réduit  h 

mm      ft        ^       10                P(m,w)                            Q(w— l,n-j-l) 
(9)   .  ƒ  (m ,  w)  =  1  .  2  . . .  n  .  prr p— —  =  1  .  2  .  . .  w .  —7 r-5 — ^—  • 

Q  {m  -\-  n ,  0)  Q  {m  +  n ,  0) 

C'est  là  le  résultat  que  nous  avons  annoncé;  il  est  à  peine  nécessaire 
de  dire  que  Q  (w  -}-  w ,  0)  =  B. 
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3.     On  obtient  des  résultats  analogues  en  considérant  l'intégrale 
(cosh  w-j-  asinh  w)w  sinhM  ue~xu  du  =  F  (m,  w), 


ƒ 


o 
et  il  suffira  d'indiquer  ici  les  résultats  auxquels  on  est  conduit , 

F(m,n)  1  m(n-(-l)(a2  —  1) 


(10)    . 


wF  (m  -\-  1 ,  n  —  1)"    x-\-  (n  —  m)  a  -f-  x-\-(n  —  m  -f  2)  a  -f 
(m-l)(w  +  2)(tt2-l)        1  (n  -f-  m)  (a2  —  1) 


x  -\-  (n  —  m  -f  4)  a  -\-  x -\- {n -\-  m)  a 

et  si  l'on  représente  cette  fraction  continue  par 


(11)  .  . 

Q  (m ,  n) 

> 

on  a 

(12)     .     . 

=  1.2.. 

Q(m-1, 

Q(m  + 

w+1) 
w,0) 

la  valeur 

de 

Q  {m  -\-  w,  0)  étant 

i  =  x  (x2  — 

-  22)  (x2  - 

-42)  . 

. .  \x2  - 

(m  -f-  w)2| 

(13)     .     . 

. 

.    jou 

'=    (a;2- 

■  l2)  (x2  - 

-32)  . 

. .  \x2  - 

(m  -f  nf\ 

selon  que  m  -f-  n  est  pair  ou  impair. 

Il  est  à  remarquer  toutefois  que  la  condition  que  m  et  n  sont  des  en- 
tiers, n'est  point  nécessaire  ici,  car  si  l'on  suppose  a_^ —  1,  cosh  u  -\-a  sin  h  w, 
ne  s'annule  jamais  et  m  peut  même  être  négatif.  Ainsi  si  l'on  prend 
n  =  0  et  qu'on  remplace  m  par  — m,  la  formule  (10)  donnera 

/-00  e^xudu  1  m  (  1  —  a2) 

|  /      (cosh  w  -4-  a  sinh  w)m      #  -f-  m.  a  -j-  #  -f-  (w  -j-  2)  a  + 
(14)     .     ./o 

2  (m  -f  1)  (1  —  a2)  3  (m  -f  2)  (1  —  a2) 


#  -f"  (wi  -}-  4)  a  -f-    a;  -j-  (m  -f-  6)  a  -f- 

II  serait  facile  de  démontrer  que  cette  fraction  continue  est  conver- 
gente si  l'on  suppose 

x>0,    m^O,     l^a^O, 

mais  ici  nous  laisserons  de  côté  systématiquement  les  questions  de  con 
vergence ,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  dans  une  autre  occasion. 
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Dans  la  suite  nous  aurons  besoin  d'un  cas  particulier  de  la  formule  (14), 
posons  a  =  0 ,  m  =  2 , 

ƒ    (séchu)2e~xu  du  =  x       tghue~xudu  = — r  —V  — V    -V..., 
J  J  x+  x+  x+  x+ 


on  bien 


x«w  1.2    2.3    3.4 

\ue~xu  du  = 


tghi 


x2  +    1+   x2  +    1  + 


ce  qui  peut  s  écrire  encore 

(15)     .   H  tghue~xudu  =  \ — 

/  xl  -f-  2  —  x' 


1  .  22  .  3 


3  .  42  .  5 


-f  2.b2—  z2  +  2.52  —  '•" 


4.     Nous  chercherons  maintenant  le  développement  en  fraction  con- 
tinue de  l'intégrale 

sinh  (a  u)  sinh  (6  u) 


J  sinh  (c  u) 

o 


udu. 


Il  est  clair  d'abord  qu'on  a 

sinh  (a w)  sinh  (&w) 


sinh(cî<) 


=  ab 


u 


"1       tt8_L ^ 

1.2.3      ^1.2.3.4.5 


u° 


de 


U1  -\-  .. 


1.2. ..7 

et  l'on  reconnaît  facilement  que  a^  est  un  polynôme  homogène  du  de- 
gré k  en  a2,  ö2,  c2.  On  en  déduit 

(iß) l=ab\h-x<+aâ-aâ 

xAj  <Aj  +L>  Jj 

et  l'on  pourra  par  conséquent  développer  I  en  fraction  continue  de  la 
manière  suivante 

ab 


(17)     . 


^i 


/"2 


X2  -f-  2.0  —  X2  -f-  ^i  —  #2  4*  ^2  —  ' 

C'est  ce  développement  que  nous  voulons  obtenir. 

Voici  une  première  observation  dont  nous  aurons  besoin.  Lorsque  a 

...  .  .  sinh  («m)  , 

est  un  multiple  exact  de  c,  a  =  nc,  on  sait  que    .  ,    — :  est  un  poly- 
nôme du  degré  n —  1  en  coshc,  ou  encore 

sinh  (au) 


sinh  (eu) 


=  a  cosh  (n —  \)cu  -f-  a' cosh  (n  —  3)  eu  -j-  a"  cosh  (n  —  5)  eu  -J-  ...  , 
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et   il   est   très  facile   de   conclure  qu'en  ce  cas  I  est  de  la  forme  ^, 

PM  étant  un  polynôme  du  degré  n — 1,  QM  un  polynôme  du  degré  n 
en  x2.  Ainsi  dans  ce  cas  on  doit  avoir  /un  =  0  et  la  fraction  continue 
est  finie.  Il  est  clair  qu'il  en  est  de  même  lorsque  6  =  ne. 

D'après  la  formule  (16)  il  s'agit  de  réduire  en  fraction  continue  la 
série 

0  ~"  x2       x±  "T  x*       a?  "*"  "  *  '  " 
Pour  cela  on  calculera  d'abord 

ns^^  +  A-f  +  |—  £  +  ..., 

et  d'après  ce  que  nous  avons  dit  des  a^,  il  est  clair  qu'aussi  ßk  sera  un 
polynôme  homogène  du  degré  k  en  a2,  &2,  c2.  Mais  nous  venons  de  voir 
que  pour  a2  =  c2ou  b2  =  c2,  ß2).ßn,  ß±,  •  •  •  s'annulent.  Donc  ß2,  ß3,  ßit  ... 
sont  tous  divisibles  par  (c2  —  a2)  (c2  —  b2)  et  d'ailleurs  ß2  ne  peut  s'en 
distinguer  que  par  un  facteur  constant. 
En  posant  donc 

l:S  =  x2  +  ß1-ß2S1 
on  aura 

q    —Li-        ILm^l        là-JL 

1  —  X2         X*         X6         X8 

yk  étant  homogène  et  du  degré  k  en  a2,  ô2,  c2.  On  en  déduit 

oh  étant  encore  du  degré  k  en  a2,  ö2,  c2.  Or  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  ô2,  <53,  ó4,  ...,  doivent  s'annuler  pour  a2  =  4c2  ou  62  =  4c2.  Ces 
coefficients  sont  donc  tous  divisibles  par  (4  c2  —  a2)  (4  c2  —  b2)  et  ô2  ne 
peut  en  différer  que  par  un  facteur  constant.  En  posant  donc 

l:S1  =  x2  +  ôl-ô2S2, 
on  aura 

2  ~~  X2         &  ^  X*         x*^'"' 
e/t  étant  encore  homogène  et  du  degré  k  en  a2,  b2,  c2. 
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Il  est  clair  que  l'on  peut  continuer  ce  raisonnement,  pour  arriver  à 
ce  résultat  que  dans  la  fraction  continue  (17)  on  a  nécessairement  (si 
l'on  fait  encore  attention  à  la  symétrie  par  rapport  à  a  et  6), 

Xu  —  pn  c2  -f  qn  {a2  +  b2) ,    fx n  =  rn  (n2 c2  —  a2)  {n2  c'  —  b2) , 

pn,  Qny  fn  étant  des  quantités  purement  numériques.   Pour  les  obtenir 
je  pose  d'abord  c  =  0,  ce  qui  donne 

sinh(aM)sinh(6w)   _xu  , 

ß     •      Cl  11  — 


u 

0 


ab  rx  a2  ô2  r2  a2  ô2 

T 


s2  +  Qo  C«2  +  &2)  —  &  +  9i  (a2  +  b2)  -  -  *2  +  Qo  {a2-\-b2)  —  "  '' 
mais  l'intégrale  définie  est  égale  à 

.  /•"  cosh  (a  4- 6)  w  —  1       _„  .         ,   ,  r  cosh(a  —  b)  u  —  1       L.u  , 

£/     ' -e-JUdu — l e~xudu, 

0  0 

et  en  développant  les  cosh  suivant  les  puissances  de  u  on  trouve  sans 
difficulté  que  la  valeur  de  l'intégrale  est 

,  .     (x2  —  a2  —  b2-{-2ab) 


x2  —  a2  —  b2  —  2  ab 

Or  le  développement  en  fraction  continue  de  ce  logarithme  se  dé- 
duit par   un  simple   changement   de   lettres  de  celui  bien  connu   de 

log  (— _~  j  et  l'on  obtient  ainsi 

ab  §a2b2  T|a262 


x2  —  a2  -  b2  —  x2  —  a2  —  b2  —  x2  —  a2  —  b2—' 

par  conséquent 

4  w2 
Qn  =  —  1 ,    r»  =  ,-2— 


4M2—  1 

Pour  obtenir  p„  posons  a  =  b—l,  c  =  2,  il  viendra 

1  1  .  22 .  3  3  .  42 .  5 


/     tgh 


ue~xudn  = 


x2  -{-  ipo-    2  —  x2  -\-  4pl  —  2  —  x2  4"  4  p2  —  2  - 

u 

et  la  comparaison  avec  la  formule  (15)  donne 

iPn  —  2  =  2(2n-\-  l)2,  donc  pn  —  2n2-\-2n-\-  1. 
II  25 
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Ainsi  nous  avons 

(,R\         I  "r  Sinh  {aU)  SiDh  {bU)  r-™  rlv  —  CT&  <"l  '"-' 

Uö'  '  /  sinh  (eu)'  ~  %l  +  /l0  -  x>  -f  2,  -  5  +  V=  "  '  ' 

0 

A,,  =  (2  w2  -f  2  m  -f  1)  c2  —  a2  —  &2, 

/<M  =    -h—    -  (n2  c2  —  a2)  (w2  c2  —  b2). 
in*  —  1 

A  ce  résultat  j'ajouterai  le   suivant   qu'on   obtient  d'une   manière 
analogue  : 

„ft>  rM.  s'mh(au)       .„  ,  a        L        L       L 

7       sinh  (o  w)  a;  -f—    rr-f-    #+    tf-r 

o 

A"  =  T^2~   -r(w2&2  — a2). 
4  rr  —  1 

Pour  a  =  1 ,  &  =  2,  on  obtient  un  résultat  qu'on  déduit  aussi  comme 
cas  particulier  de  notre  formule  (14). 

5.     L'intégrale  (19)  peut  s'exprimer  à  l'aide  de  la  fonction 

y>(x)  =  7    [log  r  (a;)], 

et  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  (18)  dans  le  cas  particulier  c  —a-\-b. 
Nous  allons  indiquer  les  résultats  qu'on  obtient  ainsi,  mais  pour  abré- 
ger, nous  omettons  la  déduction  qui,  du  reste,  n'offre  pas  de  difficultés. 
Considérons  d'abord  l'intégrale 

r=°  sinh(2&  —  \)u      .,  .„  , 

J  smh  u 

o 

elle  est  égale  à 

\  -y,  (x  -f  b)  -  \xp  (x  -f  1  -  b). 

Le   développement  en  série   suivant    les   puissances    descendantes 
de  x  est 

/y»  /yiii  /v*5  /y»7 

•A/  »<'  «X/  %Kj 

On  a  introduit  ici  les  polynômes  de  Bernoulli 
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Le  développement  en  fraction  continue  est 

(20)   .    i  „<*  + .»)  _  i  ,  („•  + 1  -  •) = bfJ  4  A    i.  .  .  . , 

_  wa  (w  +  1  —  2  6)  (m  —  1  -f  2  6) 
4(2n— l)(2w-f-l) 

En  second  lieu  l'intégrale 

rœ  2sinh(6w)sinh(l  —  b)u 


I  sinh  u 

o 

est  égale  à 


e-2*«  du, 


i  [v  (•<'  +  &)  4-  v  (*  4  i  -  &)  -  v  (*)  -  v  (■'•  4  i)]- 

Le  développement  en  série  est 

9^(6)       (f3(b)       <p6(b) 


/y»2  ryA.  /y»b 

%A/  *Aj  %Aj 


et  le  développement  en  fraction  continue 

\b{\—b)     px        g,        p,        q2       /j;,        q,à 


(21) 


x+        14-  x2  +   14-  o;'24-   1-f  z2-f'' 

_n(w-6)(n-14-6) 
*"~  2(2«— 1) 

_  n  (n  4  6)  («  4  1  —  b) 
q,t  ~  2  (2  n  4  l) 

Si ,  dans  la  formule  (20)  on  divise  par  b  —  \  et  qu'on  pose  ensuite 
&=£,  il  viendra,  en  écrivant 

(22)     .'....     F(*  +  J)  =  _e-L   £A 


*n  = 


W4 


'""    4(2w  —  1)(2??4  1)' 
le  développement  en  série  est 

p(,+1,=i_(i_1)|+(i_^|_(,_^|+ 

où  B!  =  J ,  B.2  =  gVj ,  .  .  .  sont  les  nombres  de  Bernoulli. 
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On  peut  déduire  de  la  formule  (21)  d'une  façon  analogue  le  résultat 

\Ciô)       .       .    4  X    i«n    7 i tôt  —  £  X  —  A  —  -    " .         ~r~  r~  r~  r~  ■-.  . , 

v/  u  (x-\-nf  x-\-x-\-x-\-x-\-x-\- 

riz{n  -\-  1) 

n  (n  -\-  1  )2 


le  développement  en  série  étant 

_1 

(x  -j-  ?t)8 


4a3l^  7 — ^-^--2x  —  2  =  2 


X  X3  Xb  X1 


6.     Nous  allons  considérer  encore  l'intégrale 
(24)     .     f(a,ß,k)—i  (sinh  w  cosh  tt)*  F  (a,  0,  y,  —  sinh2w)e~XMd 


M. 


Ici 


F(a,Ayl#)=S:l+^A*+...l 


désigne  la  série  hypergéométrique.  Cette  série  n'est  convergente  que 
tant  que  s  est  <  1  tandis  que  dans  la  formule  (24)  l'argument  de  la 
série  hypergéométrique  varie  de  0  à  —  00 .    Mais  on  sait  que 

(25)  .     .     .    F(a,/5,y,-^)  =  (l+^)-«F(a,r-/5,7,î~^), 

et  un  argument  négatif  est  ainsi  ramené  à  un  argument  positif  et  infé- 
rieur à  l'unité.  A  la  vérité  il  aurait  fallu  appliquer  cette  formule  (25) 
dans  l'expression  (24),  c'est  simplement  pour  abréger  l'écriture  que  nous 
ne  l'avons  pas  fait. 

Enfin  dans  le  premier  membre  de  (24)  nous  n'avons  pas  indiqué  le 
paramètre  y  puisqu'il  faudra  supposer  toujours 

(26) y  =  ${a  +  ß+\). 

Une  intégration  par  parties  donne 

'CO 

(27)  .     .     .     .  xf{a,  ß,  k)=  f  (sinh  u  cosh  u)k  h.e~xudu, 

0 

L  =  k  (cosh2w  +  sinh2  u)  F  (a,  ß,  y)  —  2^sinh2?icosh2z*F(a  +  1,  ß  -f  1,  y  -f  1), 
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le  quatrième  élément  dans  les  séries  hypergéométriques  étant  toujours 
—  sinh2  u. 

On  a  d'autre  part 

0  =  «/(^-l)F(a-l^-l,r-l)-y[y-l  +  (a-f-^-l)sinh2M]F(a)/9,y)  + 

+  n  ß  sinh2  u  cosh2  u  F  (a  -f-  J  *  /&  H~  !  >  Y  ~\~  1)  » 
ou  si  l'on  introduit  la  valeur  y  =  \  (a  -\-  ß  -\- 1), 

(cosh2  u  +  sinh2  u)  F  (a,  ß,y)  =  F(a—l,ß--l,y  —  l)  + 
-f    (a^_n  sinh2  w  cosh2  m  F  (a  -f- 1,  0  -f-  2,  y  -f  1). 

A  l'aide  de  cette  relation  on  peut  éliminer  F  (a,  ß,  y)  de  l'expression  L, 
et  l'on  obtient  ainsi  cette  relation 

xf{a,  ß,  k)  =  kf(a  —  1,  ß  —  1,  Ä—  1)  — 
(28)      .     .  a/8(o-f  /?—  1—  Ä) 


y(y  — 1) 


^(«-(-U-j-M  +  l)- 


Il  faut  supposer  dans  cette  formule  k  >  0,  elle  reste  encore  exacte 
pour  A  =  0,  à  condition  de  remplacer  alors 

kf{a—  1,  ß~  1,  Ä— 1) 

par  l'unité. 

On  obtient  maintenant  sans  difficulté  le  développement  en  fraction 
continue 


(29)     .     . 


/"(«»  ß,k)  _     1         k0       Xx        A2 


A;/" (a — 1,/î — 1,Ä — 1)~    .x -f-  #  +  #  +  # + 

JU  =  («  +  *)(/*  +  ")(*  +  * +!)(«  +  /?  — *  +  »—!), 

(7  +  n  —  1)  (y  -f-  w) 

et  en  particulier  pour  fc  =  0, 

(30)  .    f?  |a,  ß,  \  (a  -f  /î  +  1),  —  sinh2  m|  e-*MdM  =  — V  -V  -V  — r  '  '  "  ' 

4(g  +  n)(/?  +  n)(n+l)(n-Ha  +  jg— 1) 
(  2n  -f  «  +  £  —  1  )  (  2 n  +  «  4"  0  +  1  ) 

On  pourra  en  déduire  un  grand  nombre  de  formules  plus  particulières, 
dont  quelques  unes  ont  été  obtenues  déjà  d'une  autre  façon. 
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7.     Soit  en  dernier  lieu 

(31)  .   f{a,ß,y)=i  Bmhr-]  il  coshn<  ß-yuF  (a,  ß,  y,  — 8\nh2u)e-xu  du, 

o 

les  paramètres  a,  /?,  y  étant  arbitraires. 

Une  intégration  par  parties  donne  d'abord 

/■  00  00 

sinn*1  u  cosh''  u  F  («,  ß,  y)  e~xu  du=-  i  sinh>'~  '  u  cosh''_1  uha-xu du, 

o  'o 

L  =  (coshaM  -f-  q8inh2u)F{n,ß,  y)  —  2  —  sinh2  m  cosh2  m  F  («  -+-  1,/î-f-l,  y-f- 1). 

y 

Mais  on  a 

0  — 1  +  (a  +  ß  -  l)smiï  u-]F  (a,  ß,  y,)  =  (y  -  i)F  (a  -  1,  ß  -  1,  y  -  1) + 

+  —  sinh2  u  cosh2  m  F  (a  -f-  1,  ß  -f  1,  y  -f-  1). 
Or  en  introduisant  les  valeurs 

p  =  y  —  1 ,      §  =  a-f/i-r 

on  a 

p  cosh2  m  -f  g  sinh2  m  =  y  —  l  -\~  (a -{-  ß  ~  l)  sinh2  m  , 
donc 

L  =  (y  —  1)  F  («  —  1,/? —  1,  y —  1)—  ^  sinh2  m  cosh2  m  F  (a  -f  1,  /*  +  1,  y  -f- 1), 
d'où  l'on  conclut 

(32)  .  «/f(afAy)  =  (y-l)/,(a-lfiJ-lly-l)--^(o  +  l.^+l.y-fl). 
et  si  l'on  pose 

f(<hß,y) 


(F  («,  ß,  y)  = 

<p  («>  A  y)  — 


(y  — !)/(«  — 1.^  —  1.  y  — 1) 

i 


(33) 


*  +  a/Jp(a+lf0+l,y  +  l) 
en  sorte  qu'on  obtient  le  développement  en  fraction  continue 

Ha,ß,y)  _     1       «0    (a+l)(/J+l)  (a  +  2)(/?  +  2) 


(y-l)/(a-l,/?-l,y-l)       »+*  +  «  +  a  + 

Le  rapport 

/"(«,/?,?) 

(y-l)f(a-l,ß-l,y-\) 
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est  donc  indépendant  de  y.    Pour  obtenir  alors  la  valeur  de  ce  rapport 
sous  une  forme  plus  simple  on  pourra  poser  y  =ß,  ce  qui  donne 

F  («,  p,  y,  —  sinh"  w)  —  cosh ~üa  u , 

et  l'on  trouve 

■ 
/  sinh /^-^m cosh ~« ue-xlidu 

/34x  f(a>  ß>  ï)  'o 


(Y  —  1)A«—  Uß—  l,y  —  1)      (/?— îjpsinh/î-^cosh1-«^-™^ 

'o 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (33)  on  obtient  un  résultat 
qui  se  déduit  aussi  de  la  formule  (10)  en  prenant  a  =  0,  m  =  —  a,  ■»=/? — 1. 


LXXVIII. 

Note  sur  quelques  fractions  continues. 
(Q.  J.  Math.,  London,   25,    1891  ,  J.   198 — 200.) 


1.     M.  Hermite  obtient  dans  son  Cours  de  la  Sorbonne  (4ième  Edi 
tion ,  p.  116)  ce  résultat  élégant 

1.3.5...(2n  -  1)  .  _  1 

2.4.6. ..(2rc)       ~~V\n{n  +  e)\ 

H  (0  <  e  <  i) 

En  posant 

1.3.5...(2n— 1)_  1 

2.4.6...  (2n)     ~~"  V\nn  y  (n)\  ' 

nous  trouvons  que  99  (w)  peut  s'exprimer  par  une  fraction  continue  con- 
vergente d'une  loi  très  simple 

T«»+-RT  +  ^1  ,7.9  , 
Pour  n  =  l,  ?(1)  =  — =  1.27824  .... 

71 


Réduites. 

Corrections. 

1 

-r-  0.27324 , 

1.28571 

-0.01247, 

1.27119 

+  0.00205, 

1.27383 

—  0.00059, 

1.27301 

-f  0.00023 , 

1.27334 

—  0.00010, 

1.27319 

f  0.00005 , 

1.27327 

—  0.00003. 

(I)  .     =  1  +  j-2-      v-* 
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2.     Le  résultat  que  nous  venons  d'énoncer,  se  déduit  sans  difficulté 
de  cette  formule 

rfr-ja  +  iing  +  iq-i-!)^ 
r(*  +  i«  +  i)n*-la+f) 

2a 

±x->a+~A~-       22  —  a2 

4.r     4-—-; ,    32— <r       .„ 

4#     -4-        ■    ■     . 

4x     -f"  •  •  • 

En  effet  pour  a  =  | , 

d'où  l'on  conclut  l'expression  donnée  pour  93  (w). 
On  a  encore 

r(g  —  ip  +  i)r(g  +  ta  +  i)  _ 
(H)   .   .  I_A     l2_4ft2 

4a;  H .   32  — 4a-'      K2  ., 

8*      +  -si"    +B=ia'      7»-*«' 
I  8*      +-8Ï-  +  ..., 

d'où  pour  a  =  0, 

/r(a;4-i)V        4 


3.  Nous  indiquerons  maintenant  la  déduction  de  ces  formules  (I) 
et  (II)  Dans  notre  article  Sur  quelques  intégrales  définies  et  leur 
développement  en  fractions  continues  (ce  Journal,  t.  24,  1890),  nous 
vivons  obtenu  la  formule  suivante 

/   smhß-1 11  cosh~'n  11  .e-*" du 

»  1 


(ß—  1)  f  sinh^ttcosh1-«  u  .  e~xudu      x  +  x  +  ^^£-^-Q{a  +  2){ß  +  2) 
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En  remplaçant  ici 

a  par  1  —  a , 

ß  par  ï~-f  a, 

.r  par  4  .c , 

on  verra  facilement  par  la  substitution  e  iu  =  v  que  les  intégrales  s'ex- 
priment par  la  fonction  F  et  l'on  obtiendra  après  quelques  réductions 
faciles  la  formule  (I). 

La  formule  (II)  s'obtient  d'une  manière  analogue,  en  remplaçant 

a  par  l  —  a , 

/>'  par   \  -f-  a , 

x  par     ix, 

et  substituant  e~ iu  =  v.  Les  calculs  n'offrant  point  de  difficulté  nous 
croyons  inutile  d'insister.  La  fonction  F  s'introduit  toujours  par  la 
formule  connue 


J  r(p  +  q) 


LXXIX. 


(Paris,  CR.  Acad.  Sei.,    118,    1894,   ' 3 * 5 —  ' 3*7-) 


Sur  une  application  des  fractions  continues. 

(Note,  présentée  par  M.  Picard.) 


Soit 


F  (z)  =  c0  -f  c,  z  -f  c2  z2  -f  .  . . , 
une  série  à  coefficients  réels.  Admettons  que  tous  les  déterminants 


A„  = 


c,     . 


On—  l 
Cn 


Cn 


Hn 


Cn  —  l     wi 


02  n- -2 


On      •  .  .      O'in  —  1 


soient  positifs.  On  peut  conclure  de  là  : 

1°.    Que  tous  les  coefficients  cn  sont  positifs; 
2°.    Que  le  rapport 

Cn-t-  1 
Cn 

va  toujours  en  croissant  ave»:  n. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter,  ou  bien  ce  rapport  croît  avec  n  au- 
delà  de  toute  limite,  ou  bien  ce  rapport  tend  vers  une  limite  finie.  Ad- 
mettons encore  que  ce  soit  le  second  cas  qui  arrive  et  que 

lim  *s±i  =  L 

Cn 

La  fonction  F  (z)  est  alors  définie  par  la  série  d'abord  pour  les  valeurs 

s  <T 
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J  Mais  cette  fonction  F  (z)  existe  en  réalité  dans  tout  le  plan  et  y  est 
partout  régulière.     Elle  admet  seulement  comme  ligne  singulière  le 

segment  de  l'axe  réel  entre  x  =  y  et  x  =  oo . 

C'est  ce  qui  résulte  de  nos  recherches  sur  les  fractions  continues  dont 
nous  avons  terminé  la  rédaction.    En  effet ,  on  a 

F(s)= bn 


x M 


! M 


1  _     b*z 


1  — 


où 


,         A  ,  AM_j  BM  ,  AM-fiBM_i 

00==A1»  Ö2n-1=-T — S" '  Ö2n  —  T 5 

An  Jt>n  —  1  A  M  Ow 

On  démontre  que  cette  fraction  continue  est  convergente  dans  tout 
le  plan  et  y  représente  une  fonction  analytique  avec  le  caractère  que 
nous  venons  d'indiquer. 

En  général,  c'est  à- dire  tant  qu'on  n'introduit  pas  de  nouvelles  con- 
ditions restrictives  relatives  aux  coefficients  cM,  la  partie  de  l'axe  réel 

entre  x  —  y  et  x  =  oo  est  une  véritable  ligne  singulière  et  l'on  ne  peut  pas 

continuer  analytiquement  la  fonction  F  (z)  en  traversant  cette  ligne. 
Mais,  dans  des  cas  particuliers,  les  choses  peuvent  se  simplifier,  et  c'est 
précisément  sur  un  cas  de  cette  nature  que  nous  voudrions  appeler  l'at- 
tention ici. 

L'étude  du  beau  Mémoire  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathé- 
matique ,  que  M.  Poincaré  vient  de  faire  paraître  (Comptes  rendus  de  la 
Société  mathématique  de  Palerme ,  t.  VIII),  nous  a  suggéré  l'idée  de 
poser  cette  question  :  dans  quel  cas  la  fonction  F  (z)  est-elle  méromorphe 
dans  tout  le  plan  ? 

La  réponse  est  d'une  simplicité  inattendue. 

Pour  que  la  fonction  F  (z)  soit  méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait,  pour  w  =  oo, 

lira  62H-1  =  lim  bin  =  0. 
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Si  ces  conditions  se  trouvent  vérifiées ,  on  a 


Les  pôles  an  sont  naturellement  tous  réels  et  ^     ,  le  premier  d'entre 

eux  est  ax  —  j-    Les  coefficients  m„  sont  positifs,  C  est  une  constante 
positive  ou  nulle  dont  la  valeur  peut  s'exprimer  ainsi  : 

ôA„. 


c  =  lim(A„+i:^) 


0     /  n  =  oo 


LXXX. 

(Paris,  C.-R. ,  Acad    Sei.,  1 1 8  ,    1894,   1401  — 1403). 
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(Mémoire,  présenté  par  M.  Hermite.)     (Extrait  par  l'auteur.) 
(Renvoi  à  la  Section  de  Géométrie.) 

t.     L'objet  de  ce  travail  est  l'étude  de  la  fraction  continue 

1  :  a ,  z  -f-  1  :  a.2  -f-  1  :  aB  z  -f-  1  :  a4  -f-  . . . , 

où  s  est  une  variable  imaginaire  et  a} ,  n,2,  aH,  . .  .  sont  des  nombres  réels 
positifs. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  selon  que  la  série 

(S) %  +  a2  j-  a:,  -}-  aA  f  .  . . 

est  convergente  ou  divergente. 

L'étude  du  premier  cas  est  de  beaucoup  la  plus  simple  et  conduit  aux 
résultats  suivants. 

Dans  le  cas  où  la  série  (S)  est  convergente,  les  réduites  d'ordre  pair 
et  les  réduites  d'ordre  impair  tendent  vers  deux  limites  différentes 

Ici  p{z),  q(s),  p,  (z),  9,  (s)  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  tout 
le  plan,  ce  sont  des  fonctions  entières  de  z  du  genre  zéro.  Ces  fonctions 
n'admettent  que  des  zéros  simples  qui  sont  réels  et  négatifs  ,  et 

?_(£)  —      à:  _  _i_      ^       I        A*a 

7(2)  2  +  lj  "^  0  -f  A2  "^  «  -f  A8  '  '  *  ' 

"T  "T~ûT  -r 


qx  (z)  z        y  z  -f  0,       s  4-  02 
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2.  Avant  d'aller  plus  loin,  considérons  le  développement  de  la 
fraction  continue  suivant  les  puissances  descendantes  de  z.  Ce  dévelop- 
pement se  présente  sous  la  forme 

les  coefficients  cH  étant  positifs  et  le  rapport 

Cn+i 

croît  constamment  avec  n.  Deux  cas  peuvent  se  présenter:  ou  bien  ce 
rapport  tend  vers  une  limite  finie  X  et  alors  la  série  (S,)  est  convergente 
pour  e\  >  X,  on  bien  ce  rapport  croît  au  delà  de  toute  limite,  et  alors 
la  série  (Sj)  est  toujours  divergente 

Nous  trouvons  que  le  premier  cas  a  lieu  lorsque  les  nombres 

a  n  a  „  -f- 1 
(«=1,2,3,...) 

sont  limités  supérieurement.  Dans  le  cas  contraire,  c'est  le  second  cas 
(iui  a  lieu. 

8.  Considérons  le  cas  où  la  série  (S)  est  divergente.  Nous  trouvons 
d'abord  que  les  réduites  d'ordre  pair  ou  impair  tendent  vers  une  même 
limite  F  (s),  la  fraction  continue  est  convergente,  et  cela  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z  :  il  faut  faire  exception  seulement 
pour  les  valeurs  réelles  négatives. 

La  partie  négative  de  l'axe  réel  est  ainsi  une  ligne  singulière. 

La  fonction  b1  (z)  est  une  fonction  analytique  holomorphe  dans  tout 
le  domaine  que  nous  venons  d'indiquer. 

Pour  obtenir  ce  résultat  nous  nous  appuyons  surtout  sur  un  théorème 
de  la  théorie  des  fonctions  qu'on  peut  énoncer  ainsi.  Soit 

/!(*),   /:>(*),   f,{z)1...,fa{z)}... 

une  suite  infinie  de  fonctions  analytiques  holomorphes  dans  un  domaine 
S  limité  par  un  contour  s.  Si  le  module  de  la  somme 

/,  (z)  -f  f,  (z)  +  ...+■/;  (z) 
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admet  une  limite  supérieure  L,  indépendante  de  n,  tant  que  z  est  dans 
S  ou  sur  s:  si  ensuite  la  série 


> 


F  (z)  =  V  fn  (z) 

i 

est  uniformément  convergente  dans  un  cercle  quelconque  C  compris 
entièrement  dans  S ,  alors  on  peut  affirmer  que  cette  même  série  est 
uniformément  convergente  dans  tout  le  domaine  S,  etF(«)  est  holo 
morphe  dans  le  même  domaine. 

4.  Le  résultat  précédent  laisse  obscure  la  nature  de  la  ligne  singulière  ; 
pour  éclaircir  ce  dernier  point  nous  montrons  que  la  fonction  F  (z)  peut 
se  mettre  sous  cette  nouvelle  forme  analytique 

0  0 

Ici  $  (m)  est  une  fonction  réelle  et  croissante 

*<0)  =  0,  *<«>)  =  -  . 

a, 

mais  elle  peut  avoir  des  sauts  brusques  dans  tout  intervalle,  et  aussi 
elle  n'est  nullement  assujettie  à  être  une  fonction  analytique.  Cela 
suffit  pour  montrer  qu'en  général  la  ligne  essentielle  met  un  obstacle 
infranchissable  à  la  continuation  analytique  de  F  (z). 

Lorsque  le  rapport  cn  +  i  :  cn  tend  vers  une  limite  finie  X,  la  fonction 
*  (u)  est  constante  à  partir  de  u  =  l  et  l'expression  de  F  (z)  se  réduit  à 

w         ƒ       2-f  W 
*0 

formule  dans  laquelle  *  (m)  peut  être  une  fonction  croissante  absolu 
ment  quelconque. 

5.  Dans  la  dernière  partie  de  notre  travail ,  nous  faisons  quelques 
applications  de  la  théorie  qu'on  vient  de  résumer. 
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L'étude,  au  point  de  vue  de  la  convergence,  de  la  fraction  continue 
qui  provient  dune  intégrale 


/ 


d  ip  (m) 


z  -\-u 

0 

tp  (m)  étant  une  fonction  croissante  quelconque,  n'offre  plus  de  diffi- 
cultés 

Comme  résultat  particulier,    nous    montrons  qu'il  suffit   de   trans- 
former la  série  de  Stirling 

Bi  B2      1       B3 


J(s)  =  7^b-o^7b-f 


1.22       3  .  4  s3  n   5  .  6  26  "  ' 

en  fraction  continue 

1  :  ax  z  -f-  1  :  o2  z  -f-  1  :  a3  z  -J-  . . . , 

pour  avoir  une  expression  convergente  qui  représente  J  (z)  tant  que  la 
partie  réelle  de  z  est  positive. 


Il  26 


LXXXI. 

(Ann.  Fac.  Sei.  Toulouse,  8 ,  1894,  J.  1 —  122,  9,  1895 ,  A.  1  —  47.) 


(1) 


Recherches  sur  les  fractions  continues. 

INTRODUCTION. 

L'objet  de  ce  travail  est  l'étude  de  la  fraction  continue 

1 


axz-\- 


«2  + 


«8  *  +  • . .    I 


«2m  4" 


«2w  +  l  %  -\-  •  . 


dans  laquelle  les  <n  sont  des  nombres  réels  et  positifs,  tandis  que  z  est 

une  variable  qui  peut  prendre  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 

P  (z) 
En  désignant  par  nw       la  nième  réduite  qui  ne  dépend  que  des  n  pre- 

tyn  (Z) 

miers  coefficients  o*,  nous  chercherons  dans  quels  cas  cette  réduite 
tend  vers  une  limite  pour  n  =  00  et  nous  aurons  à  approfondir  la  nature 
de  cette  limite  considérée  comme  une  fonction  de  z. 

Nous  allons  résumer  le  résultat  le  plus  essentiel  de  cette  étude.  Il  y 
a  deux  cas  à  distinguer. 


Premier  cas.    -  La  série  ^^  an  est  convergente. 

1 

Dans  ce  cas,  on  a,  pour  toute  valeur  finie  de  z, 

Y\m~P2n(z)  =  p(z), 
limQ2»(0)  =  c(Ä), 
limP2n+x(z)  =  p1(z), 
lim  Q2M  +  i(£)  =  ^(2), 
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p(z),  q  (z),Pi  (z),  <7i  (z)  étant  des  fonctions  holomorphes  dans  tout  le  plan 
qui  satisfont  à  la  relation 

q  (z)  px  (2)  —  q1  (z)  p  (s)  =  +  1. 

Ces  fonctions  sont  du  genre  zéro  et  n'admettent  que  des  zéros  sim- 
ples qui  sont  réels  et  négatifs. 

Les  réduites  d'ordre  pair  et  les  réduites  d'ordre  impair  tendent  donc 
chacune  vers  une  limite,  mais  ces  limites  sont  différentes  et  peuvent 
se  mettre  aussi  sous  la  forme  d'une  série  de  fractions  simples 

P(z)  _  fh        ■         f*2        I  |        Pk        | 

Pi  (g)  _    v0      |  vl  |  v2  |  ■  vk         ■ 

/"ä,  ^fc,  v/c,  6 ic  étant  des  nombres  réels  et  positifs. 

00 

Second  cas.  —  La  série  ^  an  est  divergente. 

i 

Dans  ce  cas  ,  les  réduites  tendent  vers  une  limite  finie  quelle  que  soit 
la  valeur  de  z;  il  faut  excepter  seulement  les  valeuis  réelles  et  néga- 
tives de  z,  et  considérer  ainsi  la  partie  négative  de  l'axe  réel  comme 
une  coupure.  Cette  limite  est  une  fonction  analytique  de  z  qui  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


f 


$  (u)du  _   i  '-0  d  <t>  (?t) 
(z  -f-  nf      J       z  -\-u 


Ici  $  (u)  est  une  fonction  réelle  et  croissante  (non  analytique ,  en 

général)  qui  croît  de  <t>(0)  =  0  jusqu'à  <I>(oo)  =  — •  Cette  fonction  <P(u) 

ai 

peut  d'ailleurs  présenter  des  sauts  brusques  en  nombre  fini  ou  infini. 
La  coupure  sera  ainsi  une  ligne  de  singularités  essentielles  dans  le  cas 
où  <P  (u)  présente  des  discontinuités  dans  tout  intervalle  (ce  qu'il  faut 
considérer  comme  le  cas  général)  ou  même  lorsqu'elle  est  seulement 
non  analytique. 

On  rencontre  souvent  sous  des  formes  un  peu  différentes  des  frac- 
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tions  continues  qui  rentrent  réellement  dans  le  type  (I)  et  auxquelles 
on  peut  ainsi  appliquer  nos  théorèmes.  D'abord,  en  posant 

h  -1  h   -       1 

Oq  —  ,  On  —  > 

d\  ttnCln  +  l 

la  fraction  continue  (I)  peut  s'écrire 


(I«) 


»  +  - 


14- h 


i  h 


1  + 


&4 


*  + 


et  pour  tz  =  1 
(P)     .... 


M 


1  +  -   -M 


!_. M 


*+ï 


V 


+  ■ 


A  l'aide  de  l'identité 


2  H S—  =  Ä  +  &x  — 


> 


la  fraction  continue  (Ia)  pourra  se  transformer  en  (Ie) 
(1e)     •     •     •     •- 


h 


2  4-  &2  +  &3 


3^4 


z  +  bt  +  bs-. 


la  nième  réduite  de  (Ie)  est  identique   avec   la  2wième  réduite   de  (I)  ou 
de  (Ia).  Cette  fraction  (Ie)  est  de  la  forme 

L 


(I-) 


L, 


s  +  a2 —2 x 


z  +  as 


3 


«  +  «4  —  -.., 

avec  des  valeurs  positives  des  Xi,  a».  Cette  forme  (Id)  se  rencontre  assez 
souvent;  dès  lors,  il  y  a  de  l'intérêt  à  savoir  si  elle  peut  se  mettre  sous 
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la  forme  (Ie)  avec  des  valeurs  positives  des  ö,,  en  sorte  que  nos  théo- 
rèmes soient  applicables.  En  identifiant  on  a 


d'où  l'on  tire  successivement  b0)  blf  b2,  .  .  .  ,  et  généralement 

An 


62  n  = 


<Xr, 


O-n  —  1  ■  _^i_ 

«1    ' 

puis    &2»_l=An  :  &2n- 

Cependant,  il  peut  arriver  que  le  calcul  de  ces  bi  devienne  com- 
pliqué et,  puisqu'il  s'agit  seulement  de  savoir  si  ces  quantités  sont 
toutes  positives  ou  non  ,  on  pourra  quelquefois  avec  avantage  se  servir 
de  la  proposition  suivante. 

Les  quantités  &t  sont  certainement  toutes  positives  si  l'on  peut  trou- 
ver une  fonction  positive  de  w,  Pw(Pj  =0),  telle  que 

Pn<«n  (w=l,  2,3,  ...), 

An 


a» —  Pn 


^Pn 


+  !• 


k  X 

En  effet ,  b0  =  —  est  positif  et  ne  surpasse  pas ^5-  ^  P2.  Or  ,  si 

a1  a^        rx 

b'in-2  est  compris  entre  0  et  Pn,  on  en  conclura  à  cause  de 


Ô2n  = 


«m —  &2n  — 2 


que  bin  est  positif,  plus  petit  que ^-p-  5sPn+i- 

an         "w 

Donc  on  aura  généralement 

0<Ô2n^Pn  +  l, 

et  puis  &2n-i  =  in  :  &2n  est  aussi  positif. 

En  particulier  les  &,  sont  tous  positifs  dans  les  deux  cas  suivants: 
1°  Lorsque  a,,^  l-f-An,  puisque  la  proposition  énoncée  s'applique 

alors  en  prenant  PB  =  1; 

2°  Lorsque  an  +  1  ^  1 -[- Aw,  il  suffit  alors  de  prendre  P„  =  A„_i. 
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Considérons,  par  exemple,  la  Traction  continue  étudiée  par  Laguerre 
qui  est  de  la  forme  (ld)  avec  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 

X0  =  l,        ïn  =  n2  (n^l), 

a  n  =  2  n  —  1 . 

Le  calcul  des  bi  n'offre  ici  aucune  difficulté  et  l'on  trouve 

&2n-l  =  &2n  =  W  (n^.1), 

puis 

!  1 

«2M-1  —  A,  a^n — 

n 

Laguerre,   en  supposant  z  réel  positif,  a  montré  que  la  fraction  con- 
tinue est  convergente  et  égale  à 

/•*  e~udu 

J      z-\-u  ' 

o 

Il  résulte  maintenant  de  notre  théorie  que  cette  proposition  s'étend 
à  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z,  en  faisant  exception 
pour  les  valeurs  réelles  et  négatives. 

Considérons,  en  second  lieu,  la  fraction  continue  que  nous  avons 
rencontrée  dans  ces  Annales,  t.  III,  et  qui  est  encore  de  la  forme  Id, 
abstraction  faite  du  changement  de  z  en  z2.  On  a 

Ao  =  l,        Xn  =  {2n  —  l)(2w)2(2w  +  l)Ä2, 

an  =  (2W-l)3(l-f/c2), 

k2  étant  une  quantité  positive.  Le  calcul  des  6t  se  complique  ici.   Mais 
si  l'on  prend 

p   —    n~1  p  _       n 

r«~  2n  —  1  an'         an~    n~  2n  —  1  an' 

l'inégalité 

n      <  p 

-iw  +  l 


aw  —  Pn 

se  réduit  à 

4  k2  g  (1  +  k2)2, 

et  se  trouve  donc  satisfaite.  La  fraction  continue  considérée  appartient 
donc  encore  au  type  que  nous  avons  étudié. 
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CHAPITRE  I. 

ÉTUDE    DES    POLYNOMES   Pn  (z) ,    Qn  (z). 


1.     Considérons  une  suite  de  nombres  N,  N1;  N2,  ...,  liés  parles 
relations 

N  =  a1N1+N2, 

N1  =  a2N2-f-N3, 


On  pourra  exprimer  successivement  N  par  Nx  et  N2,  par  N2  et  N3,  par 
N3  et  N4,  etc. 

N  =  (axa2  -f  1)  N2  -f  ^Ng  =  {axa2a3  -f  ax  -f  a3)  N8  -f  {axa2  -f- 1)  N4  =  . . . . 

Introduisons  un  symbole 

[alt  a2,  •  •  • ,  a*], 

déterminé  par  les  relations 

(1)  j  C«i]  =  «i »        [%>a2]  =  ai«2  +  1> 

'[«i,  «2>  ■.■,«»]  =  [%!  a2»  •••>  ttfc-i]afc  +  [ai,a2,  ...,aÄ_2], 

on  aura 

(2)  .     .     .     N  =  [at,  Og,  ...,  aft]N*  +  [ai>  «2>  •••»  <**-i]Nä  +  i. 

Il  est  clair  que  N,  N&,  Na+j  sont  liés  par  une  relation  linéaire  et  ho- 
mogène. Il  est  facile  d'obtenir  cette  relation.  Multiplions  (2)  par  cik  +  i 
et  remplaçons  aÄ+i  N&  +  i  par  Na —  N/c+2,  on  aura 

[a^  +  i]N  =  [a1,  a2,  . .  . ,  ak  +  {\  NÄ  —  [alf  a2,  . . . ,  ak-{]  NÄ+2; 

multiplions  par  «a+2  et  ajoutons,  membre  à  membre,  à  (2),  il  vient 

[a*  +  i,  a* +2]  N  =  [an  a2,  . . . ,  afc+2]NÄ-T-[a1,  a2,  . . . ,  a*_i]Nfc+3, 

et  il  est  clair  qu'on  aura  généralement 

(3)  .     [ajc  +  i,  ct,k+2,  .  •  • ,  ttk  +  i-i]  N  = 

=  Oi>a2>  •••>  aft  +  i_i]N*  +  (— lJ'  +  ^Oj,  Og,  . . . ,  a*_i]N*+*. 
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De  là,   nous  allons  déduire  une  identité  dont  nous  aurons  besoin  dans 
la  suite.  En  remplaçant  k  par  a,  /  par  ß  -\-  y  -{- 1 ,  on  a 

(4)     .     .  |>a  +  i,...,aa+/?  +  r]N  = 

=  [fflf    .   a>a+ß+y]$a-{-(—  l/+J,K,  ...,  a0_JNa+/î  +  y+1. 
D'autre  part,  en  éliminant  Na+^_f-i  entre  les  formules 
[>a+i,..-,aa+/?]N  ==[ûrlf...,  aa  +  /j]Na  +  (~l)^[fl1,...,aa_1]Na+/?+lJ 

on  obtient  la  relation  entre  N,  Na,  Na  +  g  +  yJrl  sous  la  forme 

(5)     AN  =  [cr1,  ■•.,o„+/î]|["ir-,«„  +  i?  +  r]Nfl+(-  0/î  +  ,'[«i»---,«a_i]Na+/î  +  y  +  1|  , 
où 

A  =  [at,  ...,  aa  +  /î  +  y]  X  [aa+1,  ...,  aa  +  /?] 

+  (—  0^  +  1[flli  •••»ffa-JXK+0  +  2 ffa+/j+y]. 

La  comparaison  de  (4)  et  (5)  montre  qu'on  a  identiquement 
A  =  [fli , , . . ,  a a + ß]  X  [aa 4-i ,  . . . ,  aa  +  ß  +  y]. 
Nous  avons  donc  cette  relation 

(A)  .     .     [a1,...;aa  +  ß+7]X[aa+lt...>aa+ß]  = 

=  [a1}  . . . ,  aa+ß]  X  [««  +  1,  •  •  • ,  an  +  ß  +  y'] 

-f-(—  \)"[ax,  . .. ,  aa_{]  X  [<>a  +  ß+2,  •  •  •>  aa+/?  +  r]- 
Il  est  utile  de  noter  certains  cas  particuliers.  Pour  ß  =  0,  on  a 

(B)  [<*!,  ■..,a«  +  y]  =  K,  ...,««]  X 

X  [ffa  + 1  ,  •  •  •  ,  «a  -f  y]  4"  [°1  •  •  •  •  >  ('a  - 1]  X  [««  -|-2  >  •  •  •  >   aa  +  >J  » 
et  pour   a  =  y  =  1, 

(C)  K,  •••,ajg  +  2]xLo2,...,a/?+1]  =  [«!,... ,a/?  +  1]x[a2,...,a^  +  2]-f(--l)/?. 

Pour  y=l,  la  relation  (B)  reproduit  la  loi  de  récurrence  (1);  pour 
a  =  1 ,   il  vient 

(6)     .     .     .     [oj,  ...,öfy+i]  =  al[o'2,  ...,  ffy  +  i]  +  [a8; »y+ll 

On  en  conclut  facilement 

[«!,...»  g*]  _fl       , 

[ff2>  ...,tfÄ]         1_1~ 


«2  + 


«3+-.        ,      1 

'  ~t~7T 
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•10'.) 


tandis  que,  d'après  (1), 

[g1?  . . . ,  afe] 
[ax,  . ..,  «fc-i] 


=  t'fc-f- 


o*_i  +  ..     ,    1 


D'après  ce  qui  précède,   cette  dernière  fraction  continue  est  aussi 
égfale  à  *J= — '  "■'  ' — ^  ,  d'où  il  est  facile  de  conclure 

(7) [»!,  o2,  .-.,  «*]  =  [>*,  «*-i,  •  •  .,  aj. 

Il  est  clair  que  le  symbole  [alf  . . . ,  au,  ■ . . ,  an]  est  linéaire  par  rapport  à 
un  quelconque  des  éléments  «a  et,  à  l'aide  de  (B),  on  trouve  facilement 

(8)     .     .     [tf1}  ...,  a»]  =  [a1,  ..  .,  a*_i]  X  [a*  +  i,  ...,  an]ffÄ-fcH, 

où  cR  est  indépendant  de  ak  et  peut  se  mettre  sous  les  formes 

eft  —  ["l)  ■••,ßfc-l,0,afc-)_i,  ...,ß»]  =  [a1,  ...,a%_2,t/Ä:  — l~(-«A;  +  lj  ^Ar-t-2>  •  •  -,  ^nj- 

Enfin ,  on  s'assure  encore  facilement  des  relations  suivantes ,   où  m 
est  un  nombre  quelconque, 


(9) 


ÜO 


aA 


a^ 


ma, ,  — ,  ma*. 
1   m         à    m 


oA 


,  mazn-i, 


Cl2n 


m 


mai'  m'  m°3'  m'  ■''  Wtt2n-1'  ^>ma2«  +  i 


=  [<?!,  ^2>  ..  .,«2n], 

=  mx[a1,ûf2»  •■•i«2n  +  i] 


2.  Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  des  réduites  de  notre  fraction  continue  s'expriment  de  la 
façon  suivante  à  l'aide  du  symbole  [a1;  . . . ,  aM]  que  nous  avons  introduit 

P2n  {S)  =  [<?2>  aZzi  ai>  •  •  •  >  a>2n  —  l2>  «2n], 

Q2n (ä)  =  [»!«,  a2,aBz,...}  a2„], 
P2M  +  1  (s)  =  [#2,  a3£,  a4,  . . . ,  a2w,  «2n  +  i  2], 

Q2n  +  l  («)  =  [«!»,  «g,   •  •  •  ,  02»  +  l«]. 

Nous  désignerons  par  P*(ä),  Q*(z)  ce  que  deviennent  P«(£),  Qw(ä) 
lorsqu'on  remplace  partout  ai  par  «*  +  *>  Les  formules  du  n°  1  donneront 
ainsi  des  relations  identiques  entre  ces  polynômes  en  changeant  at  en 
ciiZ,  lorsque  i  est  impair.  On  a  ainsi  les  formules 

Q2w  (2)  =  «2n  Q2W-1  (z)  -f-  Q2»»- 2  (s), 

Q2rt  +  1  U)  =  «2w  +  l  2  Q2m  («)  -f"  Q2n-1  (^). 
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On  s'aperçoit  facilement  qu'on  a  généralement 

P2n(s)  =  d0 -h  di  z  +  . . .  +  dn-is"-1 , 

Q2n  (Ä)  =  $0  -f-  ^  0  -L.  .  .  .  -L.  $w  3»  , 

p2«+i  (ä)  =  e0  +  e,  z  + . . .  +  en  sn, 

Q2M  +  1  (*)  =  %  +  ®1  *  4"  •  •  •  +  3>»+  1  *M+  l  , 

les  coefficients  étant  des  polynômes  desa,.  La  loi  générale  de  ces  coeffi- 
cients est  un  peu  compliquée  ;  elle  ne  nous  serait  d'ailleurs  d'aucune 
utilité ,  mais  on  reconnaît  facilement  les  quelques  expressions  suivantes 
qui  nous  seront  utiles. 

c\  =  a2  -f-  a4  -|-  •  •  •  «2 n , 

<SUi_2  =  <Stw-l  ( 1 h  •  •  •  H )  ' 

\a2  %  %#4  CL2n  —  lO>2nf 

Clw  — 1  ==  û^2  ^3  •  *  •  ^2n  > 

c80=  1, 
n 

C&1  =:  ^,  (û'i  "h  a3  "f"  •  •  •  a2/c-l)  «2Ä;, 
1 

eßn  —  1  =  cBw    — — "  -j h  •  •  •  H )' 

\Cll(t2         tt2  %  «2n  —  l#2w/ 

cOn  — —  Ûtj  02  •  •  •  ^2w) 

<8o  =  l, 

n 

@1  =  ^  («2  +  «4  +  •  ••  +  a2*)02*  +  l, 
1 

C2n-l=:(5n(-"]-+-1-  +  ...H —    -)> 

\ß2a3  a3  a4  (Ï2nû,2w  +  l/ 

Cw  =::  (*2  aS  •  '  '  a2n  +  1  > 

©o  =  0, 

®1  =  al  4"  a3  +  •  •  •  +  «2n  + 1 , 

3)B  =  2)B+1f— -f  — +..H —  X 

\a1a2       a2as  ct,2na2n  +  i/ 

2)«  -f- 1  =  Q>\  Q>2  •  •  •  0,2  n  +  l- 

A  cause  de  la  relation  identique 

Q2n  {Z)  P2n  + 1  («)  —  P2n  (*)  Q2n  +  1  (z)  =  1 , 

on  a 
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3.  Nous  allons  établir  maintenant  quelques  propositions  sur  les 
racines  des  équations  qu'on  obtient  en  annulant  les  polynômes  P  et  Q. 
Les  polynômes  P,  du  reste,  ne  diffèrent  pas  essentiellement  des  poly- 
nômes Q,  et  nous  insisterons  surtout  sur  ces  derniers.  Dans  la  relation 
(A)  du  n°  1 ,  posons 

a  =  2  n  —  3 ,        0  =  1,        Y  =  2 , 
il  viendra,  en  changeant  toujours  ai  en  aiz  lorsque  i  est  impair, 

«2n-2  Q-2n(2)  =  [«2n-2,  «2n  — l^»«2n]Q2n-2(2)  —  «2n  Q2n-4  (s)} 

on  voit  que 

Q2n  (s),  Q2M-2  (s),  Q2M-4  (S)  •  •  •  Q2  (2)>  Qo  0=0  ==  1 

forment  une  suite  de  Sturm.  Pour  z  =  —  00,  cette  suite  présente  n  va- 
riations de  signe,  pour  5  =  0  il  n'y  a  aucune  variation.  On  en  conclut 
que  les  n  racines  de 

Q2n(s)  =  0, 

sont  réelles,  inégales,  négatives  et  séparées  par  celles  de  Q2n-2(*0  =  O. 
Lorsque  z  passe  en  croissant  par  une  racine  de  Q2n(2)  =  0,  le  rapport 
Q2n-2  (2)  :  Q2M  (z)  saute  de  =  —  00  à  -f-  00 . 
Posons  maintenant  dans  la  relation  (A), 

a  =  2  m  —  2 ,        ß=l,        Y  =  2 , 
on  aura 

_              Q2w  +  l(g)_r^                                               -,Q2n-l(g)         „              Qan-3(g). 
«2m  — 1 —  L#2n  —  1,  t»2w^,  #2n  +■  lj  #2n  +  l ~—    ~> 

5;  Z  Z 

donc 

Q2n  +  l(g)      Q2n-l(g)  Qi_(*)  _  „ 

Z  Z  z  L 

forment  une  suite  de  Sturm.  Les  n  racines  de 

Q2w  +  l(g)__Q 

z 

sont  réelles,  inégales,  négatives  et  séparées  par  celles  de  — w~    "-  =  0. 

Le  rapport  Q2n-i  {z)  :  Q2n  +  i  (2)  saute  toujours  de  —  00  à  -f-  00  .  Prenons 
maintenant 


/ 


a  =  2n  —  2,        ß=l,        y  =  l, 
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on  aura 

Q'2n-l(2)  Q-2n-3(2) 


Cl2n-1  Q2n(z)  =  [ö2n-l  Z,  Ü2n] 

donc 


z 


Q2w-l(g)      Q2n-3(g)  Ql(«)_„ 

Hïn  («), , ,  •  •  •  ,  — —  —  «i 

forment  une  suite  de  Sturm:  les  racines  de  Q2m(3)  =  0  sont  séparées 
par  celles  de  — — =  0.  Posons  enfin 

a  —  2n—  1,         ß=  1,         y=  1, 
il  viendra 

ff2n  Q2W  +  1  (s)  =  [«2n>  «2n  +  1  ^]  Q2n  (2)  —  Q2w-2  (s)  J 

donc 

Q2»  +  l(8),  Q2n(s),  Q2n-2(»),  •  •  •  ,  Q2  (z)  >  Qo  (2)  =  ! 

forment  une  suite  de  Sturm.  Les  racines  de  Q2w  +  i  (2)  =  0  sont  séparées 
par  celles  de  Q2w(s)  =  0. 

Nous  venons  de  voir  que  les  racines  de 

Q2n  —  l(s)         r  TA 
==Lal>  a2^>  aS>  •  •  •  1  a2n-2  S,  «2w-lJ  —  U 

séparent  les  racines  de 

Q2w(2)  =  [a1?  a2s,  a3,  . . . ,  «2*1-1»  «2n#]  =  0. 
Donc  aussi  les  racines  de 

[#2w,  a2n-l  Z,  «2n-2,  •  ■  •  »  %2,  O 2]  ==  ^ 

sépareront  les  racines  de 

[tt2n,  Ct>2n  —  lZ,  «2w  — 2,  •  •  •  ,  #3  Z ,  «2  >  #1  #]  =  0  , 

ce  qui  revient  à  dire  que  les  racines  de  P2m(js)  =  0  séparent  les  racines 
de  Q2w(2)  =  0. 

De  même,  on  verra  que  la  proposition  que  les  racines  de  Q2M(2r)=0 
séparent  les  racines  de  Q2w  +  i(s)  =  0  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle-ci: 
les  racines  de  P2w  +  i(0)  =  O  séparent  les  racines  de  Q2n  +  i(*)  =  0. 
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Il  résulte  de  là  que  dans  les  décompositions  en  fractions  simples 
P2».  (z)  _  Mj       ,       M2  M„ 


Q2n(s)  Z-\-  Xl         Z-\-X2        ■'  Z-\-Xn 


P2»+i(g)_N0    1       ff!       |       N2       ■  , 


Nn 


Q2n  +  l(z)  Z  Z-\-Xx         Z-\-X2[  Z-\-Xn 

les  quantités  Mt,  N;  sont  toutes  positives.  (Il  va  sans  dire  que  les  Xi  ne 
sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  formules.) 

4.  Les  racines  de  l'équation  Qn  (x)  =  0  sont  évidemment  des  fonc- 
tions des  n  premiers  nombres  a,.  Peut-il  arriver  cependant  qu'une  telle 
racine  ne  dépende  point  d'un  de  ces  ai?  C'est  ce  que  nous  allons  exa- 
miner. On  a  d'après  la  formule  (B)  du  n"  1 ,  en  employant  la  notation 
que  nous  avons  expliquée  au  commencement  du  n°  2, 

(1)  .     .     .     Q2«+2n'(z)     =Q.2n(z)Qlnniz)     +Q2n_1(s)Pi£(s.), 

(2)  .      .      .      Q2»  +  2«'+l(s)=Q2n(«)Q2n'+l(2)+Q2«-l(Ä)P2«'+l(«). 

Nous  savons  que  les  deux  polynômes  Qw0s),P«(2)  ne  s'annulent 
jamais  pour  une  même  valeur  de  z,  de  même  Qn(z)  et  Qn-\(z).  Cela 
étant,  il  est  facile  de  conclure  de  la  formule  (1): 

Si  x  =  a  annule  deux  des  fonctions  Q2w+2n'(z),  Qzn(z),  P|"'(s),  cette 
valeur  x  =  a  annulera  aussi  la  troisième  de  ces  fonctions. 

Si  x  =  a  annule  deux  des  fonctions  Q2n+2w'(s),  Q2w-i0z),  Qlw'(s)  cette 
valeur  x  =  a  annulera  aussi  la  troisième  de  ces  fonctions. 

Dans  le  second  membre  de  (1),  c'est  le  polynôme  Qi^O?)  seul  qui 
dépend  de  a,2n+i)  en  mettant  en  évidence  ce  coefficient,  il  vient 

(3)  .       .       .       .       Q2n  +  2n'(«:=a2n  +  l«Q2n(«)PiS'(«)  +  R(8), 

où  R(2)  est  un  polynôme  qui  ne  dépend  point  de  e«2n+i-  H  est  clair 
maintenant  que  les  racines  de  Q2«+2n'U)  =  0  qui  ne  dépendent  point 
de  a,2n  +  i  doivent  satisfaire  aux  équations 

Q2n(z)F22nniz)  =  0, 
R  (z)  =  0. 

Une  telle  racine  doit  donc  annuler  l'un  des  deux  polynômes  Q2n(z), 
V\^{z),  mais,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  elle  annule  alors  aussi 
l'autre.  Réciproquement,  une  valeur  z  =  a  qui  annule  Qon(z)  et  P|S'(«) 
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annulera  aussi  Q2n+2w'(2)  d'après  la  formule  (1),  puis  aussi  R(z)  d'après 
la  formule  (3),  et  sera  par  conséquent  une  racine  de  Q2n+2w'(s)  =  0  qui 
est  indépendante  de  a^n  +  i-  Ainsi  les  racines  de  Q2w+2n'(^)  =  0  qui  sont 
indépendantes  de  «2w+i  coïncident  avec  les  racines  communes  des 
deux  équations 

Q8n(«)  =  0,  P!îKa)  =  0, 

Et  il  est  clair  que  ces  équations  peuvent ,  en  effet ,  avoir  des  racines 
communes,  car  la  première  ne  dépend  que  des  paramètres  alt  fl2»  •••> 
«2n,  la  seconde  des  paramètres  a2n+2,  «2«+3,  •  •  • ,  «2*1+2»'.  Mais  on  voit 
aussi  qu'en  général,  c'est  à- dire  lorsque  les  a,i  ne  satisfont  pas  à  cer- 
taines conditions  particulières,  ces  racines  n'existent  pas. 

On  établira  de  la  même  façon  que  les  racines  de  Q2n  +  2n'(s)  =  0  qui 
sont  indépendantes  de  «2*»  coïncident  avec  les  racines  communes  des 
deux  équations 

Q2»-i(«)  =  0,  Q!£(ä)  =  0. 

La  formule  (2)  donne  lieu  à  des  conclusions  analogues  qu'il  suffira 
d'énoncer. 

Les  racines  de  Q2M+2n'  +  i(^)  =  0  qui  sont  indépendantes  de  a^n  coïn- 
cident avec  les  racines  communes  des  deux  équations 

Q2»-i(s)  =  0,  Q!»'+ite)  =  0. 

Les  racines  de  Q2n+2n'+i(^)  =  0  qui  sont  indépendantes  de  «2*1  +  1 
coïncident  avec  les  racines  communes  des  deux  équations 

Q2w(£)  =  0,  PS'+i(*)  =  0. 

5.  Nous  allons  établir  maintenant  les  propositions  suivantes  qui 
complètent  celles  obtenues  au  n°  3. 

Les  racines  de  Q2n+2w'(^)  =  0  sont  séparées  par  celles  de 

Q2n(z)Pi%(z)  =  0, 

et  également  par  celles  de 

Q2n-i  te)  Qiîi'te)  :■*-==<>. 
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Les  racines  de  Q2«+2«'  +  i(2)  :  z  =  0  sont  séparées  par  celles  de 

Q«i.-itoQ!5+ito^  =  Q- 

Les  racines  de  Q2n  +  2n'  +  1(2)  =  0  sont  séparées  par  celles  de 

Pour  n'  =  0  ou  =  1  on  retrouve  les  propositions  du  n°  3. 

Il  suffira  de  développer  la  démonstration  de  la  première  proposition 

Reprenons  la  relation 

Q2n  +  2n'  (*)  =  Q2n  (z)  Q|j(«)  +  Q2n-1  (*)  PftW, 

et  désignons  les  racines  de  Q2m(^)  =  0  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissante  par 

a  <  a'  <  a"  <  a'"  <  .  .  .  ; 
de  même  les  racines  de  P^'C-s)  =  0  par 

ß<ß'<ß"... 
et  l'ensemble  des  racines  a  et  ß  par 

&1  \  ^2  "^  *^3  ^-  *  *  "  ^  %n-\-n—  1' 

Cela  étant,  la  proposition  énoncée  revient  à  ceci:  la  suite  des  quan- 
tités 

Q2n  +  2n'(#»)  («  =  0  ,   1,2,3,...,  W-f-n'), 

où  #0  = —  oo  et  #n+n'  =  0,  ne  présente  que  des  variations  de  signe. 

D'abord  Q,2n+2n'{zo)  a  le  signe  de  (—  1)«  +  »»';  quanta  Q2n+2«'(#L)  deux 
cas  sont  à  distinguer  selon  qu'on  a  xx  =  a  ou  x1  =  ß. 

Dans  le  premier  cas, 

Q2n  +  2n'(Zl)  =  Q2W-l(a)P2n1(a); 

dans  le  second  cas, 

Or,  on  voit  facilement  que  dans  le  premier  cas  Q2«-  1  (a)  a  le  signe 
de  ( —  l)w  et  ~Pln'(a)  Ie  signe  de  (—  l)"^1,  car  a  est  plus  petit  que  la 
plus  petite  racine  de  Q2w-i(^)  =  0  et  aussi  plus  petit  que  ß. 

Dans  le  second  cas  ,  on  voit  de  même  que  Q^niß)  a  le  signe  de  ( —  l)n, 
Qln'(ß)  le  signe  de  ( — l)*1'*1,  car  ß  est  compris  dans  l'intervalle   des 
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deux  plus  petites  racines  de  Qi£  (z)  =  0.  On  voit  que ,  dans  tous  les  cas, 
Q2«+2«'(^i)  a  le  signe  de  (— l)n  +  n'  +  1;  ainsi  Q2n+2«'M,  Q2n+2n'(#i) 
présentent  une  variation. 

Supposons  maintenant  que,  dans  la  suite  des  rr,-,  deux  racines  con- 
sécutives Xk  et  xic  +  i  soient  des  racines  a.  On  aura 

Q2n  +  2n'{Xk)  =  Qsn- 1  (a)    Pi*'  (<*)  , 

Q2n  +  2n'(#*  +  i)=  Q2n-1  (a')  Pi»'  («')• 

Or,  a  et  a'  étant  deux  racines  consécutives  de  Q2n(z)  =  0  compren- 
nent une  racine  et  une  seule  de  Q2w_iO)  =  0:  donc  Q2«-i(«)  et  Q2w-i(a') 
ont  des  signes  contraires. 

D'autre  part,  entre  a  et  a'  il  n'y  a  par  hypothèse  aucune  racine  ß 
de  P|£(2)=:0.  Donc  Pf£'  (a)  et  Pi"' (a')  ont  même  signe,  et  il  s'ensuit 
que  Q2n+2n'(#/c)  et  Q2n+2n'(%k  +  \)  présentent  encore  une  variation  Dans 
le  cas  où  Xk  =  ß,  x/c  +  i  ==/?',  on  aura 

Qan  +  2n'(a!*)         =§2n(ß)   QlS'W, 
-  Q2»  +  2n'(a*+l)  =  Q2»  (iß')  QlH'  (A 

Q2n(/5')  et  Q2n(ß')  ont  même  signe,  Qi£(£)  et  Qln  (z5')  ont  des  signes 
contraires;  Q2n-t-2n'(#A:)  et  Q2n+2n'(^/c+i)  présentent  encore  une  variation. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  dans  les  deux  cas  qui  restent  à  dis- 
cuter ,  Xk  =  a,  Xk  +  i  =  ß  et  Xk  =  ß,  Xk  +  i  =  a  ;  dans  le  premier  cas 

Q2n  +  2n'(Xk)         =  Q2 n  -  1  («)  P2 n'  (a)  » 
Q2n  +  2n'(^A:+l)  =  Q2n(£)         Q2n'(^)- 

Q2n-i  (2)  :  z  a  par  rapport  à  Q2w(s)  les  propriétés  de  la  dérivée  Q'2n(z); 
ensuite  Q2n(/Ï)  a  le  signe  de  Q2«(a  -h  «),  Q2n-i  (a)  le  signe  de  Q2w_1(a-r-e) 
(e  positif  très  petit). 

On  en  conclut  aisément  que  le  rapport  Q2„_i  (a)  :  Q2n(0)  est  négatif. 
Ensuite  P !"'(«)  a  par  rapport  à  Ql"' (s)  les  propriétés  de  la  dérivée; 
Fit  (a)  a  le  signe  de  Pjjtf-«);  q|j  (/j;  ]e  signe  de  Qf£  (/?-*).  Le 
rapport  Pf£  (a)  :  Q|  J  (/S)  a  donc  le  signe  de 

nnn'(ß-e):Ql%(ß-e), 
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et  ce  signe  est  -f- ,  si  l'on  remarque  que  ß  est  une  racine  de  P^'  (z)  =  0 
qui  est  comprise  entre  deux  racines  consécutives  de  Q|^(,s)  =  0.  Ainsi 
Q2n+2n'(#*),  Q2n+2n' (#*  +  i)  présentent  encore  une  variation. 
Enfin  ,  si  l'on  a 

Q2»+2»'(2C*)         =Q2n(ß)         Qln'(/0, 
Q2n+2n'(aJft+i)  =  Q2W-l(a)P|S'(a), 

on  constate  que  Q2«(^)  :  Q2«-i  («)  est  positif,  puis  Ql£  (#)  :  Pi£(a)  est 
négatif. 

Les  n  -f-  »'  premiers  termes  de  la  suite 

Q2n  +  2n'  (%i)  (i  =  0,   1  ,  2  ,  .  .  .  ,  W  -f  w') 

ne  présentent  donc  que  des  variations  et  l'avant-dernier  terme  est  donc 
négatif,  tandis  que  le  dernier  terme  est  positif.  La  proposition  énoncée 
se  trouve  ainsi  établie. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  raisonnement  qu'aucune  racine  a  n'est 
égale  à  une  racine  ß.  C'est  ce  qui  arrive  en  général ,  mais  la  nature 
même  de  la  proposition  montre  qu'il  peut  en  être  autrement  dans  des 
cas  exceptionnels.  En  effet,  d'après  notre  proposition,  chacun  des 
n  -f-  n'  —  1  intervalles  formés  par  les  racines  de 

Q2M  +  2n'(3)  =  0, 

renferme  une  racine  a  ou  bien  une  racine  ß.  Mais  on  ne  saurait  dire 
a  priori  quels  sont  les  intervalles  qui  renferment  une  racine  a  et  quels 
sont  ceux  qui  contiennent  une  racine  ß.  En  effet ,  cette  distribution  des 
racines  a  et  ß  dans  les  différents  intervalles  varie  d'un  cas  à  l'autre 
selon  les  valeurs  des  a,-. 

Les  coefficients  a,  variant  d'une  façon  continue  (tout  en  restant  posi- 
tifs) ,  il  doit  donc  arriver  des  cas  exceptionnels ,  au  moment  où  la  dis- 
tribution des  racines  a  et  ß  dans  les  intervalles  subit  un  changement. 
Et  il  est  clair  que  cela  ne  peut  arriver  que  de  la  façon  suivante:  deux 
intervalles  consécutifs  renfermant  le  premier  une  racine  a,  le  second 
une  racine  ß,  la  racine  a  peut  passer  dans  le  second  intervalle,  tandis 
qu'en  même  temps  la  racine  ß  entre  dans  le  premier  intervalle.  Au 
II  27 
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moment  critique ,  les  racines  a  et  ß  sont  confondues  avec  une  racine  de 

Q2n  +  2w'(^)  =  0. 

C'est,  on  le  voit,  le  cas  exceptionnel  étudié  au  n°  4. 

6.  Nous  pouvons  établir  maintenant,  très  facilement ,  la  proposition 
suivante.  Soit  Xk  une  racine  de 

Q„(a)  =  0. 

Xk  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  a,  et  la  dérivée  par- 
tielle 

da, 

ne  peut  jamais  être  négative. 

Pour  la  démonstration ,  il  faut  distinguer  quatre  cas  selon  la  parité 
de  n  et  de  i:  il  suffira  de  développer  le  raisonnement  dans  un  seul 
cas.  Supposons 

Q2n  +  2n'(#fc)  =  Cf2w  +  1  Xk  Q2n  («*)  P !£'(#*)  +  R  (»*)  =  °> 

d'où 

dfffc  a;feQ2n(a;fc)Pln'(^fe) 

Ôa2«  +  1  Q2n  +  2n'(^*) 

Or,  nous  avons  démontré  que  Q2nCs)Pl2'(<s)  a  Par  rapporta  Q2n+2n'(s) 
les  propriétés  de  la  dérivée  ;  donc 

Q2n(Xk)?tnn'(Xk) 
^2n  +  2n'(xk) 

est  positif  et ,  puisque  Xk  n'est  pas  positif,  la  propriété  énoncée  se 
trouve  démontrée  dans  le  cas  de  n  pair,  i  impair.  Exceptionnellement, 
la  dérivée  peut  être  nulle. 
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CHAPITRE  II. 

LE  DÉVELOPPEMENT  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DESCENDANTES  DE  Z. 


7.     La  formule 

Pn+l(«)  Pn(^)_  (—  \)n 


Qn  +  l(z)         Qn(«)     ~QnO)Qn  +  lO) 

où  Qn(^)  Qm  +  i(V)  est  un  polynôme  du  degré  n  -\-  1 ,  montre  qu'en  dé- 
veloppant les  réduites 

Pn  (Z)  }  Pn  +  l(g); 

On  («)'  Qn+lf»' 

suivant  les  puissances  descendantes  de  z,  les  n  premiers  termes  de  ces 
développements  sont  les  mêmes.  En  écrivant 

"D    /   \  n  n 

Qn(z)~  Z         Z2^Z3        ••'^l  }  S»    tl        l>    Zn+l~r^        l>  g»+2  "1"  •  •  •  , 

on  définira  donc  une  suite  de  quantités 

C0  >       C\l       C2  >       C3 1       '  '  ' 

qui  sont  parfaitement  déterminées  et  qu'on  pourra  prolonger  aussi  loin 
que  l'on  voudra.  Les  a  sont  évidemment  des  fonctions  rationnelles 
des  a,-,  et,  si  l'on  introduit  les  6»  (voir  l'Introduction),  les  a  sont  des 
polynômes  à  coefficients  entiers  et  positifs  des  &*. 

La  manière  la  plus  élégante  pour  obtenir  les  expressions  des  c,  par 
les  bi  nous  paraît  être  la  suivante ,  que  nous  avons  obtenue  dans  le 
Mémoire  publié  dans  le  tome  III  de  ces  Annales. 

On  calcule  d'abord  les  quantités  a,-^,  ßitk  par  les  formules 

cto,o=l,         a,,0  =  0     lorsque  z>0; 

ßo,k  —  ao,k  +  b2ai,k, 
ß\,k  =  <*\,k  "f"  Ô4  (*2,k, 
ß2,k  =  <*2,k  -f"  bü  Ct3,Ai 


ßi.k  =  <*itk  -j-  &2t  +  20»  +  l,ft; 
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ao,fc  +  l  =  bißo,k, 
ai,fc+i  =  bzß\tk  -j-  ßo,k, 

^2,k  +  l  =  baß2,k  4~  ßl,k, 


Qt,Ä  +  l  =  &2»  +  l  ßi,k  4"  ßi—l,k> 


II  en  résulte  qu'on  a  a,iÄ  =  /?,,*  =  ()  lorsque  i  >  Ä. 
Les  expressions  a,jÄ,  /?,-,*  obtenues,  on  peut  calculer  un  coefficient  cn 
quelconque  de  plusieurs  manières  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

d+ic      =6oßo,iao,i     -f-  boh  &a«M«if*     +  ôo  ôi  &2  &3Ô4  a2,ta2,*     +•••» 

Ci+ft  +  l  =  60  6l  /?0,t  /?0,fc  "f  fa  b\  &2  Ö3  ßl,iß\,k  -h  &0  &1  &2  &3  &4  &5  ß2,iß2,k  4"  •  •  •  ' 

Les  coefficients  cn  étant  définis ,  nous  considérons  la  série  infinie 

*  Z2  ^  S3         24  "f"  *  '  '  ' 

et  nous  dirons  que  c'est  là  le  développement  de  la  fraction  continue 
suivant  les  puissances  descendantes  de  z.  C'est  une  définition  purement 
formelle  ;  nous  verrons  bientôt  que  la  série  est  souvent  divergente 
quelle  que  soit  la  valeur  de  z:  aussi  ne  faut-il  l'envisager  pour  le  mo- 
ment que  sous  le  point  de  vue  purement  formel. 

Les  cn  sont  des  fonctions  rationnelles  des  a«;  nous  donnerons  un 
peu  plus  loin  les  formules  qui  expriment  réciproquement  les  an  au 
moyen  des  cM.  A  l'aide  de  ces  formules,  on  pourra  donc  réduire  for- 
mellement une  série  procédant  suivant  les  puissances  descendantes 
de  z  en  une  fraction  continue. 


8.     On  a 


?n(z)_  4-.      .4-  (~1>n~1 


Q»(*)         Qo(*)Ql(*)         Qi(Z)Q2(*r     '"*     '    Qn-l(*)Q«(*) 

et,  en  développant  suivant  les  puissances  descendantes  de  z  les  termes 
du  second  membre  : 
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1  =«j    t 

Qo  (e)  Qi  {z)     '  « 


„2  „2  „2 


£2      i      £3  £4       i      £5 


_^2_  _^3_  J^4_ 

„2      \       -3  »4      1 


Ql(2)Q2(2)—  22    ^    *3  S4    ^    S5  •••' 

1  F3  F3  F3 

"*"  Q2  (*)  Q3  (*)  ~~  "1"rf>""«*"1"^     •••' 

1  _£  ,  4 

-4    "I       -.5  •  •  '  > 


i       _  ,4 

Q*  (*)  Q6  (*)  "^  *5 


En  ajoutant  les  n  premières  séries ,  on  obtient  le  développement  de 

P«  W     /^\       •  1» 

q— 7-T  •  Or ,  si  1  on  remarque  que 

Q„ _  1  (s)  Qn (2)  =  cz  (z  -f  a^) (z  +  x%) . .  .(z -{- Xn-l), 

où  c,  %,  aîg, . . .,  xn— 1  sont  des  nombres  positifs,  on  voit  facilement 
que  tous  les  coefficients  elk  sont  positifs,  et  l'on  en  conclut  que,  dans 
le  développement  (1)  de 

Pn(*) 

Qn  (Z)  ' 

les  n  premiers  coefficients  c0,  cu  . . . ,  cn-i  sont  positifs,  et  que  les  co- 
efficients suivants  a",  a"+1,  a"+2>  •••  sont  P^us  petits  que  cn,  cn  +  i, 
cn+2,  ...  respectivement. 

On  peut  obtenir  le  développement  d'une  réduite  en  la  décomposant 
d'abord  en  fractions  simples.  Posons,  comme  au  n°  3, 

P2M  (z)  Mj       ,       M2       .  .      M„ 

"T  „  i  „  -r  •  •  •  -r 


Q2n(«)~     Z-f-#i         ^  +  ^2  "*Z-\-Xn 

on  en  conclura 

n 

c*=XMi^  O  =  0,  1,2, ...(2»—  1)]. 

î 

Ensuite ,  en  considérant  une  réduite  d'ordre  impair 

P2n  +  l(*)_N0    .        Nt        ,        N2        .  ■        Nw 

Q2n+1  (*)  "  V  *    '*~Z-\rX1~rz-\-X2~     '  "        Z  +  Xn 
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d'où 


Ck 


=2> 


*À/  -, 


(£  =  0,1,2,   ..,2n)(xo  —  0), 


ces  expressions  donnent  lieu  à  la  conséquence  suivante 
La  forme  quadratique 


m  —  1   m  — 1 


7  ,    7   Cp-fi+feXjXfe 


0  0 


est  une  forme  définie  et  positive,  en  sorte  que  le  déterminant 


Cp 


Cp+l      Cp+2 
Cp+2      Cp+3 


Cp-j-w  — 1 


Cp-\-m  —  \      Cp^_2m  — 2 

est  positif. 

En  effet ,  si  nous  prenons  un  nombre  n  tel  que 

p-\-2m  —  2^2  n  —  1, 

il  est  clair  que  la  forme  quadratique  considérée  peut  s'écrire 

n 

]T  M,«*  (N0  +  X!  Xi  +  X2  a;?  +  • .  .  +  Xm_i  xf~Y 


/    9.     D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  a 

Cn  +  l  ^  Cn  +  2 
Cn  Cw  +  1 

c'est-à  dire  le  rapport  cM  +  i  :  cn  croît  avec  w.  Deux  cas  peuvent  donc 
se  présenter:  ou  bien  ce  rapport  croît  au  delà  de  toute  limite,  et  alors 
la  série 

c0  fl   _L  £?_ 

0  22  S3 

est  toujours  divergente;  ou  bien  ce  rapport  tend  vers  une  limite  finie  X, 
et  alors  la  série  est  convergente  pour  J  z  |  >  L 

D'autre  part,  nous  savons  que  la  plus  grande  racine  de 

Qn(—  z)  =  0 
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croît  aussi  avec  n.  Nous  allons  montrer  que,  dans  le  premier  cas,  cette 
racine  croît  aussi  au  delà  de  toute  limite,  et,  dans  le  second  cas,  elle 
tend  vers  la  limite  X. 

Posons ,  sans  distinguer  les  valeurs  paires  ou  impaires  de  n 

Pn  (g)  _  y^      mj 
On  («)    "  V  z  +  Xi  ' 

,       n        «+ 1  .         .     •  . 

n  =  -g-  ou  — ^ —  et  xn'  étant  la  plus  grande  racine ,  on  aura 

tv 

C"-1--    ' <*W. 


Cn-2 


2^  W<^?      2 


1 


Donc,  si    n      croît  au  delà  de  toute  limite,  il  en  sera  de  même  de  xn' 


Mais  supposons 


lim'-^-W; 

Cn 


la  limite  de  xn-  ne  pourra  pas  être  <A:  je  dis  qu'elle  est  égale  à  X. 
Pour  cela,  il  suffira  de  montrer  que  xn>  ne  peut  pas  devenir  plus  grand 
que  X.  Supposons  en  effet  Xn-=k-\-e}  e  étant  positif,  et  considérons 
les  deux  séries 


Cq        c±    .    c2 


(1) Z         Z*^i 


.n  „n 


(2)  èfî=?-i+-+(-i>"-,^i+(-i)"2^+<-i)"+i^+- 

Nous  savons  que  la  série  (2)  est  convergente  pour  \z\  >  xn,  =  X  -\-  s , 
mais  divergente  pour  |  z  |  <  xn',  et  donc  en  particulier  pour 

X  <  |  z  |<  X  -f  e. 

Or,  puisque  lim  -r?J^  =A,  la  série  (1)  est  convergente  pour  \z\  >A  et, 

puisqu'on  a  a"<cM,  a"  +  1  <  c„  + i,  . . . ,  la  série  (2)  sera  aussi  conver- 
gente pour  les  mêmes  valeurs  de  z  et ,  en  particulier ,  pour 

X<\z\<X  +  e. 
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La  même  série  (2)  serait  donc  en  même  temps  convergente  et  diver- 
gente pour  X  <  |  z  |  <  l  -f-  e.  Cette  contradiction  montre  que  la  suppo- 
sition que  xn  peut  croître  au  delà  de  1  est  inadmissible  et  l'on  a  bien 

lim  xn>  =  l  C.  Q.  F.  D. 

10.  Mais  la  fraction  continue  étant  donnée,  comment  peut-on  re- 
connaître si  Cn+i  :  cn  croît  au  delà  de  toute  limite  ou  tend  vers  une 
limite  finie?  La  réponse  est  très  simple.  Considérons  les  nombres 

bn,  (w  =  l,  2,3,  ...). 


* 


CtnUn  +  l 

si  ces  nombres  ne  sont  pas  limités  supérieurement,  cM  +  i  :  cn  croîtra 
au  delà  de  toute  limite.  Mais,  si  ces  nombres  ont  une  limite  supéri- 
eure l,  le  rapport  cn+i  :  cn  tendra  vers  une  limite  finie  qui  ne  peut  pas 
surpasser  4J. 

Les  nombres  bn  n'ayant  pas  de  limite  supérieure ,  cela  veut  dire , 
quelque  grand  que  soit  un  nombre  M,  on  pourra  trouver  toujours  un 
entier  m  tel  que 

6W  =  —— >M. 

dm  ttm-f  1 

Posons ,  selon  le  cas ,  m  =  2noum  =  2n-\Ll,ct  rangeons  par  ordre 
de  grandeur  croissante  les  racines  des  équations 

Q2»(—  ä)  =  0,  Q2w  +  2(—  ä)  =  0, 


en  les  désignant  par 


al >      a2 »      •  •  •      a n t 
ri  »      r2  »      •  '  *      Pw  +  1  » 


ou  aura,  d'après  le  n°  2, 

al  +  a2  +  •  •  •  -fan         =&l  +  &2+-  ••  +  &2n-l> 

&+&  +  •••  ~\r  ßn  +  1  =&i  +  &2  +  •  •  •  +Ö2n  +  1> 

d'où  l'on  conclut 

ßn  +  l  —  (aw—  ßn)  —  (an-l  —  ßn-l)  —  .  •  •  ~  («1  —  ft)  =  &2n  +  &2n  +  l- 

Les  différences  ax  — ßx,  . . . ,  an  —  ßn  étant  positives,  il  est  clair  que 

ßn+1  >  Ô2n  +  Ô2n  +  1  >  M. 
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On  voit  donc  que  la  plus  grande  racine  deQ2M( — z)  =  Q,  et,  par 
conséquent,  aussi  le  rapport  cn  +  i  '.  cn,  croît  au  delà  de  toute  limite. 

Si  les  nombres  ô1?  62,  &3,  . . .  ont  une  limite  supérieure  Z,  choisissons 
un  nombre  C  tel  que  Cl  >  b0  et  considérons  la  fraction  continue 

Cl 

z-\ 


1  + 


*  + 


1  + 


Les  cn  étant  des  polynômes  à  coefficients  positifs  des  bn,  il  est  clair 
que  si  l'on  réduit  en  série  cette  fraction  continue ,  les  coefficients  se- 
ront plus  grands  que  les  coefficients  correspondants  de  la  série 


C0  Cl      I      C2 

,2   T      'i 


z        z2       z° 


Or,  on  s'assure  facilement  que  la  série  obtenue  est  identique  à  celle 
qu'on  obtient  en  développant  la  fonction  algébrique 

qui  est  convergente  pour  |  z  \  >  4  l.  Donc  le  développement 

C0  Cl      I      C2 

Z  Z2~*~  ZS 

sera  aussi  convergent  pour  \z\  >  4Z,  d'où  l'on  conclut  que  le  rapport 
Cn+i  '  cn  tend  vers  une  limite  finie  qui  ne  peut  pas  surpasser  41. 

11.    Le  développement 

Z  Z2  "•"  Ä3  '  '  *  » 

et  celui  de  Qw  .  >  ne  diffèrent  que  par  les  termes  en 

l  1 


zn  +  l>        zn  +  2>       •" 

On  en  conclut  que  le  développement  de 


Q»<*>(y-y+^ 


3 
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ne  diffère  de  PM  {z)  que  par  des  termes  en 


gn-n'  +  l'         gn  —  n'  +  2>       "'* 


n'  étant  le  degré  de  Q,n(z).  Par  conséquent,  dans  le  produit 

o.h)£-a+3-...). 


les  termes  en 


1  1 


z  '      z2'     '"'     z»-n' 


manquent.  Cette  condition  détermine  QM(^),  à  un  facteur  constant  près. 
Supposons  d'abord  n  pair  et  posons 

Q2«(—  z)  =  a0 -f  c^  2 -f- a2  s2 -f  .  .  .  +anzn; 

en  écrivant  que  les  termes  en 


z 


1 


manquent  dans  le  produit  de  Q2w( — z)  par 

a 


Ci 

z2 


Q_    i    zL  _l_     2     |_ 

"  Z*     '    "  "  ' 


il  vient 

(1)    .    .    .      ct0ck-\-  OiCfc  +  i  -}-  •  •  •  -\-anCk+n  =  0      (A=0, 1,  2,  ...n  —  1), 

et,  si  l'on  remarque  que  Q2n(0)  =  1  >  on  obtient 


(2)   Q2n(—  Z): 


1 


Cl  C2 


c3 


Cn  —  1      Cn      Cn-\-\ 


zn 

Cn 

.  .  .       Cn  +  l 

• 

.  .  .      C<in  —  \ 

l 

Cl 

C2 

•     •    • 

Cn 

C2 

C3 

Cn  +  l 

.  .  .  . 

Cn 

Cw+1 

.  .  . 

C2n- 

Pour  exprimer  plus  simplement  les  formules  (1),  nous  introduirons 
un  symbole  S /"(m)  dont  voici  la  définition:  f(u)  étant  un  polynôme, 
S  f{u)  sera  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  dans  f  (u)  les  diverses  puis- 
sances de  w,  w°,  m1,  m2,  . . .  par  c0,  cx,  c2,  •  •  •  respectivement.  On  aura 
donc 

(3) S|w*Q2w(—  u)\  =  0        (*=0,l,2,...,n—  1). 
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Dans  le  cas  de  n  impair,  soit 

il  viendra 

(4) SÈUAQ2n  +  l(-M)È=0         (Ä=0,l,2,...,w-1). 

Le  ternie  constant  dans  le  produit  de  Q2n  +  i  (—  z)  par 

—  4-^  +  4  +  -- 

z    '    z2    '    z6    ' 
est  égal  au  terme  constant  de  —  P2n  +  i  ( —  z),  c'est-à-dire  =  —  1 ,  donc 

(5) 


g   )Q2n  +  l(—  U)\   _ 


U 


Cette  relation  détermine  le  facteur  constant  que  les  formules  (4)  lais- 
saient indéterminé  et 


sj 


Cl  C2 

(6)     •     Q2n  +  l( — Z)  =  — j  C2  C3 


Cn     Cn+1 


•    •    • 

Zn+l 

Cn  +  \ 
Cn+2 

m 

Co 
Cl 

1         * 

c2 

Cn 

•      Cn  +  1 

•  • 

.  • 



•  •  . 

•     •      •     • 

C2n 

Cn 

Cn  +  1     •  • 

Cïn 

Les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  z  dans  Q,2n(z)}  Q,2n+i{z) 
sont  connus  d'après  les  formules  du  n°  2. 

La  comparaison  avec  (2)  et  (6)  donne  dès  lors 

a1a2 . . .  «2w      =An:BM, 

ax  a2 . . .  «2n+i  =  Bn  :  AM-j_i  ; 

si  nous  introduisons  les  notations 


■"■n  — 


C0         Ci 


Cn-1 

Cn 


Cn  —  1    Cn 

on  en  conclut 


C2w  —  2 


BM  = 


Cj         C2  ...         Cn 

C2         C3  •  .  .  Cn  +  1 

■    •  ••  •••  •••• 

Cn  Cn+1  •  •  •  C2w-1 


(A0  =  B0=1), 


(7) 


«2n  = 


A2 


02n+l = 


B; 


BnBM_i  AnA-n+l 

Ce  sont  les  formules  qui  expriment  les  a,  par  les  a. 
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Le  coefficient  de  z  dans  Q2W  +  i  (s)  étant  ax  +  a3  +  •  •  •  +  «2n+i  (voir  n°  2), 
il  vient,  d'après  la  formule  (6), 


(8)     .     .     . 
en  posant 


al  4"  a3  +  •  •  •  "f"  «2n  +  l  = 


Cn 


A„ 


+  i 


Cn 


•    •  •    • 


Cn  +  1    Cn+2 


Cn+1 

Cn+2 

•     •     •     • 

C2n 

C0=l. 


12.  Les  expressions  des  numérateurs  P2n(z),  P2n+i{z)  sont  un  peu 
plus  compliquées,  mais  s'obtiennent  encore  aisément  par  cette  re- 
marque que  la  partie  entière  de 


'«|t +-?+-?-+•• 


s  exprime  par 


S 


f(»)-f(*) 
z —  u 


Il  suffit  de  vérifier  cela  dans  le  cas  f{z)  =  zk. 
On  aura  ainsi 

lQ«(—  z)  —  Q„(—  u) 


Pn(—  s)  =  -S 


z  —  u 


Des  formules  (2)  et  (6)  on  déduit  alors  facilement  les  expressions 
suivantes.  Posons 

Ro  =  co  » 

R2  =  C022-f-C12-f-C2, 


RÄ  =  c0zk-{-clzk-l-{- .. .  -f-c*, 


on  aura 


(9) 


.P2w(—  z)  =  — 


0 

R0 

R,      . 

Rn  — 1 

co 

Cl 

c2      . 

Cn 

Cl 

% 

c3      . 

•  •       Cn  +  1 

Cn-l 

Cn 

•   •             • 

•      C2n-1 

:BW, 
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(10) 


P2W+1  ( —  z) 


R0       Rx 


^2        ^3 


Cn       Cn-\-l 


Rn 

Cn  +  1 
Cn+2 


•     •  •     • 


Cin 


An+1 


Pour  2  =  0,  on  conclut  de  la  formule  (9) 


(11)    .     .  a2-\-  tf4-f  . .  .-f-a2w  = 


0      c0 
c0      cx 


Cn-1 
Cn 


Cn  —  1    Cn      •  •  •     ^2n —  1 


B„. 


A  l'égard  du  symbole  S,  nous  ferons  cette  remarque    à  peu  près 
évidente  que,  V«(u)  étant  un  polynôme  du  degré  n,  la  valeur  de 

S|V„(w)| 


est  égale  au  coefficient  de  —  dans  le  développement  de 


en  supposant  m  ^  n  -j-  1 ,  ce  que  nous  écrivons 


S(Vw(M;)  =  Rés.jv„(-u)|^! 


D'après  cela ,  on  a ,  par  exemple , 


S|Ql„(-tt)|  =  Ré3.   QS„(u) 


=  Rés.  JQ2«(m) 


A  P2M+1  (u) 


Q2n  +  l(W)' 

1  -\-P2n(u)Q,2n  +  l{u)  j 

Q2n  +  l(M)  ! 


.  W$L  j  =_L 
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Nous  rassemblons  ici  quelques  formules  de  ce  genre 

s|QL(-w)i  = 


«2n  +  l 

s|mQS„(— m)|  =—-( —    H —   -V 

Û2W  +  1  \«2n«2n  +  l  a2n  +  ia2n  +  2/ 

sUqL+i(-w)|=-^—  , 

'M  T  )  «2n  +  2 

SJ^âQlw  +  l(—  «)j  =ai  +  û,3+  ••■+«2n  +  l, 

sj[Q24-^-il2|=_si^L-^^Jj  =  ,2  +  (y4  +  ..,  +  a2M, 

Voici  enfin  une  dernière  remarque  :  supposons 

P2n(g)_  K^        M,' 
Q2n(-S)~~^  Z  +  Xi       ■ 

on  aura 

n 

i 

d'où  l'on  voit  que,  si  le  polynôme  Yn{u)  ne  devient  pas  négatif  pour 
u  >  0,  la  valeur  du  symbole 


S  I  Vn  (U) 

est  toujours  positive. 
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CHAPITRE  III. 

OSCILLATION    ET    CONVERGENCE    D'UNE    FRACTION    CONTINUE. 
CAS    OU    LA    PARTIE    RÉELLE    DE  Z   EST   POSITIVE. 


13.     Supposons  2=1  et   écrivons  Pw,  Qw  au    lieu    de  P«(l),  Qn(l) 
Les  relations 

Pw  =  an  PM  _  i  -}-  Pn  —  2  > 

Qra—  öwQn-1  4"  Qn— 2 

montrent  que  l'on  a 

P,  <  P3  <  P5  <  . . . , 
Po  <  P2  <  P4  <  . .  • , 

Qi  <  Q3  <  Q5  <  •  ■  • , 

Qo  <  Q2  <  Q4  <  •  •  • , 

en  sorte  que  dans  le  second  membre  de 

Pn    _         1  l  ,  1  .(-l)—1 

-rrnv  —  •■•  + 


Q  n  Qû  Qi  Q/i  Q2  ^v2  ^*3  Q  n  —  1  Q  rc 

les  termes  vont  en  diminuant. 

On  en  conclut  que  les  réduites  d'ordre  impair  vont  en  diminuant , 
sans  devenir  jamais  plus  petites  qu'une  réduite  quelconque  d'ordre 
pair.  Les  réduites  d'ordre  pair  vont  en  augmentant  sans  surpasser  ja- 
mais une  réduite  quelconque  d'ordre  impair.  Ainsi  les  réduites  d'ordre 
impair  tendront  toujours  vers  une  limite  finie ,  et  il  en  est  de  même 
des  réduites  d'ordre  pair. 

,  •        P2  n  + 1  T 

hmn  =Llf 

lim|^  =  L, 
et 

Si  la  quantité  croissante  Qw-iQn  croît  au  delà  de  toute  limite,  on 
aura 

L1  =  L; 
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si,  au  contraire,  Qn-iQ«  tend  vers  une  limite  A,  on  aura 

L,  =  L+|. 
Or  on  voit  facilement  que  Q2w  >  1,  donc 

Q2n  +  l  =  fl2n  +  lQ2n-f"Q2n  —  1  >  Q,2n-1  ~\~  0>2n  +  l  > 

d'où 

Q.2n  +  1  >  «i  4"  %  4"  •  •  •  -f-  Cl2n  +  l' 

Ensuite  on  conclura 

Q2«  =  Ö2nQ2w-l  -\~  Q,2n  —  2  >  Q2n-2  4"  al  a2n, 

d'où 

Q2n  >  «1  (»2  4"  a4  4"  •  •  •  +  a2w). 

Donc ,  si  la  série 


1 

est  divergente,  l'une  au  moins  des  quantités  Q2w,  Q2n  +  i  croîtra  au  delà 
de  toute  limite  et 

L1  =  L. 

Nous  dirons ,  dans  ce  cas ,  que  la  fraction  continue  est  convergente. 
D'antre  part ,  ayant 

QM  =  an Qm  — î  4"  Qw— 2» 
on  en  conclut 

Qn-l  4"Qn  =  (l  4-«n)Qn-l  +  Qn-2  <  (1  4"  ««)  (Q«  -2  4"  Qn  -l) , 

donc 

Qn-l  4"  Qn  <  (l  4"  "l)(l  4"  «2)  •  •  •  (1  4"  an). 

Or ,  si  la  série 


ao 


1 
est  convergente ,  le  produit 

(1  +  «h)  (l  +  *2)(l +«%)".. 
l'est  aussi  et  ne  croît  pas  au  delà  d'une  limite  finie. 

Dans  ce  cas  donc,  Q2n  et  Q2n+i  tendront  aussi  vers  des  limites  finies 
et  l'on  aura 

Lx  >L. 
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La  fraction  continue,  dans  ce  cas,  est  oscillante.  Si  l'on  pose,  dans 
ce  cas , 

oo 

on  aura 

Qn-i  +  Q»  <  es,        Q„-i  Q„  >  \  e2s, 
Li  —  L>4e-2s. 

Les  propositions  sur  la  convergence  et  l'oscillation  de  la  fraction 
continue  ont  été  obtenues  depuis  longtemps  par  M.  Stern  (Journal  de 
Crelle,  t  37). 

Dans  le  cas  d'oscillation  nous  venons  de  voir  que  Q2w  et  Q2M  +  1  ten- 
dent vers  des  limites  finies;  il  est  clair  qu'il  en  est  de  même  de  P2n 
et  P2H  +  1. 

14.  Supposons  maintenant  z  =  x  réel  et  positif.  On  aura,  d'après 
ce  qui  précède , 

"■SSïS-''«. 

F1  (x)  ^  F  (x). 
Il  y  aura  oscillation  ou  convergence  selon  que  la  série 

«!  x  -4-  a2  -J-  a  3  x  -\-  a4  ~f- . . . 

est  convergente  ou  divergente.  Mais  il  est  clair  que  cela  ne  dépend  en 
aucune  façon  de  la  valeur  particulière  de  x,  et  l'on  arrive  à  cette  con- 
clusion :  si  la  série 

00 

1 
est  convergente ,  la  fraction  continue  est  oscillante  pour  toute  valeur 
positive  de  x,  et  l'on  a 

Fl(x)>F(x)', 

si  au  contraire  la  série  est  divergente,  la  fraction  continue  est  conver- 
gente, et  l'on  a 

P1(ar)  =  F(*)  =  llm'^^. 

II  28 
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15.     Passons  aux  valeurs  imaginaires  de  z.  Pour  étudier  séparément 
les  réduites  d'ordre  pair  et  celles  d'ordre  impair,  nous  remarquerons  que 


P2^)  = 
P2w  +  l(g)  _      1 


CLr, 


+ 


Oa 


Qo(*)Q2(*)      Q2(*)Q4(z) 


+  •••  + 


Ct>2n 


«3  S 


a5s 


Q2«-2  {Z)  Q2n  (2) 
«2w+l 2 


(1) 

(2) 


Q2W  +  1(Z)  »!«        Q^^QgU)  Q8(S)Q5(3)  Q2n-l(*)Q2n  +  l  (ä) 

Il  s'agit  donc  de  l'étude  de  la  convergence  des  séries 

00 

Cl2k 

Q2fc-2(2)Q2fc(2)   ' 


J 

G^  Z 


1 

00 


-E 


«2Ä  +  1  S 


Q2Ä-1  (s)  Q2*  +  l  (2) 


Supposons  z  =  x-\-yi,  la  partie  réelle  de  z  étant  positive,  et  con- 
sidérons un  domaine  quelconque  S  dans  lequel  x  admet  une  limite 
inférieure  X  qui  soit  positive.  Je  dis  que  dans  ce  domaine  la  série  (1) 
est  uniformément  convergente;  en  effet 


n-\-n' 


0>2k 


n-\-n' 


0>2k 


Q2fc_2(2)  Q2fc(2) 


Q2&-2  (s)  Q2a  (2) 

Or  il  est  clair  que 

Q2/t-2  [s)  Q2Ä  (2)  =  C  (z  -J-  ax)  (z  -f-  a2) . .  .  {z  -f  <*2*-i) , 

C  et  au  a2,  . . . ,  a2fc_i  étant  des  constantes  positives.  Pour  z  =  x  -\-yi, 

x  étant  positif,  on  a  évidemment 

\Z-\-<Xi\  >  x-\-a{, 
donc 

|  Q2*-2  (z)  Q2fc  {z)  |  >  Q2fc-2  (a;)  Q2*  {x), 

et  puisque  #^A,  à  plus  forte  raison 

I  Q2fc-2te)Q2fc(z)  |  >  Q2fc-2U)Q2fcW); 


donc 


n-\-n' 


0>2k 


Q2fc-2  (s)  Q2aU0 


M  +  W' 


<  W  Qa*_ 


«2A 


Q2fc-2  U)  Q2ä  U) 


Or  la  série 


ft2fe  _  j,  (A)  _  ]im  P2nU) 

Q2A-2U)  Q2/cU)  Q2nU) 
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est  convergente;  par  conséquent  on  peut  déterminer  un  nombre  v  tel 
que  pour  n  ^  v 

n-f-  n' 

Y^  ü2k  <- 

n 

quel  que  soit  n',  e  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudra. 
Pour  les  mêmes  valeurs  de  n  on  aura  donc  aussi 

w  +  n' 

: ' '\  £ 

Q2&-2  (Z)  ^2k(z) 

et  puisque  z  est  un  point  quelconque  du  domaine  S,  cela  montre  que  la 
série  (1)  est  uniformément  convergente  dans  S.  Comme,  d'autre  part, 
les  termes  de  cette  série  sont  holomorphes  dans  S,  il  s'ensuit,  d'après 
un  théorème  connu ,  que 


"2Ä  _ljmP2M(2) 


Q2&-2  (Z)  §2k  (Z)  Q'2n(z) 

est  aussi  holomorphe  dans  S. 

On  voit  facilement  que  les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  presque 
sans  modification  à  la  série  (2),  et  il  suffira  d'énoncer  le  résultat  sui- 
vant. La  série 

F<  «  = Ê  n TW^-TT  = ""> ?"±Ln 

axZ  W  Q2*-l(s)Q2*  +  l  (*0  Q2n  +  l(2) 

est  uniformément  convergente  dans  S  et  Fx  (2)  est  holomorphe   dans 
ce  même  domaine. 

Ainsi,  dans  toute  la  partie  du  plan  où  la  partie  réelle  de  z  est  posi- 
tive ,  on  a 

H<ln\Z)  ^}2n-fU-) 

F  (s),  F1(z)  étant  des  fonctions  holomorphes.  Ces  fonctions  ne  sont  pas 
identiques  dans  le  cas  où  la  série 

00 

1 
est  convergente;  elles  sont  identiques  dans  le  cas  où  cette  série  est  di- 
vergente. Supposons  z  =  x  réel  positif,  et  faisons  tendre  x  vers  zéro, 
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on  conclut  aisément  des  expressions  de  F{x),  Fl(x)  par  les  séries 

lim     F  (x)  =       a2  -}-  aA  -\-  aG  -\-  . . . , 

x  =  0 

lim  x  F1  (x)  =  1  :  {ax  -f-  a3  -\-  aB  -f- . . .). 

x  =  0 

Si  la  série 

Xa2n 

est  divergente,  F  (x)  croît  au  delà  de  toute  limite.  Si  la  série 

est  divergente ,  x  Ft  (x)  tend  vers  zéro. 
Remarquons  que 


\n\X)  __  y^ 


Q2n(x)         àm*  X  +  Xk 
n 


'^/a?  a2     "r"--^1      ï}  xp      "^       '  xnx+xùv 


P2n{x)  _    Çq  ^       I     .  .  .     !    (        ^p-l0^1  4-(—  1)P     ^Cp 


Q2n(a;)     '  x       x2    '   *"'   '  v  a^     '  v       '    a*^1' 

(0<I<1) 
on  aura  donc  aussi 

F  ix\  —  A  _  _<à_   i  _L(_ni>-icP-1    i_(_]\p    %cp    , 

W—  rc         rr2^"^1        J  a*    +l        '    X1  +  1 

(0  <  l<  1) 
et  de  même 

(0<£'<  1) 

16.  Il  faut  étendre  maintenant  ces  résultats  au  cas  où  la  partie  réelle 
de  z  est  négative.  On  y  arrive  facilement  à  l'aide  d'une  proposition  de 
la  théorie  des  fonctions  que  nous  établirons  plus  loin.  Mais ,  avant 
d'aborder  cette  étude,  nous  allons  examiner  le  cas  où  la  série 


00 


1 
est  convergente.  On  peut  traiter  ce  cas  par  une  méthode  particulière , 

grâce  à  cette  circonstance  que  les  polynômes 

P2m(#),      Q2n(#),      P2n  +  l(a),      Qïn  +  l  (%) 

tendent  vers  des  limites  finies. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE    DU    CAS    OU    LA    SERIE    2  a«    EST    CONVERGENTE. 


oo 

î 


17.     On  a  identiquement 

n 

1 
n 

Q,2n(z)  =  1  "f  ]T  a2kQ,2k-l  («), 

1 
n 

P2n  +  1  (ä)  =  1  -f-   ^,^2A  +  1  äP2ä;(^), 

1 
w 

Q2n  +  l(s)=  y,a2k  +  \ZQ,2k(z). 

0 

Par  conséquent ,  en  supposant  que  la  série 

oo 

L 

soit  convergente ,  les  séries 

00 

/  ^  «2/c  P2&-]  (s), 

1 
00 

1  +   2^«2fcQ2*-l(«), 

1 

00 

1  +  2^«2*  +  lSP2*(s), 

1 
00 

/  _  «2Ä  +  1  2Q2ä(^), 
0 

sont  convergentes  lorsque  z  est  réel  et  positif. 

Considérons  un  domaine  quelconque  S  dans  lequel  le  module  de  z 
admet  une  limite  supérieure  l  qui  soit  finie.  Je  dis  que  les  séries  pré- 
cédentes sont  uniformément  convergentes  dans  S,  et  puisque  leurs 
termes   sont    holomorphes    dans  S,  il    s'ensuit    qu'elles    représentent 
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dans  S  des  fonctions  holomorphes.  Il  suffira  de  considérer  la  première 
série.  On  a 

n  -\-  n'  n-\-  n' 

n  n 

Or  P2a-i(s)  est  un  polynôme  à  coefficients  positifs;  donc 

|P2*-i(»)l<P2*-i(l«l)^Pa*-iW, 


puisque 
donc 


n-\-  n' 


n  -\-n' 


Or,  la  série 


^«2ftP2*-l(»)      <    Y      fl2*P2*-l(A). 


/   _  «2Ä  P2fc  —  t  {%) 


étant  convergente,  on  peut  déterminer  un  nombre  v  tel  que,  pour  n^v, 


n-\-n' 


2^  a2*P2*-i  W  <  £, 


quel  que  soit  w',  £  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Pour  les  mêmes 
valeurs  de  w,  on  aura  donc  aussi 

n  -\-n' 


\\  CLzkVzk-liz) 


<«. 


et,  puisque  z  est  un  point  quelconque  du  domaine  S,  cela  montre  que 
la  série  considérée  est  uniformément  convergente  dans  S. 
D'après  cela ,  nous  avons 

00 

P(*)  =         Y,  «2AP2&-1  {z)  =  limP2„(z), 

1 

oo 

q(z)=  1  +  £  (i2kQ,2k-i(z)  =limQ2n(2), 
î     • 

oo 
pl(z)=  1  -f  ^a2k  +  l2'P2k{z)  =  \imF2n  +  l{3), 

1 

oo 

Qi(z)=         ^a2A  +  i^Q2fc(s)  =  limQ2w  +  i(«), 
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les   quatre   fonctions  p(z),  q(z),  px{z),  qx(z)  étant   holomorphes   dans 
tout  le  plan.  Elles  sont  liées  évidemment  par  la  relation 

18.     Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  série 


00 


/      Cllk  P2&-I  (z) 


1 


est  absolument  convergente,  et  même  que  la  nouvelle  série,  obtenue 
en  remplaçant  P2a;-i(s)  par  son  expression  comme  polynôme  de  z,  est 
absolument  convergente.  Dès  lors,  dans  la  nouvelle  série,  il  est  permis 
d'ordonner  suivant  les  puissances  de  z,  ce  qui  donnera 

00 

0 

et  le  coefficient  a A  sera  la  limite  du  coefficient  €ik  de  zk  dans  Yin(z)  (n°  2). 
Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  évidemment  à  q{z),  px{z),  ql(z). 

Nous  venons  de  voir  que  P2n(z)  tend  uniformément  vers  p{z),  et  il 
est  clair  que  p  (z)  est  une  fonction  continue  de  z.  On  peut  en  conclure 
que, 

étant  une  suite  infinie  de  nombres  et  lim  zn  =  Z  (pour  n  =  qo  ) ,  on  aura 

aussi 

limP2n(zn)=p(.Z). 

n  —  oo 

En  effet ,  entourons  le  point  limite  Z  (supposé  fini)  par  un  cercle  C.  A 
partir  de  n  ^  v,  zn  sera  à  l'intérieur  du  cercle  et,  à  cause  de  la  conver- 
gence uniforme ,  on  aura 

!  P2  n  (Z)  —  P  (Z)  |  <  £  , 

pour  n  ^  v',  z  étant  un  point  quelconque  situé  à  l'intérieur  de  C.  D'autre 
part,  zn  tendant  vers  Z,  on  aura  aussi 

\pM—p(Z)\  <e> 

à  partir  de  n^  v".  Or, 

I  P2n(2„)  -p  (Z)  |  <  |  P2n(Sn)  —  P  (Zn)  |  +  |  P  M  —  P  (Z)  | , 
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et  dans  la  première  formule  il  est  permis  de  remplacer  z  par  zn',  dès 
lors ,  on  conclut 

\P2n(Zn)—p(Z)\<2e, 

pour  n  ^  N,  N  étant  le  plus  grand  des  nombres  v,  v' ,  v".  Enfin  on  trou- 
vera facilement ,  par  la  considération  de  la  série 


P 


uu 

(Z  -f  h)  =  2^,  a2k  P2ft-  î  {z  4-  h), 


qu'il  est  permis  d'ordonner  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  h,  et  d'en  tirer  la  conclusion  qu'il  est  permis  de  différentier  autant 
de  fois  qu'on  le  voudra  la  série 

00 

P(z)  =  y^a2AP2ft-i(3); 

i 
on  a  donc 

p'(z)  =  \imP'2n(z), 

et  la  convergence  de  P2„(^)  vers  p'  (z)  est  uniforme  dans  tout  domaine 
S  où  |  3  |  est  limité.  Supposant  lim  zn  =  Z,  on  aura  aussi 

limP2„(sn)=p'(Z). 

19.  Nous  allons  obtenir  maintenant  les  fonctions  p{z),  etc.,  sous 
forme  de  produits  infinis,  en  nous  bornant  à  développer  le  raisonne- 
ment dans  le  cas  de 

g(s)  =  limQ2n(3). 

Les  polynômes  P  ne  diffèrent  pas  au  fond  des  polynômes  Q,  on  a 
remarqué  déjà  (n°  3,  à  la  fin)  que 

F2n(z)=1zQln_1(z), 

P2n  +  l(s)  =  Q2n(?)> 

et  dès  lors  il  sera  facile  d'étendre  le  résultat  que  nous  allons  établir 
pour  q(z)  aux  fonctions  p{z),  p±{z),  ql{z).  On  a 

*"w=(1+£)(1+t)-(1+£J- 
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Nous  supposerons  les  Xk  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
ßl  étant  le  coefficient  de  z  dans  le  développement 

00 

q(z)=  ^ßksk. 
o 

Lorsqu'on  remplace  n  par  n  -{■  1 ,  nous  avons  que  xx,  x2,  .-.,  Xk  dé- 
croissent, mais  il  est  clair  qu'on  aura  toujours 

.     1 

Xk>lT' 
Pi 

Par  conséquent,  pour  n  =  oo,  Xk  tendra  vers  une  limite  positive  que 
nous  désignerons  par  Xk,  et 

x^x^x^x,... 

Je  dis  d'abord  que  la  série 

Aj         X2         a3 

est  convergente.  En  effet,  soit  k  un  nombre  fini  quelconque,  en  pre- 
nant n  >  k,  on  aura 

i  +  i+..'.+  i>j.+JL+...+f, 

Aj  A2  Aft  3/j  3/2  ^Ä 

puisque  Xi  tend  vers  a;  en  diminuant  toujours.  Mais,  d'autre  part,  Xi 
étant  la  limite  de  a?,-,  on  peut  supposer  n  assez  grand  pour  que  la  dif- 
férence 

f  +  ...+  LWJL  +  ...+  M 

soit  inférieure  à  e,  et  alors 

JLi  j_±<i__L        _l.JLj_£<V.  +  — +  «, 

Aj  Aft  3/j  Xk  X-y  Xn 

*+   *+...+   *    <ß1  +  e. 

A\  A<2  Ak 
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m       1 

Ceci  prouve  que  la  série   j\  -y-  est  convergente  et  que  la  somme  de 

î 
cette  série  ne  saurait  surpasser  ßv 

Puisque  Xk  tend  vers  kk,  on  a 


lim  Q2m  (—  Xk)  =  0  =  q  (—  fa)  ; 
les  fa  sont  des  zéros  de  la  fonction  q  (—  2). 

20.     Peut-il   arriver   que   plusieurs  l  soient   égaux ,   qu'on   ait   par 
exemple 

kk-\-l  =  kk+2,  •••  =  **  +  tj 

Afc  étant  <  fa  +  i,  fa+i+i  >  **  +  i?  H  faut  d'abord  remarquer  que  i  sera 
nécessairement  fini  puisque  la  série 

GO 

t^fa 

1 

est  convergente.  Ensuite,  nous  pouvons  prendre  n  assez  grand  pour  que 

X\  j  •  •  •  }  Xk  »      3/ A  -j-lj  .  •  •  j  Xk-\-ii      Xk-\-i-\-\ 

diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  voudra  de  leurs  limites 
Nous  pouvons  donc  supposer  que 

Xk  +  i,      Xk+2,       •  •  •  ,       Xk  +  i 

soient  tous  dans  l'intervalle  (kk  +  i,  fa+i+i). 

Ensuite,  nous  pourrons  trouver  un  nombre  n'  tel  que  les  racines 

de 

Q2n-f-2w'  ( — Z)  =  0 

se  trouvent  toutes  dans  l'intervalle 

ßk  +  l,      Xk  +  i), 

»*+i  +  i  restant  toujours  supérieur  à  kk+i'+i- 
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De  cette  façon,  on  voit  que  l'intervalle 

{Xk  +  i,       X'k  +  i  +  l) 

de  deux  racines  consécutives  de  Q2W  +  2n'( — z)  =  0  renferme  les  racines 


Xk+\,      Xk+2, 


Xk  +  i 


de  Q2«  ( —  z)  =  0.  Or  nous  avons  vu  (n°  5)  que ,  dans  l'intervalle  de  deux 
racines  consécutives  de 

Q2n  +  2n'( —  Z)  =  0, 

il  se  trouve  soit  une  racine  de  Q21,  ( — z)  =  0,  soit  une  racine  de 
Pin  ( — ä)  =  0.  On  a  donc  nécessairement  i  =  l,  c'est-à-dire  parmi  les 
nombres 

TL  »   *-2i    ^3  1    •  •  •  1 

il  n'y  en  a  point  qui  soient  égaux. 

21.     Soit  £  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  voudra;  le  produit 

a) ^=n(i+ 


z 


étant  convergent  pour  toute  valeur  finie  de  z,  il  est  possible  de  déter- 
miner un  nombre  m  tel  que 


n  1+^-1 


<e. 


Nous  supposons  ici  que  z  ait  quelque  valeur  finie  fixe.  Soit 


M=n  1+ 


il  est  clair  que 


et  puis  aussi 


n  1+ 

m+l    v 


Z 


&k 


<M, 


n  (*+£)- 


m  +  1 


<e. 
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A  cause  de 


1      x  * '         m  +  l  v 


2 


on  en  conclut  facilement 


(2) 


*=n  i+ 


Me', 


le  module  de  e'  étant  inférieur  à  e. 

Considérons,  d'autre  part,  pour  w>m  l'expression 


Xkl 


Q2nW=II(1+^)xII(1  + 


il  est  clair  qu'on  aura  encore 

m 


1 

n 


Z  \ 


m  +  l 


<M, 


m+l  x 


<«, 


d'où  l'on  conclut 

(3) 


le  module  de  e"  étant  inférieur  à  «. 
En  faisant  croître  n  indéfiniment, 


m 

Q2n(*)=n  i+^)+M£,/> 


Xkl 


n(i+ 


a* 


tendra  vers 


m 


Dès  lors  la  comparaison  des  formules  (2)  et  (3)  montre  que  l'on  a 

limQ2nO)  =  $, 
c'est-à-dire  la  fonction  holomorphe  q  {z)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


n(i+ 


z 
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Ainsi,  la  fonction  q{z)  est  du  genre  zéro,  elle  n'admet  point  d'autres 
zéros  que  les  — kk  qui  sont  des  zéros  simples.  On  arrive  pour  p(z),  p,  (z), 
qx  (z)  à  des  conclusions  toutes  semblables. 

22.     Pour  toute  valeur  de  z  qui  n'annule  pas  q  (z)  ou  q^z),  on  a 

limP2n(^)_p(g)) 

Q2n  (g)         «  {Z)  ' 

UmP2n  +  l(g)_.Pl(*), 

Q2«  +  l(2)         ft  (Z) 

Nous  allons  obtenir  ces  limites  encore  sous  la  forme  d'une  série  de 
fractions  simples.  Pour  cela ,  considérons  la  décomposition  en  fractions 

simples 

P2wQg)_     Mt      .      M2      .  ,       M„ 


<^2n{z)         Z-\-%\         Z-t-%2  X    Z  -\-  Xn 

M     _P2»(—  *k) 
Q2n(—  Xk) 

Pour  n  =  oo,  Xk  tend  vers  kk,  il  s'ensuit  que  M&  tendra  aussi  vers 
une  limite  finie  /uk^.0, 

„   ■  _!>(-**) 

2  (—  kk) 

Il  est  clair  que  fxk  est  positif,  car,  à  cause  de  la  relation 

Vi  («0  3  («)  —  P  (*)  0i  (s)  =  H-  1 . 
les  fonctions  ^j(s)  et  #(s)  ne  peuvent  pas  s'annuler  pour  une  même  va- 
leur z  =  —  kk. 
La  série 

fh  +  th.  +  J*3  +  •  •  ■ 
est  convergente   En  effet,  prenant  w  suffisamment  grand, 

^1  +  IH  +  •  •  •  +  Pk 

différera  aussi  peu  qu'on  le  voudra  de 

Mj-f  M24-...  +  MÄ; 

donc 

/h  +  •  •  •  +  Mk  <  Mx  -f-  M2  -f  . . .  -L-  Mk  -h  «, 

A*i  +  •  .  .  +  A**  <  Mi  + -f  M„  -f  £  =  -    -f  e. 
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Il  s'ensuit  que  la  série 


t*k 


est  convergente  et  que  la  somme  de  cette  série  ne  saurait  surpasser 
Cela  étant,  et  puisque  les  nombres 

1  )         2  »         3  '       •  •  • 

croissent  au  delà  de  toute  limite,  il  est  clair  que  la  série 


(t^ 


Pk 


z+h 


définit  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan. 

Soit  e  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  puisque  Xk  croît 
au  delà  de  toute  limite,  on  pourra  trouver  un  entier  m  tel  que 


^m  +  1  I  S  I  > 

et  l'on  aura  alors,  à  plus  forte  raison  , 


Am-\-i         I  2  I  ^ 


(»=1,2,8,...), 


d'où  l'on  conclut 


Xm+i-{-  z\>Xm+i  —  \z\  >  —  »    T- -j- — ;<£       (2=1,2,3,...). 

E         |  *  m  +  i  ~J~  z  | 


En  écrivant 


00 

Q  _    V     ^"^         -L.     V  ßk 


m  +  l 


on  aura 

00 

W  z+Xk 

m  +  l 

donc 

(4)     .     .     . 

m  +  l 


m  +  l 


'  Z*  z  +  Xk*~  ax 


le  module  de  e'  étant  inférieur  à  £. 
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D'autre  part , 


?2n(z)_J 


m 


M 


2*z4-x*~    jL 


Mj 


Z-\-Xk       A^  z-\-xk 

1  m  +  l 


§2n(z) 

et,  si  l'on  se  souvient  que  xk^>  lk,  on  conclut 


M* 


w  +  l 


z  -\-  x, 


<LrlS<<£M'<- 

^w  |  «  +  rc*  i  *—t  ax 


m  +  l 


donc 
(5)     . 


m 


P2n(z)__y- 

Q2m(s)       w 


m  +  l 


M*       ,    e' 
H-  ~ 


s  -f-  re*       at 


le  module  de  e"  étant  inférieur  à  e. 
Or,  pour  n  =  oo ,  on  a 


»» 


lim 


WS  4-  #»•         ^W 


/"* 


z  -\-  xk      Â^z  -f  ^ 
1  1 


et  dès  lors  la  comparaison  des  formules  (4)  et  (5)  montre  qu'on  a 

C.  Q.  F.  D. 
23.     Nous  venons  de  voir  que  la  série 


Q2  n(z)       q{z) 


Pk 


est  convergente;  plus  généralement,  on  a 

00 

2^/ikvk  =  a 


(i  =  0,  1,2,3,...). 


D'abord  la  série  considérée  est  bien  convergente,  car  la  somme 

diffère  aussi  peu  qu'on  le  voudra  de 

Mx  x[  -f-  M2 xi  -f  . . .  4-  MÄ  x\\ 
par  conséquent ,  elle  sera  inférieure  à 

M1o>î-|-,..  +  M*4+e, 
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et,  à  plus  forte  raison,  inférieure  à  c,-}-£,  puisque 

n 


î 
Soit  donc 

oo 

1 

on  aura  o  ^  c».  Déterminons  un  nombre  m  tel  que 

*m  +  l 

e  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  voudra,  on  aura 

m 

(6) o=y_jukPk-{-  e', 

l 

e'  étant  plus  petit  que  e.  En  effet, 

oo  oo  oo 

y  pk  4  < r— -T>*  ^+1  <  r^— L  ^*  r*+1 = /-—  < £- 

Jmm  km^\É^  A.m  +  iÂm*  Am  +  l 

m+1 

D'autre  part,  on  a 

1  m  + 1 

et  il  est  clair  que 


i  +  l^™  ^  rw  +  1  ■«■»'  *m  +  1 

m+1  m  +  1  1 


m  n 


y  Mkxi  <  ~yit4+l  <  f' +1  <  «, 

àmm  km  +  xàm*  A-m  +  \ 

»w  + 1  m  + 1 

donc 

m 

(7) Ci=^M*a?i  +  «"l 

i 
e"  étant  plus  petit  que  «. 

Or,  pour  w  =  oo ,  on  a 

m  m 

lim^M*a;j  =^fikVk  ; 
î  i 

dès  lors  la  comparaison  des  formules  (6)  et  (7)  montre  qu'on  a 

o  =  d  C.  Q.  F.  D. 
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24.    Il  suffira  d'énoncer  les  conclusions  analogues  résultant  de  l'étude 
de  la  formule 

P2n+l(g)  _  Nq    ,    _Ni_    ,  Nw      f 

Q,2n  +  l{z)      "   Z      *    Z-\-Xx     ''  '  '*~Z  -\-Xn 

en  cherchant  ce  qu'elle  devient  pour  n  =  oo  .  On  aura 

v*  =  limNjfc  {k  =  0,1,2,3,...), 

ek  =  \\mxk  {k=  1,2,3,...), 


lim 


uu 

P2W  +  i(g)  _  Pi{z)  _  v^      y-       vk      ^ 

1 

00 


«0 


U  =  £"*0*  (i=  1,  2, 3, . . .). 


o 

00 

1 

Considérons  sur  une  droite  infinie  OX  .  . .  une  distribution  de  masse 
(positive) ,  la  masse  nii  se  trouvant  concentrée  à  la  distance  &  de  l'ori- 
gine 0.  La  somme 

peut  être  appelée  le  moment  d'ordre  k  de  la  masse  par  rapport  à  l'ori- 
gine. 

Il  résulte  alors  des  formules  précédentes  que  le  système  des  masses 

(H,  h)  (*=1,  2,  3,...) 

a  pour  moment  d'ordre  k  la  valeur  ck  (k  =  0,  1,  2,  3,  . . .). 
De  même ,  le  système  des  masses 

(vi,  di)  (2  =  0,1,2,3,...), 

où  0O  =  O,  aura  les  mêmes  moments  ck. 

Nous  appellerons  problème  des  moments  le  problème  suivant: 

Trouver  une  distribution  de  masse  positive  sur  une  droite  (Ooo),  les 
moments  d'ordre  k(k  =  0}  1,  2,  3,  .  . .)  étant  donnés. 

Désignons  ces  moments  par  ck,  et  remarquons  d'abord  que  ces  don- 
nées de  la  question  doivent  satisfaire  à  certaines  inégalités. 

II  29 
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En  effet,  nous  supposons  qu'il  soit  possible  de  trouver  des  m,-,  |t,  tels 
que 

il  s'ensuit  (voir  la  fin  du  n°  8)  que  tous  les  déterminants 


Cp  +  i 


Cp  +  i 
Cp  +  2 


Cp-\-m  —  l 


Cp-\-m  —  1         Cp-\-m 


Cp-\-2m  —  2 


doivent  être  positifs  et,  en  particulier,  les  déterminants  Aw,  BM  du  n°  11. 
On  en  conclut  que,  si  l'on  réduit  en  fraction  continue  la  série 


co  __  Jh_  _j_  ^2  

Z  22  Z3  '  '  '  ' 


on  doit  obtenir  une  fraction  continue  du  type  que  nous  étudions  avec 
des  valeurs  positives  des  a,. 

Cela  étant ,  nous  distinguerons  deux  cas  dans  le  problème  des  mo- 
ments le  cas  déterminé  et  le  cas  indéterminé. 

Le  cas  indéterminé  a  lieu  lorsque  les  données  c*  sont  telles  que  la 
série 


a, 


est  convergente. 

Il  est  facile  de  justifier  cette  dénomination  :  en  effet,  nous  venons  de 
voir  que  dans  ce  cas  le  problème  admet  au  moins  deux  solutions ,  soit 
par  le  système  des  masses  (/*,-,  A,),  soit  par  le  système  des  masses  (vi,  0*), 
et ,  dès  lors ,  il  est  facile  de  voir  qu'il  y  a  une  infinité  de  solutions. 
Nous  montrerons  plus  loin  qu'il  y  a  même  toujours  une  infinité  de  so- 
lutions dans  lesquelles  la  masse  est  distribuée  sur  l'axe  d'une  façon 
continue  avec  une  densité  finie  en  chaque  point. 

Le  cas  déterminé  a  lieu  lorsque  la  série 


a, 


est  divergente.  Nous  montrerons  en  effet  que,  dans  ce  cas,  le  problème 
des  moments  admet  toujours  une  solution  et  une  seule. 
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CHAPITRE  V. 

SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS, 
ET  LEUR  APPLICATION  A  LA  THEORIE  DE  NOTRE  FRACTION  CONTINUE. 


25.     Soit 

/i(*)i   fAz)>   f-Az)>    ••• 

une  suite  infinie  de  fonctions  analytiques ,  toutes  holomorphes  dans  un 
cercle  C  tracé  autour  de  l'origine  avec  un  rayon  R. 
On  aura  donc 


M*)  =  £a?*\ 


ces  séries  étant  convergentes  tant  que  [  z  |  <  R. 
Considérons  la  série 

oo 

1 
nous  la  supposerons  uniformément  convergente  pour  \z\  ^Rx,  c'est-à- 
dire  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  d'un  cercle  C\  tracé  autour  de  l'ori- 
gine avec  un  rayon  Rj  plus  petit  que  R. 

Soit  encore  R'  un  nombre  plus  petit  que  R,  mais  pouvant  différer 
de  R  aussi  peu  qu'on  le  voudra  Nous  supposerons  encore  que  le  mo- 
dule de  la  somme 

M*)+/i  (*)  +  .. .+£(*) 

admet  une  limite  supérieure  L,  quel  que  soit  n  et  quelle  que  soit  la 
valeur  de  z  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  du  cercle  C',  tracé  autour  de 
l'origine  avec  le  rayon  R'.  Il  peut  arriver,  du  reste,  que  ce  nombre 
fini  L  croisse  au  delà  de  toute  limite  lorsque  R'  tend  vers  R. 

Dans  ces  conditions,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

La  série 


£  A  (») 


est  uniformément  convergente  pour  \  z    ^  R'. 
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Et  l'on  peut  ajouter,  d'après  un  théorème  connu  de  M.  Weierstrass , 
que  nous  avons  appliqué  déjà  plus  d'une  fois  (n09  15,  17),  que  cette 
série  représente  nne  fonction  holomorphe  dans  le  cercle  C.  C'est  du 
reste  ce  qui  résultera  aussi  de  notre  démonstration. 

26.     Rappelons  d'abord  ce  lemme  : 
Si  la  série 


f(ß)  =  ^aig* 


est  uniformément  convergente  pour  |  z  \  =  R,  on  aura 

i      1/  M 
\ai\<Wt. 

M  étant  le  maximum  du  module  de  f(z)  pour  \z\  =  R. 

Et  l'on  sait  que  l'uniformité  de  convergence  de  la  série  pour  |z|  =  R 
est  assurée ,  lorsque  le  rayon  de  convergence  de  la  série  surpasse  R. 
On  aurait  pu  considérer  une  série 

00 

—  oo 

la  limitation 

l««l<â« 

aura  lieu  alors  pour  les  valeurs  positives  et  négatives  de  i. 
La  série 

oo 

1 
étant  uniformément  convergente  pour  |  z  j  2S  Rlf  cela  veut  dire  qu'étant 
donné  un  nombre  e  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  il  est  possible  de  trou- 
ver un  entier  n  tel  que 

n  -\-n' 

£m*)     <e, 

n 

quel  que  soit  n',  et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module 
ne  surpasse  pas  Rr 
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n  -\-n' 


Cette  somme 
est  une  somme  d'un  nombre  fini  de  séries 


k  «,* 


A?« 


toutes  convergentes  dans  le  cercle  C.  Elle  pourra  donc  se  mettre  aussi 
sous  la  forme  d'une  telle  série 


n-\-n' 


oo  /w  +  n' 


2>M=£*'  2>î 


En  appliquant  à  cette  série  le  lemme  rappelé  plus  haut,  en  posant 
z\  =  H1,  il  vient 

n-\-n' 

< 


RI 


Cette  limitation  montre  que  la  série 

oo 


est  convergente  ;  nous  posons 


;«  —  2^   * 


27.     A  l'intérieur,  ou  sur  le  contour  du  cercle  C',  on  a 

l/i  («)  +  /«(«)  +  . ..+M*)I<L, 

mais  cette  somme 

peut  se  mettre  encore  sous  la  forme  d'une  série 


£WÏ>î 


convergente  dans  le  cercle  C.  En  appliquant  le  lemme  pour  |  z  =  R  , 
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on  conclut 


s>? 


Cette  limitation  a  lieu  quel  que  soit  n.  Or  nous  savons  déjà  qu'en  fai 
sant  croître  indéfiniment  n, 


tend  vers  une  limite  finie  c,-.  On  en  conclut 


d  !  ^  Wi 


L 

R' 


et  l'on  voit  par  là  que  la  série 

00 


C,2! 


est  convergente  dans  le  cercle  C,  puisqu'elle  l'est  dans  le  cercle  C'  qui 
diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  C. 

28.     Soit  c  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  voudra;   nous  avons  vu 
qu'on  peut  déterminer  un  nombre  n  tel  que 


donc  aussi 


n  -f-  n' 

2>î 

n 

<r!' 

00 

£a? 

n 

-  r; 

i 

et  puisque 


n-\-n' 


£  a?  =  ]Ta?-2>?, 


n  -f  n'  +  1 


on  aura 


£   Af 


r; 


I  n  +  n'+l 

Nous  obtenons  une  autre  limitation ,  pour  la  même  expression ,  par 
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le  raisonnement  suivant.  D'après  l'hypothèse  admise  on  a 

n  +  n'  -f-  n" 

£    ft(M)    <2L, 

n  +  n'  +  1 

tant  que  |  z  |  ^  R'.  Or 

n  +  n'-i-w"  oo  /w  +  w'  +  w" 

n  +  n'+l  0  \«-fn'+l 

En  appliquant  le  lemme  pour  |  z  [  =  R',  il  viendra 

I  w  -+-  n'  -\-  n" 

£   A> 


^  R"  ' 


n  +  n'  +  1 

donc,  en  faisant  croître  indéfiniment  n", 


£    Af 


<_2L 

-~  R'» 


n  +  m'  + 1 

29.     Nous  allons  démontrer  maintenant  le  théorème  énoncé,  en  fai- 
sant voir  en  même  temps  que  la  somme  de  la  série  est  F  (z). 
Pour  cela  considérons  l'expression 

n-\-n' 

F(s)-£/ft(s), 
1 

et  soit  R"  un  nombre  un  peu  inférieur  à  R',  la  différence  R'  —  R"  étant 

d'ailleurs  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

Soit  e  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  voudra  ;  nous  allons  faire  voir 

qu'on  peut  trouver  toujours  un  entier  n  tel  que 

n-\-n' 

i 

quel  que  soit  n'  et  quelle  que  soit  la  valeur  de  z  dont  le  module  seu- 
lement ne  doit  pas  surpasser  R". 

Voici  en  effet   comment   on   obtiendra   ce  nombre  n.  Déterminons 
d'abord  un  entier  p  tel  que 

R' 
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Cela  est  possible  puisque  R"  <  R'.  Soit  ensuite 

M  R"       /R'V  /R"vf 

m=1+r1+(r1)+---  +  (r7)' 

et  choisissons  un  nombre  positif  e'  tel  que 

2  M  a'  <  -^  £. 

Ci 

Ce  nombre  e'  obtenu,  on  détermine  enfin  n  par  la  condition 


n-\-n' 


£aw 


<•', 


tant  que  |  s  |  ^  Rr  Cette  détermination  est  encore  possible  parce  qu'on 
suppose  que  la  série 


£aw 


est  uniformément  convergente  pour  |  0  |  ^  Rr 
D'après  les  nos  26  et  28  on  peut  en  conclure 


Or  on  a 


w  +  n'  +  1 

00 

E    Af 

n  +  n'  +  1 


2L 


< 


R" 


n  -\-n' 


n-\-n' 


1  0^1 

c'est  à  dire ,  si  l'on  se  rappelle  la  définition  de  d, 

n  +  n'  oo  /        co 

1  0  Sï+n'+l 

On  en  conclut ,  tant  que  \z\^  R", 

n  +  n'  œ  a, 

F(*)-£m«)  <^R,,i     £  A< 

1  0  n  +  n'+l 
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Cette  limite  supérieure  est  égale  à 


0  n  +  n'  +  l 

et,  par  conséquent,  inférieure  à 


+£R"'       £ 


p+i 


A 


M+ W'  +  l 


0  p  +  1 


c'est-à-dire  inférieure  à 

/R"\p+1  1 


1 


R' 


c'est-à-dire  enfin  inférieure  à  e. 

Notre  théorème  se  trouve  ainsi  démontré ,  car  la  substitution  de  R" 
au  lieu  de  R'  n'a  aucune  importance. 

30.     Considérons  maintenant  une  suite  infinie  de  fonctions 

/i(*)i     fds)>    /»(*)»     •••. 
holomorphes  dans  une  aire  quelconque  S,  dont  nous  désignerons  le 
contour  par  s.  Nous  supposerons  que  la  série 


£,  h  w 


soit    uniformément   convergente  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  d'un 
cercle  Cx  décrit  autour  d'un  point  z0  de  S  comme  centre  avec  un  rayon 
Rj ,  ce  domaine  de  convergence  n'ayant  aucun  point  commun  avec  s. 
Nous  supposerons  ensuite  que  le  module  de  la  somme 

/!(•)+/«(*)  +  . ■•+ƒ.(«) 

admet  une  limite  supérieure  indépendante  de  n  dans  toute  aire  S'  in- 
térieure à  S  et  sans  point  commun  avec  s. 

La  série 


fw=£aw 


est  uniformément  convergente  dans  S'  et  représente  une  fonction  holo- 
morphe dans  S. 


458  RECHERCHES   SUR   LES   FRACTIONS   CONTINUES. 

Il  est  aisé  de  déduire  ce  théorème  de  celui  qu'on  vient  de  démontrer. 
Décrivons  autour  de  zQ,  comme  centre ,  un  cercle  C  avec  le  plus  grand 
rayon  possible  qui  ne  déborde  point  en  dehors  dé  S.  Soient  R  >  Rj  le 
rayon  de  ce  cercle,  R'  <  R  le  rayon  d'un  cercle  concentrique  C'  qui  ne 
déborde  pas  en  dehors  de  S'.  Il  est  clair  alors  que  nous  pouvons  appli- 
quer le  théorème  démontré  et  conclure  que  la  série  considérée  est  uni- 
formément convergente  dans  C',  et  représente  une  fonction  holomorphe 
dans  C.  De  cette  façon  on  a  étendu  le  domaine  de  convergence  de  la 
série  du  cercle  Cx  au  cercle  C'.  Soit  maintenant  z'0  un  point  quelconque 
à  l'intérieur  de  C',  décrivons  autour  de  ce  point  un  cercle  C{  avec  un 
rayon  R{  qui  soit  entièrement  à  l'intérieur  de  C'.  Alors  on  voit  que  la 
série  est  uniformément  convergente  pour  \z —  zó  j  ^  Ri-  On  pourra  donc 
répéter  le  même  raisonnement  que  nous  avons  fait  pour  le  point  g0  et 
le  cercle  C1}  et,  en  continuant  de  cette  façon,  il  est  clair  qu'on  finira 
par  reconnaître  que  la  série 

1 
est  uniformément  convergente  dans   toute  aire  S"  intérieure  à  S'  et 
sans  point  commun  avec  le  contour  de  S'.  En  même  temps  il  est  évi- 
dent que  F (z)  est  holomorphe.  C'est  là  le  théorème  énoncé,  la  substi- 
tution de  S"  au  lieu  de  S'  étant  sans  conséquence. 

On  sait  que  le  maximum  du  module  de  fx  (z)  -4-  . .  .  -j-  fn{z)  dans  S'  a 
toujours  lieu  sur  le  contour  de  S'.  Dans  l'énoncé  de  notre  théorème  on 
aurait  donc  pu  exiger  seulement  que  le  module  fx  (z)  -f-  . . .  +  fn{z)  sur 
le  contour  de  S'  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe. 

Enfin,  il  serait  facile  de  généraliser  notre  théorème  au  cas  où  il  s'agit 
d'une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  deux  variables  ima- 
ginaires. 

31.  On  peut  donner  à  notre  premier  théorème  une  forme  un  peu 
plus  générale  en  considérant  une  suite  de  fonctions 

M*)i    /a(*)i    /a(«)i     ••• 
holomorphes  pour  r  <  |  z  |<  R  et  par  conséquent  développables  en  séries 


/*(*)  =  £  A,V, 


—  00 
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convergentes  pour 

r  <  |  z  |<  R. 

Quoique  les  raisonnements  soient  absolument  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  exposés,  nous  devons  cependant  les  indiquer  rapidement , 
parce  qu'ils  donnent  lieu  à  une  remarque  qui  nous  sera  indispensable 
dans  la  suite. 

Nous  supposerons  que  la  série 


£,  fk  (z) 


soit  uniformément  convergente  pour  rx  5=  j  z  |  ^  Rx 

r<r1<R1<R, 

et  ensuite  si  r'  est  un  nombre  quelconque  surpassant  r,  R'  un  nombre 
quelconque  inférieur  à  R, 

r<r'<r1<R1<R'<R, 

nous  supposerons  que  pour  r'  5S  |  z  |  ^  R'  le  module  de  la  somme 

/ri(*)+/,2(*)+...+/»<*) 

admet  une  limite  supérieure  indépendante  de  n.  Cela  étant,  on  peut 
affirmer  que  la  série 


f«  =  £a(«) 


est  uniformément  convergente  pour  r'  ^  |  z  |  ^  R'. 

En  même  temps  F  (z)  est  holomorphe   pour  r  <  |  z  |  <  R.   On   peut 
d'abord  déterminer  un  nombre  n  tel  que 


n-\-n' 


£>(*) 


<*, 


pour  rx  f£  |  z  |  5jj  Rj.  On  en  conclut 

w  +  n' 


< 


Ri1 


et 


n  +  n' 

£A< 


< 
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d'où  l'on  voit  que  la  série 


î 


est  convergente. 

Pour  r'  fs  |  z  |  ^  R',  on  a 


d'où 


2>? 


£  h  (*) 


<^      et 
^R" 


<L, 


I      n 


1 


^     y't' 


et  ensuite 


i  /   L  -       i      i  ^   L 

C<Kr7î         et  I^K^Ti' 


On  voit  par  là  que  la  série 


+  oo 


F 


(*)=£ 


C;Z! 


est  convergente   pour  r  <  |  z  |  <  R  puisqu'elle   est   convergente   pour 
r'  <  |  z  |<  R'. 

Ensuite  il  est  facile  de  voir  que,  £  étant  un  nombre  aussi  petit  qu'on 
le  voudra ,  on  aura 


£   A? 


puis  aussi 


n+  n+1 


£   A? 

n  +  n'  -+- 1 


<    — =       et 

Ri* 


<R7ï      et 


L    A*,< 


2e 


n  +  w+  1 


2>* 


m  +  n'  -+- 1 


32.     On  pourra  maintenant ,  par  un  choix  convenable  de  n  et  pour 

r"  g  |  z  |  g  R"  (r'  <  r",  R"  <  R') ,  rendre 


n  +  n' 


F  (*)-£/*(*)< 
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Pour  cela  on  déterminera  d'abord  les  entiers  p  et  g  par  les  conditions 

/RY+1  1  .    1 


î 


R' 


y' \«  +  l  1  1 

2LI-„)        X— Z<T* 


Soit  ensuite  M  le  plus  grand  des  deux  nombres 

R"  \p 


"D"  /    "D"    \2 

1+.4-+7 


R, 


R, 


+  •••  + 


Rt 


4-+-^-  +  -+K* 


ri    \? 


et  choisissons  un  nombre  positif  e'  tel  que 

2Me'<^-e. 

4 

Ce  nombre  e'  obtenu ,  on  détermine  enfin  n  par  la  condition 

n-\-n' 
n 

tant  que  ?\  5^  z  5^  Rr 

Pour  faire  voir  que  ce  choix  de  n  satisfait,  en  effet,  à  la  condition 
énoncée,  remarquons  d'abord  qu'on  aura 


2> 

m  -+-  n'  +  1 


puis  aussi 


«  +  n'  +  1 

Ensuite  il  vient 


< r-       et 

r; 


/   2L 


n  +  n' 


La? 

n  -+-  w'  -f-  1 


m  +  n'  + 1 


<4£ 


<  -2-L 


+  00 


pw.-^*(*)=]LÄ'(  X  A' 


—  00  Vw  +  w'  +  1 
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Pour  r"  fS  |  2  |  ^  R",  on  aura  donc 

n  +  n'  co 

Cette  limite  supérieure  est  égale  à 


£    Af 


+1 


-"» 


n  +  n'  -\- 1 


Êa"  £ 


n+«'+l 


+     L    R,,t 
p-\-l 


L    Af 


n  +  n'  +  1 


+ 


+  1 


■  "i 


+  £  ?7/i    £  A? 


-(5  +  1) 


n  +  m'  + 1 


IA 

n  +  n'  +  1 

et ,  par  conséquent ,  inférieure  à 

!>"-£  +ÉR"'4'  +£•«-£  +  £ 


2L 


r; 

i  p  +  i 

c'est-à-dire  inférieure  à 

'R'V+1 


—  i 


-(5+D 


/R"\p+1  l  /r'\?  +  i  i 

2M£'-r-2L(|,-j        X     ^  +  2M,'-f  2L(7F)        X  -  — ^> 

1~~RT  1_ 7^ 

c'est- à  dire  inférieure  à  e. 

Il  résulte  de  cette  démonstration  que  dans  le  développement 

OD 

le  coefficient  c,  est  la  limite  du  coefficient  de  zi  dans  le  développe 
ment  de 

n 

£  fk  (*)  , 

1 

pour  n  =  oo .  Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

33.     Nous  avons  vu  (n°  15)  que,  tant  que  la  partie  réelle  de  z  est 
positive ,  la  réduite 

n 
P2w(z)  _  V^   CL2k 

Q2«(Z)~~  W    Q2*-2(Z)Q2*(Z) 


RECHERCHES   SUR   LES   FRACTIONS  CONTINUES. 


463 


tend  pour  n  =  oo  vers  une  limite  F  (z)  qui  est  une  fonction  holomorphe 
de  z.  La  série 


Ct2k 


Q'2A:-2  (2)  Q'2*  (2) 

1 

est   uniformément   convergente  dans  tout  domaine  S  dans   lequel   la 
partie  réelle  de  z  admet  une  limite  inférieure  qui  soit  positive. 
Posons 

«2* 


on  aura 


c'est-à-dire 


Q2*-2  (Z)  Q2*  (z) 

n 
?2n(z)  _  V   ƒ    M 

Q2n(Z)-2*fk{Z)' 

1 

n  n 

L fk  (2)  =  £  r+^ 


Admettons  que  2  ait  une  valeur  quelconque  non  sur  la  coupure,  on 
aura 


£  A  (2) 


<£ 


M, 


Z  +  ^i 


Je  désigne  par  (2)  le  minimum  du  module  de  z  -f-  u  lorque  u  varie 
de  0  à  00  en  passant  par  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  II  est 
clair  que,  lorsque  la  partie  réelle  de  z  est  positive  ou  nulle,  on  aura 

(2)  =  I  2  | , 
mais  si ,  dans  z  =  a  -\-  ßit  a  est  négatif,  on  aura 

On  voit  que  (z)  est  positif,  non  nul  tant  que  le  point  z  n'est  pas  sur 
la  coupure.  Puisque,  par  définition,  on  a 

\Z-\-Xi\^{z), 

il  viendra 


c'est-à-dire 


£  h  M 


<î)LM- 


n 
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Considérons  maintenant  un  domaine  quelconque  S  qui  reste  à  dis- 
tance finie  de  la  coupure;  dans  ce  domaine  (z)  aura  une  limite  infé- 
rieure X  qui  sera  positive.  Dans  tout  le  domaine  S  on  aura  alors 

n 

i 

et  cette  limite  supérieure  est  indépendante  de  n. 

Soit  maintenant  a  un  point  quelconque  du  plan  non  sur  la  coupure; 
nous  allons  montrer  que  la  série 


fk{z) 


î 


est  convergente  pour  z  =  a,  et  que  la  convergence  est  uniforme  dans 
le  voisinage  de  a,  c'est  à-dire  dans  un  cercle  C  décrit  autour  de  a  avec 
un  rayon  assez  petit  pour  n'avoir  pas  de  point  commun  avec  la  coupure. 

Prenons  arbitrairement  un  point  z0  et  un  cercle  Cx  dont  z0  est  le 
centre  et  qui  soit  tout  entier  dans  la  partie  du  plan  où  la  partie  réelle 
de  z  est  positive. 

Nous  pouvons  alors  construire  encore  d'une  infinité  de  manières  un 
domaine  S  englobant  les  cercles  C  et  Cx  et  qui  reste  à  distance  finie 
de  la  coupure.  Dans  ce  domaine  S  le  module  de  la  somme 


£/*(*) 


admet  une  limite  supérieure  indépendante  de  w,  comme  on  vient  de 
le  voir.  D'autre  part,  nous  savons  que  dans  le  cercle  Cx  la  série 


p  (*>=£/*<*) 


est  uniformément  convergente.  Nous  pouvons  donc  appliquer  le  théo- 
rème du  n°  30  et  affirmer  que  cette  série  est  uniformément  convergente 
dans  S  et  partant  dans  Cv  Et,  en  même  temps,  nous  savons  que  F  (z) 
est  holomorphe  dans  S. 

Cela  revient  donc  à  dire  que  les  réduites 

n 

Pa«(z)_  \^  f  ,. 
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tendent  vers  une  fonction  holomorphe  F  (2),  tant  que  2  n'est  pas  sur  la 
coupure. 

34,     L'étude  des  réduites  d'ordre  impair 

n 
P2n  +  1  (z)  1  V^ (l2k  +  l  % 

Q2n  +  i(z)  "  "  axz       L*  Q2*_i(2)  Q2*+i  (z) 

se  fait  de  la  même  manière  et  conduit  au  même  résultat.  Nous  savons 

que  la  série 

00 
_  y*  a,2k  +  lz 

1 

est  uniformément  convergente  dans  tout  domaine  S  où  la  partie  réelle 
de  2  admet  une  limite  inférieure  positive.  Or,  à  l'aide  du  théorème  du 
n"  30,  on  peut  conclure  que  la  série  est  convergente  dans  tout  le  plan 
hors  de  la  coupure,  et  représente  une  fonction  holomorphe.  Ce  théorème, 
en  effet ,  s'applique  grâce  à  la  limitation 


F  (z)=    L_V  a^+ll 

axz       —  Q2*-i(«)  Q2/t+i(2) 


P2n  +  l(z) 


<-u 


ax  2 


Q,2n-f-l(z) 

qu'on  obtient  sans  difficulté. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  eu  à  distinguer  les  deux 
cas  où  la  série 


1 


est  convergente  ou  divergente.  Dans  le  premier  cas,  les  fonctions  F (2) 
et  Fx(2)  sont  distinctes,  mais  nous  n'apprenons  rien  de  nouveau,  ce 
cas  ayant  été  déjà  étudié  d'une  manière  plus  approfondie. 

Mais,  dans  le  second  cas,  les  fonctions  F (2)  et  Fj(2)  sont  évidemmment 
identiques  et  l'on  peut  écrire  pour  un  point  quelconque  du  plan  non 
sur  la  coupure 

la  convergence  étant  uniforme  dans  le  voisinage  du  point  considéré. 

La  nature  de  la  fonction  F  (2)  se  trouve  ainsi   mise  en  lumière;  le 
seul  point  obscur  qui  reste  à  éclaircir,  c'est  la  nature  de  la  coupure. 
II  30 
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Pour  cela ,  nous  allons  obtenir  pour  cette  fonction  F  (2)  une  autre  ex- 
pression analytique ,  plus  explicite  que  la  série  par  laquelle  nous 
l'avons  définie  jusqu'ici.  Mais  cette  recherche  rencontre  encore  de 
sérieuses  difficultés  et  exige  des  considérations  assez  délicates. 

35.  Étudions  d'abord  un  cas  particulier  dans  lequel  un  segment  de 
la  coupure  ne  présente  aucune  espèce  de  singularité  pour  la  fonction 
F  (z). 

Soit 

vl>      v2>      v3>       ■•■>      vk 

une  suite  infinie  de  nombres  entiers,  positifs,  croissants  On  aura  évi- 
demment, n  parcourant  la  suite  de  ces  nombres, 

{42n{Z) 

et  la  convergence  sera  encore  uniforme  dans  le  voisinage  du  point  2. 

Soient  a  et  b  (a  <  6)  deux  nombres  positifs ,  nous  supposons  que  pour 

n  =  vk  l'équation 

Q2n(z)  =  0 

n'admet  jamais  une  racine  comprise  entre  —  &  et  —  a. 

Considérons  un  cercle  C  dont  le  centre  est  le  point  —   —k —  et  dont 

h  d 

le  rayon  R  est  un  peu  inférieur  à  — „ —  On  constate  facilement  que 

pour  tous  les  points  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  ce  cercle ,  on 
aura 


P2n(z) 
Q2n(zj 


< 


^-a) 


en  supposant  toujours  n  =  vk.  Il  est  aisé  d'en  conclure,  d'après  notre 
théorème,  que  si  l'on  pose  (n  =  v*) 

P2n(2) 


Q,2n{z) 

la  série 


:/i(*)+/2(«)+-  •.+/•*(*), 


1 
est  uniformément  convergente  dans  tout  le  cercle  C  et  représente  une 
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fonction  holomorphe.  Donc  la  fonction  F  (z)  est  holomorphe  dans  ce 
cas,  même  dans  un  domaine  qui  comprend  à  son  intérieur  une  partie 
de  la  coupure ,  et  sur  le  segment  de  la  coupure  entre  —  b  et  —  a  la 
fonction  F  (2)  n'a  point  de  singularités.  Cependant  il  faut  remarquer 
que,  dans  ce  cas,  si  2  est  sur  la  coupure  entre  — b  et  — a,  la  relation 

iimlt!=p<*> 

n'a  lieu  que  tant  que  n  parcourt  les  nombres  vk. 

Soient  ru  Rx  (rx  <  R^  deux  nombres  compris  entre  a  et  b.  Les  fonc- 
tions fk  (2)  sont  toutes  holomorphes  pour 

a<  \z\<b; 

ensuite  pour  rx  ^  |  z  |  ^  Rj  la  série 

1 

est  uniformément  convergente ,  comme  cela  résulte  aisément  de  ce  qui 

vient  d'être  dit  et  de  ce  que  nous  avons  démontré  déjà  antérieurement. 

Dès  lors  il  est  facile  de  voir  que  nous  sommes  dans  les  conditions 

exigées  par  le  théorème  du  n°  31,  et  nous  pouvons  conclure:  la  série 

00 

F  (*)  =  £/*(*) 

1 

représente  pour  a  <  |  z  j  <  b  une  fonction  holomorphe  qui  peut  se  mettre 

sous  la  forme 

+00 

F  (s)  =  £*•*, 

—  oc 

et,  d'après  la  remarque  à  la  fin  du  n°  32,  le  coefficient  d  est  la  limite 
du  coefficient  de  2*  dans  le  développement  de 

P2n(2)  .  * 

H2n{Z) 

La  valeur  de  c_i  est  donc  la  limite  du  coefficient  de  z~l  dans  le 
développement  de 

P2»  (2)  =  _M!  M2  Mw 

Qjr,(2)     ~  2  -f  Xi         Z  -f-  X2  ^Z-\-Xu 


468  RECHERCHES   SUR    LES   FRACTIONS   CONTINUES. 

Si  l'on  suppose  xp  5^  a,  Xp  +  i^b,  ce  coefficient  est  évidemment 

Mj  -f  M2  +  . . .  +  M„ , 
car  on  a  pour  a  <  |  z  |  <  b 

.3    *  " 


î>t-?+ 


Q2n(z)  ^     K\z         z*    x    z 

î 

n 

+  Yi M*  f—  -  -T- + 4 

36.  Nous  allons  exprimer  ce  résultat  un  peu  autrement  en  introdui- 
sant une  fonction  croissante,  discontinue  cpn{u)  qui  jouera  un  rôle  im- 
portant dans  la  suite  de  nos  raisonnements. 

Ayant  posé 


P2M(z) 


L 


■  k 


Q2w(z)    "  —   «H- a;* 

nous  définissons  la  fonction  (pn{u)  de  la  manière  suivante 

(pn(u)  =  0,  0^u<Cx1} 

9?„(w)  =  M1,  x1^u<x2, 

<pn  (u)  =  M1  -f-  M2 ,  #2  ^  w  <  #3 , 

9?„(w)  =  M1-f  M2  +  M3,  rr3gM<a;4, 


99w(w)=M1  -f"  M2-f  .  .  .  -{-  M„_i,  Xn-l^U<CXn, 

cpn  (u)  =  M:  -f  M2  +  •  •  •  -f  M„ ,  .xn  ^  w  <  co  . 

Soit  c  un  nombre  compris  entre  a  et  6,  on  aura 

Mx  +  M2  -f  .  .  .  -f  Mp  =  <p»  (c). 

Ainsi  dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons  on  a 

+  00 

00 

tant  que  a  <  |  8  j  <  b  et  la  valeur  de  c_i  s'exprime  par 

c_i  =  lim9?w(c), 
n  parcourant  toujours  les  nombres  vk. 
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CHAPITRE  VI. 

REMARQUES    SUR    LES    FONCTIONS    CROISSANTES 
ET    LES    INTÉGRALES    DEFINIES. 


37.  Le  problème  des  moments  que  nous  avons  posé  au  n°  24  nous 
conduira  à  considérer  une  distribution  de  masse  quelconque  sur  une 
droite  Ox.  Une  telle  distribution  sera  parfaitement  déterminée  si  l'on 
sait  calculer  la  masse  totale,  répandue  sur  le  segment  Ox.  Ce  sera  évi- 
demment une  fonction  croissante  de  x,  et  réciproquement,  étant  donnée 
une  fonction  croissante  de  x,  on  pourra  toujours  imaginer  quelle  re- 
présente ,  de  la  manière  indiquée,  une  distribution  de  masse.  Ceci  nous 
amène  à  faire  quelques  remarques  sur  les  fonctions  croissantes.  Soit 
donc  <p  (x)  une  fonction  croissante  définie  dans  l'intervalle  (a,  b)} 


£1  1       £2  >       £3  » 


une  suite  infinie  de  nombres  positifs  décroissants ,  tendant  vers  zéro. 

Les  nombres 

<p{x-{-en)  (»  =  1,  2,  3,  ...) 

seront  aussi  décroissants ,   mais  ils  resteront  ^  ç?  (x).  Ces  nombres  ten- 
dent donc  vers  une  limite  déterminée  A.  Soit 


«i ,     A ,     £3  > 


une  autre  suite  infinie  de  nombres  positifs  décroissants ,  tendant  vers 
zéro ,  on  aura  encore 

lim  y  (x  +  e'n)  =  B  (»=1,2,3,...). 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  A  =  B,  et  nous  pourrons  dire  que  (p(x-\-e) 
tend  vers  une  limite  déterminée,  dès  que  la  quantité  positive  s  tend 
vers  zéro,  d'une  façon  quelconque.  Nous  écrirons 

+ 
lim  <p  (x  -f-  e)  =  99  (x) , 

et  il  est  clair  que  de  même  95  {x  —  e)  tend  vers  une  limite  que  nous  dé- 
signerons par  rp  (x).  On  a  évidemment 

-  + 

çp  (x)  ^  cp  (x)  ^  <p  (x). 
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Lorsque  y  (x)  =  y  {x) ,  nous  dirons  que  x  est  un  point  de  continuité; 

lorsque  <p  (x)  >  <p  (x) ,  x  est  un  point  de  discontinuité ,  et  <p  (x)  —  <p  {x)  est 

la  mes  ire  de  la  discontinuité. 

Dans  tout  intervalle  (a,  ß),  il  y  a  des  points  de  continuité. 

En  effet ,  soit 

X  =  <p(ß)-<p(a), 

et  choisissons  quatre  nombres  p,  q,  r,  s,  de  façon  que 

«  <P<  q<r<s<ß; 

il  est  clair  que  l'une  au  moins  des  deux  différences 

<p(q)  —  <p{p),   <p(s)  —  <p(r) 

sera  <  -~-   Supposons,  par  exemple,  que  ce  soit  la  première  de  ces 

X 
différences  qui  soit  plus  petite  que  -p-- 

Ecrivons  p  =  a',  g  =  ß\  nous  aurons  maintenant  un  intervalle  (a',  ß') , 
tel  que 

<p  (/?')  -  ?  (a')  <  A 

et 

a<a'<ß'<ß. 

De  même,    en  partant  de  l'intervalle   (a',ß')}   on  pourra  trouver  un 
intervalle  (a",ß"),  tel  que 

9»  (/?")  -  9  («")  <  4  , 

a'  <  a"  <  0*  <  ß'. 
En  continuant  ainsi ,  on  obtient  une  infinité  d'intervalles 

(à,/?),     (a',/*'),     (a",n,     ...;     (a<»>  ,/?<»>),     ..., 
tels  que 

9>  (/?<">)  -^(aW)<l 

On  pourra  faire  en  sorte  que 

lim  a<w>  =  lim  ß{n)  =  y        pour        n  =  oo . 
Or  il  est  clair  que  y  sera  nécessairement  un  point  de  continuité,  car 

+ 

<p  (7)  —  9  (y) 

ne  peut  pas  être  plus  grand  que  y  (ßin))  —  (p  (a(n))>  quel  que  soit  n:  cette 
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différence  est  donc  nulle.  Il  est  à  peu  près  évident  que  la  somme  des 
discontinuités  que  peut  présenter  <p  (x)  à  l'intérieur  de  l'intervalle  (a,  b) 
ne  peut  jamais  surpasser  ç>(b)  —  <p(a).  Donc  le  nombre  des  discontinuités 
qui  surpassent  un  nombre  donné  est  fini ,  et  il  est  clair  par  là  qu'on 
peut  ranger  les  discontinuités  par  ordre  de  grandeur  décroissante. 

Les  points  de  discontinuité  de  l'intervalle  (a,  b)  peuvent  donc  être 
rangés  dans  une  suite  simplement  infinie  à  indices  entiers  positifs 

/y»  /y»  /y»  /y* 

1  )  2  J  3  f  4  y       •  •  •  • 

Cela  est  vrai  même  lorsque  l'intervalle  considéré  s'étend  à  l'infini;  on 
le  divisera  en  intervalles 

{a,  b),    (ô,c),    (c,d),    (d,e),    

On  trouvera  une  suite  infinie  de  discontinuités  pour  chaque  intervalle; 
l'ensemble  des  discontinuités  constituera  une  suite  à  double  entrée, 
qu'on  sait  ranger  comme  une  suite  simple.  De  là  on  peut  conclure  de 
nouveau ,  d'après  un  théorème  de  M.  Cantor,  qu'il  y  a  des  points  de 
continuité  dans  tout  intervalle.  A  la  vérité ,  ce  théorème  se  trouve  dé- 
montré par  les  considérations  précédentes. 

38.    Si  maintenant ,  à  cette  notion  d'une  fonction  croissante ,  on  veut 
associer  l'image  d'une  distribution  de  masse,  on  sera  conduit  à  dire 

qu'en  un  point  de  discontinuité  il  y  a  une  condensation  d'une  masse 

+ 
finie.  Un  tel  point   est  un  point  matériel  de  masse  <p(x)  —  <p(x);  et, 

superposé  à  ces  masses  condensées  dans  des  points ,  il  y  aura  une 
distribution  continue  de  masse.  Il  convient  de  regarder  toujours 
(p(b)  —  <p  (a)  comme  la  masse  comprise  dans  l'intervalle  (a,  b).  L'inter- 
valle (0,  x)  contient  alors  la   masse  cp  (x)  —  <p(0)  ou  <p(x)  simplement, 

si  l'on  suppose  9?  (0)  =  0.  On  voit  alors  que  <p  (x)  —  <p  (x)  est  la  partie 
de  la  masse  concentrée  au  point  x,  qui  est  censée  faire  partie  de  l'in- 
tervalle (0,  x) ,  tandis  que  la  masse  <p(x)  —  <p  (x)  est  censée  faire  partie 
de  l'intervalle  {x,x'),  (x' y- x).  En  changeant  donc  la  valeur  de  y  (x) 

dans  un  point  de  discontinuité   naturellement  il  faut  qu'on  ait  toujours 

<p  (x)  5^  fp  (x)  ^  q>  (x)  ,  on  ne  change  en  rien  la  distribution  de  masse  ,  on 
fait  seulement  une  nouvelle  convention ,  relative  à  la  façon  de  compter 
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une  masse  concentrée  en  x,  comme  appartenant  aux  intervalles  (0,  x) 
et  (rc,  x'). 

Considérons  maintenant  le  moment  d'une  telle  distribution  de  masse 
par  rapport  à  l'origine.  Posons  a  =  x0,  b  =  xn,  et  intercalons  entre  x0 
et  xn,  n  —  1  valeurs 

X0  <  X1  <  $2  <  .  .  .  <  %n  -1  <  #n- 

Ensuite  prenons  n  nombres  Çlt  |2,  . . . ,  £„,  tels  que 

Xk-lû  £k^Xk. 

La  limite  de  la  somme 

fl  O  (^i)  —  T7  W]  +  &  O  (#2)  —  9  (^l)]  4"  •  •  •  +  £n  O  (#n)  —  q>  (x,t_i)] 

sera   le   moment,    par   définition.    Considérons  plus  généralement  la 
somme 

elle  aura  encore  une  limite  que  nous  désignerons  par 

b 
f(u)d<p  (u). 

Nous  aurons  à  considérer  seulement  quelques  cas  très  simples  comme 
f(u)  =  uk,f(u)=  .  ,  et  il  n'y  a  pas  intérêt  à  donner  toute  sa  géné- 
ralité à  la  fonction  f{u).  Ainsi  il  suffira,  par  exemple,  de  supposer  la 
fonction  f{u)  continue,  et  alors  la  démonstration  ne  présente  aucune 
difficulté ,  et  nous  n'avons  pas  besoin  de  la  développer ,  puisqu'elle  se 
fait  comme  dans  le  cas  ordinaire  d'une  intégrale  définie. 

La  valeur  d'une  telle  intégrale  ne  change  pas,  si  l'on  change  la  va- 
leur de  99  (x)  aux  points  de  discontinuité  qui  se  trouvent  a  l'intérieur  de 
l'intervalle  (a,  b).  Et,  en  effet,  puisqu'il  y  a  des  points  de  continuité 
dans  tout  intervalle,  rien  n'empêche  de  supposer  que  xlt  x2,  . . .,  xn-i 
soient  toujours  des  points  de  continuité.  Il  faut  remarquer  seulement 
que  a  et  6  aussi  pourront  être  des  points  de  discontinuité ,  mais  un 
changement  de  valeur  de  cp(x)  dans  ces  points-là  affecte  la  valeur  de 
l'intégrale ,  puisque  99  (a)  et  y  (b)  figurent  explicitement  dans  la  défini- 
tion de  l'intégrale  comme  limite  de  l'expression  (A). 
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Posons  a  =  £0,  6  =  £„4-i,  l'expression  (A)  peut  s'écrire 
f(b)  cp  (b)  —  f{a)cp  (a)  —  <p  (x0)  lf{^       )  —  ƒ(£<>)] 


—  9  (Xn)[f  (£»+i)—  AI«)], 
et  l'on  a 

En  passant  à  la  limite,  on  a  donc 

,b  b 

/  f(u)dcp(u)=f{b)<p(b)  —  f(a)cp(a)—     y{u)âf{u). 

a  a 

Dans  le  cas  ƒ'(?<)  =  — = —  ,  a  =  0  =  <p  (0) , 

u  -J-  x 

rbd(p(v)        99(6)     .    rb(p(u)du 

T 


/     u-\-x  '    b  -\-x       '     (u-\-  x)2 

0  0 

Faisons  croître  ö  indéfiniment,  en  supposant  que  cp  (6)  reste  finie,  on 
aura 

°°d9?(w)        r*<p(u)du 


J 


u-\-x~~  J     (u-\-xf 

0  0 

Il  importait  de  ne  laisser  subsister  aucun  doute  sur  la  légitimé  de  l'in- 
tégration par  parties  dans  les  circonstances  actuelles. 

39.     Soit  toujours  cp  (u)  une  fonction  croissante 

cp  (0)  =  0 ,        cp  (00  )  ==  c , 
et  posons 

d  cp  (u) 


iw-y-îç 


u 

0 


On  définit  ainsi  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan  ,  excepté  la 
coupure,  qui  se  compose  de  la  partie  négative  de  l'axe  réel.  Cette 
fonction  cp  (u)  caractérise  une  certaine  distribution  de  la  masse  totale  c 
sur  une  droite  OX. 

Soit  (p1{u)  une  fonction  de  même  nature  que  <p(u), 

<P\  (0)  =  0 ,         <pl{x>)  =  c]y 
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et  posons 


Ft  (*)  =j  ' 


d<pi  (u) 
z-\-u 


Nous  allons  montrer  que,  si  les  fonctions  F  (z)  et  F1  (z)  sont  identiques, 
on  peut  en  conclure  que  les  fonctions  y  (u)  et  <px  (u)  caractérisent  la 
même  distribution  de  masse  ;  ces  fonctions  ne  peuvent  différer  qu'aux 
points  de  discontinuité,  et  peuvent  être  considérées  comme  identiques 
si  l'on  n'a  en  vue  que  la  distribution  de  masse. 
Il  est  aisé  d'abord  de  voir  qu'on  peut  écrire 

<P  (u)  du 


1  \      f    <PW  au 


= 

0 
puisque  F  (z)  =  <I>'  (z)  si  l'on  pose 

${z)=l    l — j . —  )<p(u)du. 

v  '      J     \a-f-11      z  -\-u)        ' 
0 

Soient  maintenant  x  un  nombre  positif,  e  un  nombre  positif  que  nous 

allons  faire  tendre  vers  zéro;  considérons,  d'après  l'exemple  de  M.  Her- 

mite ,  la  différence 

.       r00  2eicp(u)du 
<J>  ( — X-f-eî) — <\>  ( — X  —  ei=        -. J  , — s- 

0 

Nous  allons  voir  que,  pour  lim£  =  0,  cette  expression  a  une  limite 
finie.  Décomposons  l'intégrale  en  deux 


ƒ 


x  2ei(p(u)du         f*  2ei(p(u)du 


(u  —  xf  -f-  £2      J      {u  —  x)2  -\-  e2 

U  X 

Je  dis  qu'on  aura 


x  2ei(p(u)du 


0 
z"30  2  e  iw(u)  d  u  .  +   . 

X 

En  effet ,  écrivons 

rx     e<p(u)du  çx—^e    £(p(u)du  rx         e(p(u)du 

J    (M  _  xf  _|_12  —  J  (M__a.)a_|_-^+J       _  (M  _  3)8  _j_  £2 

0  0  x  —  Vs 
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on  aura 

/-•l-K«    Eœ(u)du       .    r>-^s        ECiu  i  x  n 

/  r         \z  i  "><c/  77. w~\ — ô=c  arc  tang    -  —  arc  tang-,    » 

J  (u  —  xY -\- s-       J  (u  —  xY  + £         V  £  kv 

0  0 

donc 

..       r*-1^«    e(p(u)du 

J  (M  —  xf-\-e2 

0 


D'autre  part,  dans  l'intégrale 

ƒ 


£9?(w)  dw 

,_(w-*)2-R' 


la  fonction  9?  (m)  pour  x — V  z  -^.u  <^x  prend  des  valeurs  qui  sont  infi- 
niment voisines  de  9?  (x).  Il  est  vrai  que  la  valeur  de  <p  (x)  peut  sur- 
passer q)  (x)  d'une  quantité  finie,  mais  cette  valeur  de  <p(x)  n'a  aucune 
influence  sur  la  valeur  de  l'intégrale.  Il  est  aisé  de  voir  alors  que  cette 
valeur  diffère  infiniment  peu  de 

—       /*#  s  dit  — 

?  WJ      .(»„sy-f?  =  *  <*) arc  tan^  VE  ' 


donc 


rx        E<p(u)du  n    -,   .       ..      rx     £<p(u) 


On  trouvera  de  même  sans  difficulté 


)du 


/• x      eœ{u)du  n     +    . 

et  nous  aurons  donc 

-  + 

lim  [$( — :c-|-  ci) —  *  ( —  x  —  £  i )]  =  n  i  [_q>  (x)  -f-  9?  (a;)]. 

Posons  maintenant 

',.w=i'(r|«-sfjf'(,»<"' 

0 
on  aura  Fj  (2)  =  ^î  {z) ,  et,    puisque    nous    supposons  F  (z)  =  Fl{s),    les 
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fonctions  <î>  (z)  et  4>a  (s)  ne  pourront  différer  que  par  une  constante.  On 
aura  donc 

4>  ( —  x  -f-  £i)  —  *  ( — #  —  «i)  =  $x  ( — x  -\-  ei)  —  $x  ( —  x  —  si), 

et ,  faisant  tendre  e  vers  zéro ,  on  en  conclut 

-  +  -  + 

<P  (on)  +  <p  0*0  =  <Pi  {x)  4-  <px  (x). 

Cette  relation  a  lieu  pour  toute  valeur  positive  de  x  tandis  que  nous 
supposons  (p  (0)  =  <pl  (0)  =  0.  On  peut  en  conclure  que  les  fonctions  <p(u) 
et  ç»j_  (u)  caractérisent  la  même  distribution  de  masse.  En  effet ,  tant 
qu'il  ne  s'agit  que  de  caractériser  une  distribution  de  masse ,  on  peut 
prendre  arbitrairement  les  valeurs  de  <p(n),  <px(u)  aux  points  de  discon- 
tinuité  Rien  n'empêche  donc  de  prendre  toujours 

,,  (x)  =  *M±£ h ,  n  {x)  =  ftC)  +  ft+W . 

De  cette  façon  ,  on  voit  qu'on  a  pour  toute  valeur  positive  de  x 

cp  (x)  =  (Pl  (X) , 

et ,  puisque  cp  (0)  =  <px  (0)  =  0,  les  deux  fonctions  sont  identiques. 
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CHAPITRE  VII. 


DÉMONSTRATION    DU    THÉORÈME    FONDAMENTAL. 


40.     Soit 


wl  5       W2  i       M3  ' 


une  suite  infinie  de  nombres  ;  nous  supposerons  que  ces  nombres  sont 
limités  supérieurement  et  inférieurement. 
Il  en  sera  de  même  alors  des  nombres 

Mw,       WM_|_i,       WM_|_2,       Mn+3j       •••! 

et  ces  nombres  admettent  donc  un  maximum  ,  ou  limite  supérieure  Ln, 
et  également  un  minimum,  ou  limite  inférieure  ln.  Ce  nombre  Ln  jouira 
alors  des  propriétés  suivantes  : 
1°  Aucun  des  nombres 

ne  peut  être  plus  grand  que  L„. 

2°  Au  moins  un  de  ces  nombres  est  égal  à  L„,  ou,  si  cela  n'a  pas 
lieu,  on  pourra  en  trouver  au  moins  un  qui  surpasse  Ln  —  e,  e  étant 
un  nombre  positif  quelconque.  Lorsque  n  augmente ,  L„  ne  peut  que 
diminuer,  de  même  ln  ne  peut  qu'augmenter.  Dès  lors  il  est  clair  que, 
pour  n  =  oo ,  on  aura 

lim  Lw  =  L, 

lim  ln  =  l, 

Voici  maintenant  les  propriétés  du  nombre  L: 
I.  Les  nombres 

à  partir  d'un  certain  rang,   sont  tous  inférieurs  à  L-\-e,  e  étant  un 
nombre  positif  quelconque. 

En  effet,  puisque  L„  tend  vers  L  en  diminuant,  on  peut  toujours 
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déterminer  n  de  façon  que  Ln  soit  plus  petit  que  L  -\~  s;  or  aucun  des 
nombres 

ne  surpasse  LM,  ils  sont  donc  aussi  tous  <  L  -f-  £- 
Parmi  les  nombres 

il  y  en  a  toujours  un  qui  est,  soit  =  Ln  soit  >  Lx  —  s.  Soit  Ma  ce  nom- 
bre, il  est  visiblement  plus  grand  que  L  —  a  puisque  Lx  ^  L. 
Ensuite ,  parmi  les  nombres 

Wfr  +  i,       Wfr+2,       ^a  +  3,       ... 

il  y  en  aura  un  qui  est ,  soit  =  L* _|-i ,  soit  >  La  + 1  —  e. 
Soit  Ui  ce  nombre,  il  sera  encore  plus  grand  que  L  —  s. 
De  même,  parmi  les  nombres 

Wj+l,       U1+2,       Ui+3,       .  .  . 

il  y  en  aura  toujours  un  um,  qui  est  plus  grand  que  hi+\  —  e,  et,  par 
conséquent ,  aussi  plus  grand  que  L  —  s. 

En  continuant  ainsi,  il  est  clair  que,  dans  la  suite 

1   )  9  9  wo  y  •   •   •   ] 

on  peut  trouver  une  infinité  de  nombres 

qui  sont  tous  plus  grands  que  L  —  e.  Les  indices  k,  l,  m,  . . .  vont  en 
augmentant;  or  nous  savons  déjà  que  tous  les  nombres  de  la  suite 

à  partir  d'un  certain  rang,  sont  inférieurs  à  L  -f-  e. 
Il  en  sera  de  même  pour  la  suite 

Ufc  ,      Ui ,      um ,      .  .  .  , 

et  nous  arrivons  à  ce  résultat  : 
II.  Dans  la  suite 

il  existe  toujours  une  infinité  de  nombres  qui  sont  compris  entre  L  —  s 
et  L-{-e,  «  étant  un  nombre  positif  quelconque. 


RECHERCHES   SUR    LES    FRACTIONS   CONTINUES.  479 

On  verra  de  la  même  façon 
1°.   Les  nombres 

à  partir  d'un  certain  rang,  sont  tous  supérieurs  à  l  —  e. 
II0.  Dans  la  suite 

Wj  ,      W2  >      w3  >       •  •  •  > 

il  existe  toujours  une  infinite  de  nombres  qui  sont  compris  entre  l  —  s 
et  l-\-s. 

La  considération  de  ces  nombres  L  et  l  est  due  à  M.  du  Bois-Reymond, 
qui  l'a  exposé  dans  un  livre  paru  en  1882  et  qui  a  été  traduit  en  fran- 
çais par  MM.  Milhaud  et  Girot.  M.  du  Bois-Reymond  appelle  L  et  l  les 
limites  d'indétermination  des  nombres  un;  on  voit  en  effet  que,  pour  n 
infini,  un  finit  par  osciller  entre  ces  limites  Et  il  est  évident  aussi  que 
les  nombres  un  ne  tendent  vers  une  limite  déterminée  que  lorsqu'on 
aL  =  I. 

La  première  application  qu'on  a  faite  de  cette  considération  nous 
paraît  due  à  M.  Hadamard  qui  a  remarqué  que,  dans  le  cas 

n 

y    — l/i/»    I 
le  rayon  de  convergence  de  la  série 


0%  Z 


0 


est  égal  à  1  :  L. 


41.  Je  reviens  maintenant  à  la  fonction  cpn{u)  défini  au  n°  36.  C'est 
une  fonction  croissante  qui  est  bien  déterminée,  même  aux  points  de 
discontinuité. 

Elle  ne  varie  qu'entre  les  limites 

1 


<pM(0)  =  0,       9>M(oo)  = 


"i 


Soit  maintenant  u  un  nombre  fixe,  positif  ou  nul,  et  considérons  la 
suite  infinie 

«Pi  iU)  y       <P2  (U)  7       9>3  (M)  .       •  •  •  i 
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Ces  nombres  sont  limités  ;  je  désignerai  les  limites  correspondantes 
L  et  l  par 

L  =  y  (u) , 

*  =  *(«), 
en  sorte  qu'on  aura 

ip  (M)  ^  X  M- 

Il  est  clair  du  reste  que  \p  (0)  =  %  (0)  =  0,  et  si  pour  quelque  valeur 

particulière  de  u  on  a 

V  (u)  =  %  {u) , 

nous  pourrons  en  conclure,  d'après  ce  qui  précède,  que,  pour  n  =  », 

lim  <pn  (u)  =  xp  (u)  =  x  {u). 

La  fonction  <pn(u)  étant  croissante,  on  reconnaît  immédiatement  que 
les  fonctions  y  (u)  et  x  (u)  sont  aussi  croissantes. 

Ainsi ,  sous  la  condition  a  <  b ,  on  aura 

(1) y(a)^v(&), 

(2) %{a)^%(b). 

A  ces  inégalités,  nous  allons  en  ajouter  une  autre  d'une  très  grande 
importance  :  c'est  celle-ci 

(3) y(a)^x(b)- 

Mais  la  démonstration  de  cette  inégalité  exige  quelques  préparatifs 


42.     Calculons  d'abord  l'intégrale 

1 


f 


o 
Sa  valeur  est  évidemment 


ax 


—  <pn  (W) 


uk  d  u. 


^  (M,  +  M2  +  M«  +  .  .  .  +  M„)  xk  +  ' 

+  jrp1(M2  +  M3+...  +  MM)(^  +  1-^+1) 

+ 

_|_  *         M     /'/v.Ä  +  l  'rk+1\ 
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c'est  à-dire  égale  à 

£-L  (U1xi+1  +  M2xk2  +1  +  M^^1  -h  . . .  +  M.4  +  1)  ; 


ainsi 


ƒ 


i0i 


y»(«) 


M*dw  =  |^      (Ä=0,  1,2,  3,  ...,2w  — 2). 


On  aura  de  même 

1 


—  <Pn  +  n'(") 


tlk(iu  =  ^±l    (k  =  Q,  1,2,3,  ...,2w -f-2n'  —  2) 


et ,  par  suite , 


ƒ00 
[<pn(u)  —  (pn+n'{u)']ulcdu  =  0     (Ä  =  0,  1,2,3,  ...,2n  —  2). 

0 

D'après  un  raisonnement  bien  connu,  dû  à  Legendre,  on  en  conclut 
que  la  fonction 

(Pn(u)  —  <pn  +  n'{u) 

doit  changer  de  signe  au  moins  2n  —  1  fois.  Or,  cpn(u)  et  <pn+n'{u)  sont 
des  fonctions  croissantes  l'une  et  l'autre,  puis  <pn{u)  est  constant  dans 
chacun  des  intervalles 

(#1  >  #2)  »      (#2 1  *^3/  »      •  •  •  1      v&n  —  1  >  *^n)» 

Dans  chacun  de  ces  intervalles,  <pn{u) —  <pn+n'(w)  peut  changer  de 
signe  une  fois  au  plus.  Ensuite,  il  peut  y  avoir  un  changement  de  signe 
pour  les  points  de  discontinuité  xl}x2,  ...,xn,  cela  donne  au  plus  n 
changements  de  signe;  en  tout  on  en  a  ainsi  2  n —  1  au  plus.  Mais,  à 
cause  de 

<pn  (0)  =<Pn  +  n'  (0)  =0, 


<Pn(<*>)=<Pn  +  n  (<*>)'■ 


1_ 


on  reconnaît  immédiatement  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  d'autres  chan- 
gements de  signe.  Donc,  effectivement,  il  doit  y  avoir  un  changement 
de  signe  dans  chaque  intervalle 

\X-y  ,  X2) ,       •  •  •  ,       (Xn  —  1  ,  Xn) , 

et  un  changement  de  signe  pour 

u  =  xiç  (k  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n). 

h  3i 
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Pour  une  valeur  u  =  Xk,  il  faut  donc  que  l'on  ait 

<Tn{%k)  <  (Pn  +  n'(Xk)<  <Pn(Xk), 

et  même  dans  le  cas  où  la  fonction  (pn  +  n'(u)  aurait  aussi  une  disconti- 
nuité pour  u  =  Xk  (ce  qui  peut  arriver  exceptionnellement  lorsque  les 
équations 

Q2n(z)  =  0,  Q2n  +  2n'{z)  =  0 

ont  des  racines  communes) ,  on  aurait 

+  + 

<Pn{Xk)<  <Pn+n'{%k)  <  <Pn+n'{%k)  <  <fn  (#*)• 

Remarquons  ensuite  que ,  puisque 

Ç'n(w)  —  <Pn+n  {u) 

doit  changer  de  signe  dans  l'intervalle  (xk,  Xk  +  i)  et  que  <pn(u)  est  con- 
stant dans  cet  intervalle,  <pn+n'(u)  doit  effectivement  croître  dans  cet 
intervalle.  Or,  cette  fonction  ne  croît  que  par  sauts  brusques ,  les  points 
de  discontinuité  étant  les  racines  de 

Q2n  +  2w'( — Z)  =  0. 

On  en  conclut  que,  dans  l'intervalle  {Xk,%k  +  i),  il  doit  y  avoir  au 
moins  une  racine  de  cette  équation. 

On  retrouve  ainsi  une  proposition  que  nous  avons  déjà  obtenue 
d'une  façon  plus  complète  (voir  n°  5). 

43.  Pour  démontrer  maintenant  l'inégalité  (3),  plaçons-nous  dans 
l'hypothèse  contraire;  supposons  qu'on  ait 

y>(a)>  x  (&)  » 
on  pourra  trouver  un  nombre  positif  £  tel  que 

ip  (a)  —  s  >  x  (à)  +  £- 
Cela  étant,  d'après  les  propriétés  des  limites  d'indétermination ,  nous 
savons  qu'il  existe  une  infinité  d'indices  croissants 

vl>       v2>       "3>       •  «  •  >       vk> 

tels  que  <pn  (a)  pour  n  =  vk  est  toujours  >  y>  (a)  —  s.  Et  il  existera  aussi 
une  seconde  suite  d'indices  croissants 

VI,     V2  ,     v'z ,     . . . ,     v'k ,     ... 
tels  que  <pn  (b)  pour  n  =  v'k  est  toujours  <  x  (à)  +  e- 
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Je  dis  maintenant  que,  pour  n  =  rk  et  aussi  pour  n  =  v'k,  l'équation 

Q2«(—  2)  =  0 

ne  pourra  jamais  avoir  une  racine  comprise  entre  a  et  b.  En  effet,  sup- 
posons que  pour  n  =  vk  cette  équation  ait  une  racine  c  comprise  entre 
a  et  b.  Alors  la  fonction  <pn(u)  aura  encore  une  discontinuité  pour  u  =  c, 
et ,  puisque  <pM  (a)  est  déjà  supérieur  à  y  (a)  —  £,  on  aura 


<Pn(c)  >  rp(a)  —  e, 

Or,  dans  la  suite 


+ 
<Pn(c)  >  xp{a)  —  e. 


Vi,       V2,        •  •  •  ,        Vk y        •  •  •  , 

nous  pourrons  toujours  trouver  un  nombre  v'k=n'  supérieur  à  n  =  vk. 
Dès  lors,  on  devrait  avoir 

+ 

<Pn(c)  <  <pn'(c)  <  (fn{C). 

Mais  c'est  là  évidemment  une  absurdité,  car 

(Pn'(c)^(pn'(b)  <X  (&)  +  «, 

tandis  que 

<Pn  (c)  >  v  («)  —  £  >  X  (b)  +  £- 
Il  est  ainsi  prouvé  que  l'équation 

Q2n(—  z)  =  0 

ne  peut  avoir  aucune  racine  entre  a  et  b  lorsque  n  =  vk,  et  l'on  verra 
de  la  même  façon  que  cela  est  vrai  encore  pour  n  =  v'k. 

Puisque  donc,  pour  une  infinité  de  valeurs  n  =  vk,  l'équation 

Q2n(—  Z)  =  0 

n'admet  aucune  racine  entre  a  et  b,  nous  savons  (voir  n09  35,  36)  que 
la  fonction  F  (z)  admet  un  développement 

J^az< 

—  00 

convergent  pour  a  <  \z    <  b,  et  la  valeur  de  C-\  est  la  limite  de  9?M(c), 
c  étant  un  nombre  fixe  entre  a  et  b,  n  parcourant  les  valeurs 
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Mais  on  peut  appliquer  le  même  raisonnement  en  faisant  parcourir  à  n 
les  valeurs 

VU       v2,       ^3,        •••> 

et  puisque,  dans  les  deux  cas,  la  fonction  F  (z)  est  la  même,  on  devrait 

avoir 

c_i  =  lim  o?     (c)  =  lim  a?  ,  (c). 

v k  * k 

Or  cela  est  une  absurdité  évidente ,  car  tous  les  nombres  g?    (c)  sur- 

vk 

passant  ip  (a)  —  e  et  tous  les  nombres  9?  ,  (c)  sont  inférieurs  à 

X  (b)  -f  e  <  v  (a)  —  «• 

La  contradiction  qui  se  manifeste  ici  montre  que  l'hypothèse  d'où  on 
l'a  déduite ,  et  qui  consistait  à  admettre  que 

V  («)  >  X  (&) , 
doit  être  rejetée.  L'inégalité  (3)  se  trouve  démontrée. 

44.  Ce  point  important  établi ,  nous  pourrons  introduire  une  fonction 
qui  joue  le  rôle  principal  dans  notre  théorème  fondamental.  Posons 

a 

il  résulte  immédiatement  des  inégalités  (1),  (2),  que  c'est  là  une  fonc- 
tion croissante;  on  a  d'ailleurs  $(0)  =  0,  et  la  fonction  ne  peut  pas 

croître  au  delà  de  —  comme  xp  (u)  et  %  (u).  Il  est  clair  que 

ai 

$  (w  4-  e)  ^  x  (u  +  £)  ^  V  (u)  , 

donc 

De  même 

*  (w)  ^  ^  (w). 

Ainsi ,  lorsqu'on  a  y;  (w)  >  %  (u) ,  *  (u)  est  discontinue  et  la  mesure  de 
la  discontinuité  n'est  pas  moindre  que  ip  (u)  —  %  (w)>  mais  elle  peut  être 
plus  grande.  Aussi  $  (u)  peut  être  discontinue  même  en  des  points 
pour  lesquels  yj(u)  =  %(u).  Mais,  $  (u)  étant  une  fonction  croissante, 
nous  savons  qu'elle  a  des  points  de  continuité  dans  tout  intervalle. 
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Or,  si  l'on  a 

$  (u)  =  <ï>  (m)  , 

on  conclut  y(u)  =  %  {u)  =  lim  <pn{u)  pour  n  =  oo.  Donc,  dans  tout  in- 
tervalle ,  il  y  a  des  points  u  tels  que  <pn(u)  tend  vers  une  limite  finie 
pour  n  =  oo . 

Voici  maintenant  une  propriété  de  la  fonction  <î>  (u)  qui  nous  sera 
très  utile.  Considérons  la  fonction  <pn{u);  elle  est  discontinue  pour 
u  =  Xk  et  pour  n'  >  n  on  a 

<Pn  (Xk)  <  <Pn'  {Xk)  <  (Pn  {Xk). 

Il  s'ensuit  évidemment  que  y>(xk)  et  %{xk),  les  limites  d'indétermi- 
nation des  cv  (xk)  pour  w'=:oo,  sont  aussi  comprises  entre  (pn{Xk)  et 

+ 
9?  „(#&):  donc 

+ 
<P„  (»a)  ^  *  (#*)  ^  9?«  (Xk). 

45.    Considérons  maintenant  les  équations 

Q2M(—  z)  =  0,         (n=l,2,8,  ...), 

et  un  intervalle  quelconque  (a,  &), 

0  g  a  <  ô. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 
Ou  bien  les  équations 

Q2n(—  *)  =  <>, 

pour  lesquelles  il  n'y  a  aucune  racine  entre  a  et  6,  sont  en  nombre  fini; 
ou  bien  ces  équations  sont  en  nombre  infini. 

Dans  le  premier  cas,  nous  dirons  que  l'intervalle  (a,  b)  est  de  pre- 
mière espèce;  dans  le  second  cas,  il  est  de  seconde  espèce. 

Lorsque  l'intervalle  (a,  b)  est  de  première  espèce,  il  existe  un  nom 
bre  v,  tel  que  pour  n  >  v  l'équation 

Qon(—  z)  =  0 

a  toujours  au  moins  une  racine  entre  a  et  b,  et  cette  propriété  est  évi- 
demment caractéristique  pour  un  intervalle  de  première  espèce.  Ainsi, 
lorsque,  pour  une  valeur  particulière  de  n,  l'équation  a  deux  racines 
entre  a  et  6,  l'intervalle  est  toujours  de  première  espèce,  car  les  équa 
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tions  suivantes  de  degrés  supérieurs  auront  toujours  au  moins  une 
racine  entre  ces  deux  racines-là. 

Supposons  que  l'intervalle  (a,  b)  soit  de  seconde  espèce  et,  en  outre, 
que  les  points  a  et  6  soient  des  points  de  continuité  de  $  (w)  et  de 
toutes  les  fonctions  <pn  (u).  Il  résulte  de  cette  dernière  hypothèse  que  : 

$  (a)  =  lim  cp n (a), 

n  =  oo 

$  (b)  =  \im<pn(b). 

n  =  oo 

Je  dis  qu'on  a  nécessairement  <i>  (a)  =  $  (b).  En  effet ,  supposons 

on  pourra  déterminer  un  nombre  positif  e  tel  que 

$  (a)  -|-  s  <  $  (b)  —  «• 
D'autre  part ,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  au-dessus  d'une  certaine  li- 
mite n  >  v,  on  a 

|  <pn{à)  —  $  (a)  |<  £, 

|  <pn  (b)  —  $  (6)  |<  e. 
Il  s'ensuit  que,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  n,  on  a 

<Pn  (a)  <  <pn  (b). 

La  fonction  cpn  (u)  doit  donc  augmenter  effectivement  lorsque  u  croît 
de  a  jusqu'à  b.  Cela  n'est  possible  que  si  l'équation 

Q2n(—  Ä)  =  0 

a  au  moins  une  racine  entre  a  et  b.  Comme  cela  doit  arriver  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  qui  surpassent  v,  on  en  conclut  que  l'intervalle  {a,  b) 
est  de  première  espèce  ,  contrairement  à  l'hypothèse  admise.  On  a  donc 
bien 

*  (o)  =  *  (6). 

Pour  n  >  v,  on  aura  toujours 

(pn  (a)  —  *  (a)  !  <  e, 

|ç>n(&)  —  *(&)|<e; 

mais  ,  puisque  <ï>  (a)  =  4>  (6),  il  est  évident  qu'il  s'ensuit 

\<PnM  —  $(m)|  <e, 
pour  toutes  les  valeurs 

a  ^  w  <  b. 
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Cest  là  un  résultat  important;  il  suppose  que  l'intervalle  (a,  b)  soit 
de  seconde  espèce  et  que  a  et  b  soient  des  points  de  continuité  de  <£(u) 
et  de  toutes  les  fonctions  (pn(u).  Dans  le  cas  a  =  0,  l'intervalle  (0,  b) 
peut  être  de  seconde  espèce,  mais  voici  dans  quelles  circonstances 
seulement.  L'équation 

Q2n(—  e)  =  0 
ne  doit  jamais  avoir  une  racine  égale  ou  plus  petite  que  b;  car,  si  cela 
arrive,  l'équation 

Q2n'(—  s)  =  0 

a  toujours  pour  n'  >  n  une  racine  dans  l'intervalle  (0,6),  qui  serait 
ainsi  de  première  espèce.  Donc,  si  l'intervalle  (0,6)  est  de  seconde 
espèce ,  on  a  toujours 

<Pn{b)  =  0, 

et  par  conséquent  $  (b)  =  0.  Les  fonctions  cpn  (u)  et  $  (u)  sont  identi- 
quement nulles  dans  tout  l'intervalle 

O^u^b. 
46.    Soit  L  un  nombre  positif  quelconque  et  considérons  l'intégrale 

<pn(u)  —  $  (u)  |  du. 


ƒ 


0 

Entre  0  et  L,  j'intercale  k — 1  nombres  ult  u2,  ...,  w*_i 

w0  =  0  <  «!  <  u2  <  . . .  <  Mft_,i  <  uk  =  L, 

d'une  façon  quelconque.  Je  désigne  par  e  l'étendue  du  plus  grand  des 
intervalles  (Wi_ i,  m»),  (i==  1 ,  2,  . . . ,  k). 

Pour  simplifier  un  peu  les  raisonnements ,  je  supposerai  qu'aucun 
point  Ui  (i=  1,  2,  . . . ,  k)  ne  soit  racine  d'une  équation 

Q2n(—  ä)  =  0, 

ou  un  point  de  discontinuité  de  $  (u).  Puisque  l'ensemble  des  racines 
et  des  points  de  discontinuité  de  $  (u)  peut  se  ranger  sous  la  forme 
d'une  suite  infinie,  il  existe  de  tels  points  m,-  dans  tout  intervalle.  Le 
point  w0  =  0  n'est  pas  une  racine,  mais  il  peut  être  un  point  de  dis- 
continuité pour  $  (u).  Cependant ,  cela  ne  peut  jamais  arriver  lorsque 
l'intervalle  (w0,  u^)  est  de  seconde  espèce,  car  alors  $  (u)  est  nulle  dans 
tout  l'intervalle. 
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A  chaque  intervalle  (w»_i,  ut)  j'associe  maintenant  un  nombre  en- 
tier Vi  de  la  façon  suivante.  Si  l'intervalle  est  de  première  espèce,  je 
suppose  que  le  nombre  v{  est  tel  que,  pour  n  >  v,,  l'équation 

q2n(—z)  —  o 

a  au  moins  une  racine  dans  l'intervalle. 

Si  l'intervalle  est  de  seconde  espèce,  je  suppose  que,  pour  w>v,-  et 

w»_i  ^  «  ^  U{, 
on  ait 

i  <pn  M  —  $  (u)  |  <  e', 

e'  étant  un  nombre  positif  arbitraire  ,  le  même  pour  tous  les  intervalles 
de  seconde  espèce. 

Cela  étant,  soit  N  le  plus  grand  des  nombres 

je  supposerai  désormais  n  >  N,  et  je  cherche  une  limite  supérieure  de 
l'intégrale 

/     |  9?„ (m)  —  <b(u)\du. 
o 

Pour  cela,  je  la  décompose  dans  une  somme  de  k  intégrales 

k 


Y^    f    '\<Pn(U)—$(U)\dU. 


1      «<-, 


Si  l'intervalle  (u%-\,uù  est  de  première  espèce,  la  fonction  <pn{u) 

aura  au  moins  un  saut  brusque  dans  l'intervalle  pour  u  =  c  et 

+ 
9?„(c);g$(c)fg9?M(c). 

Les  deux  intervalles 

[>w(w»-i),  <Pn(Wi)]        et        [<Mwf_i),$(w,-)] 
auront  donc  au  moins  un  point  de  commun ,  par  conséquent 

$  (Wi)^<pw(W<_i). 

Dans  tout  l'intervalle,  on  a  évidemment 

9?M(Wi_l)—  $  (Mt)  ^  <pn  (U)  —  $  (M)  fg  <pn  (Wi)  —  $(Mt_i), 
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et  à  plus  forte  raison 

<Pn{u)—  *  (tf)^«pn(tt«)  —  9>n(w»-l)4-  *  (M*)  ""  *  ("<-l)> 
ç>n  (m)  —  $  (w)  ^  ç?„  (w,-_i)  —  <pw  {Ui)  -j-  $  (Mi_l)  —  $  (M,), 

I 

c'est-à-dire 

|ç?M(«)—  *  (m)  j  fg  9P„('/i)  —  (pn{tti-i)-\-  4>  (Mi) —  ^(Ui-i). 

On  en  conclut 

ƒ  M  i 
'   \<pn(u)—  <P(U)     dll^e\  9?„(W,)  — ç?n  (M,- _i) +  *(«,-)  —  *(Mt-l)|. 

Mi-i 

Le  facteur  qui  multiplie  s  est  la  somme  des  variations  de  fonctions 
<P„(m)  et  $  (m)  dans  l'intervalle  (M;_i,  Wi).  La  somme  de  toutes  les  in- 
tégrales 


|  <Pn{u)  —  $  (m)  I  dM, 


pour  lesquelles  (m,_i,  m,)  est  un  intervalle  de  première  espèce,  a  donc 
pour  limite  supérieure 

£  («i  +  o2) , 

o1  étant  la  somme  des  variations  de  cpn{u)  dans  ces  intervalles,  a2  la 
somme  des  variations  de  O  (m).  Il  est  clair  que  ox  est  inférieur  à  la  va- 
riation totale  de  <pn (m),  c'est-à-dire  à 

1 


<Pn(<X>)  —  <Pn{0)  = 


«1 


De  même  o2  est  inférieure  à  la  variation  totale  de  <î>  (m)  qui ,  elle  aussi, 

ne  peut  pas  surpasser On  peut  donc  adopter  pour  limite  supérieure 

2e 
de  la  somme  considérée  l'expression 

Si  l'intervalle  (M,_i,Mi)  est  de  seconde  espèce,  on  aura  dans  tout 
l'intervalle,  à  cause  de  la  valeur  de  n  >  N  ^  v,-, 

\<Pu(u)—  *(m)|<«', 

/       \<Pn{u)  —  <P  (m)  j  du  <  e'  (Mt  —  M,_i). 


't-i 


La  somme  de  toutes  les  intégrales  de  cette  espèce  sera  donc  infé- 
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rieure  à  L«',  puisque  la  somme  des  intervalles  est  évidemment  infé- 
rieure à  L. 

D'après  cela ,  il  est  clair  que  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

L,  e,  e'  étant  des  nombres  positifs  arbitraires,  il  existe  un  nombre 
entier  N  tel  que,  pour  n  >  N, 

L,       ,        2e 


I  <Pn  {u)  —  <!>  {u)  I  du  < \-Le'. 


47.     Il  est  évident  que 


Pan  (g)  r  d<pn{u)     _  fœ  <pn(u)dU 

Q2n(2)-/         Z  +  U       -J        (s-f-w)2    ' 

0  0 

P-2n(g)  _     r  $  (u)  du  _  r00  <pn  (u)  —  <E  (u) 

Q2n(*)        J       (Z+Uf-J  (S  +  Uf      ~aU' 

0  0 

z  étant  un  point  quelconque  non  sur  la  coupure.  On  en  conclut 


P2n(z)  _      fx  $  (U)  du  p    \<pn(U)  —  < 

n(z)        J       (Z  +  Uf      ^J  \Z  +  U 

0  0 


Q 


2) 


*»(«)"*  («il  dttt 


La  limite  supérieure  peut  s'écrire 


L   \<Pn{u)—*{u)\    j.t     ,      fœ    IÇ'n(M)-  *(M)idM> 


|£-f-W|2 
0  L 

Adoptons  deux  nombres  positifs  e,  e'  et  déterminons  N  comme  dans 
le  n°  46,  on  aura,  pour  n  >  N, 

J  \z-\-u\2  {zf\ax  /' 

0 

(z)  étant,   comme  au    n°  33,  le  minimum  de  |  z  -j-  u  I ,  lorsque  w  varie 
de  0  à  x . 

Pour  l'intégrale  entre  limites  L  et  oo,  j'observe  que 

\<Pn(u)—  ${U)\  <  . 

et  pour  z  =  a-\-  ßi, 

|  *  -}-  M  |2  =  (m  +  a)2  +  /S2  ^  (u  +  a)2, 
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donc 

r  iç>«(«)— *(«)!  du<  i  r   du    _     ] 


-If 

L 


z  -\-  u\2  '  ai  J     (u  H-  a)2      «i  (L  -h  ") 


en  supposant  que  L  -f-  a  s°it  positif. 
Il  vient  donc 


.2 


0 


<7^  +  M  + 


(.s)2  Va!  /  '  OjfL  +  a) 


Or  les  nombres  L,  e,  s'  étant  arbitraires  (ou  à  peu  près),  il  est  clair 
que  la  limite  supérieure  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 
Il  est  ainsi  démontré  que  pour  tout  point  z  non  sur  la  coupure,  on  a 

P2w(g) ƒ  °°  $  (u)  d  u  _  ƒ °°  d$(u) 

n=o0Q2n{z)~J        (z-{-V?~~J        Z -\- II' 

0  0 

Nous  savions  déjà  que 

P2n(*) 
Q2m(s) 

tend  vers  une  fonction  holomorphe  F(z);  nous  voyons  maintenant  que 
cette  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme 


J      z-\-u 


Quant  à  l'uniformité  de  la  convergence,  il  résulte  de  la  limitation 
obtenue  que  la  convergence  est  uniforme  dans  tout  domaine  S  où  la 

partie  réelle  de  — 2  et  7—.  est  limitée  supérieurement.  Un  tel  domaine 
peut  s'étendre  à  l'infini. 

48.  De  la  même  façon  que  nous  avons  étudié  les  réduites  d'ordre  pair, 
on  peut  étudier  les  réduites  d'ordre  impair,  et  l'on  trouvera 

Q2n  +  l(«)  J         Z  +  U 

0 

$!  (u)  étant  encore  une  fonction  croissante  qui  caractérise  une  certaine 
distribution  de  masse  sur  un  axe  OX. 
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Mais  il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  cette  recherche,  car  le  seul 
cas  qui  nous  intéresse  est  celui  où  la  série 

î 
est  divergente;   mais  alors  nous  savons  que  F (z)  =  F1(z),  et  il  devient 
inutile  de  faire  une  recherche  spéciale  pour  obtenir  une  forme  analytique 
plus  explicite  de  F1  (z).  Les  fonctions  $  (u)  et  ^1(u)  caractérisent  alors 
nécessairement  la  même  distribution  d'après  le  théorème  du  n°  39. 
Dans  le  cas  où  la  série 

oo 
1 

est  convergente ,  il  est  clair  que  les  distributions  de  masse  caractérisées 
par  les  fonctions  $  (u)  et  ^  (u)  sont  celles  données  par  les  systèmes 

\[j,j}  Ai)  t  %  =  1  ,  J,  o ,  .  .  .  , 

(V;,0i),         î  =  0,  1,  2,3,... 
considérées  au  n°  24.  Les  intégrales 

d  4»  (u)  r  °°  d  $x{u) 


1 


z  -\-u  J      z-\-u 

0  0 


se  réduisent  alors  aux  séries 

00  oo 

z+Xi'         Z*z  +  Qi' 

1  0 

Nous  avons  vu  (n°  15)  que  x  étant  réel  positif,  on  a 

(1)   •  F^=^-â+...+(-i)w-1^1+(~i)wJrCè         (0<!<i); 

or,  on  a 

0 

Il  est  aisé  de  voir  que ,  pour  x  =  -f-  oo ,  le  second  membre  a  pour 
limite 


/oo 
d<î>(tt)=<ï>(00). 
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En  effet,  cette  intégrale  ayant  une  valeur  finie,  on  peut  choisir  un 
nombre  L  de  façon  que 


d  $  (u)  =  e1 , 


e1  étant  plus  petit  qu'un  nombre  arbitraire  e.  On  aura  alors 

L 

ci  étant  plus  petit  que  e.  Ensuite  il  est  clair  qu'on  peut  prendre  x  assez 
grand  pour  que 

f^ud  ♦<«>=/1** («)-«?. 

o  o 

e'{  étant  plus  petit  que  e.  On  aura  donc 

ƒ00  rp  /-L  ,  00 

— jjj—  d  4>  (m)  =  /     d  <î>  (m)  +  ei  —  eï  =  /     d  $  (u)  —  ci  +  ei  —  e'{; 


or,  d'après  la  formule  (1),  on  a 


1 


lim  xF  (x)  =  cQ  =  —  > 


«i 


donc 


/GO 


Ce  point  établi ,  nous  pouvons  écrire 
-oo  ri 


w      J     La;       #(#-f-M)J        v  '       x       x  I    x-{-u  ' 

o  o 


(2) 


ar 


F  (s) 


35 


x 


x-\-u 


udQ>  (u). 


Nous  savons  que,  pour  #  =  oo, 


F  (s)  —  ^ 


lima;2 

On  peut  en  conclure  que  l'intégrale 
(3) f   ud<b(u) 
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a  une  valeur  finie  et  que  cette  valeur  est  cv  En  effet,  si 

u  d  $  (u) 

croît  au  delà  de  toute  limite  avec  L,  le  second  membre  de  (2)  croîtrait 
aussi  au  delà  de  toute  limite  pour  x  =  »,  ce  qui  ne  doit  pas  avoir 
lieu.  L'intégrale  (3)  a  donc  une  valeur  finie,  et  pour  obtenir  cette  va- 
leur il  suffit  de  faire  croître  x  indéfiniment  dans  la  formule  (2).  En 
continuant  ces  raisonnements,  on  voit  que  généralement 


f 


uk  d<&  (w)  =  Ck- 


La  distribution  de  masse  caractérisée  par  la  fonction  <ï>  (u)  constitue 
donc  une  solution  du  problème  des  moments. 
Dans  le  cas  où  la  série 


a, 


est  divergente,  nous  n'obtenons  ainsi  qu'une  solution  de  ce  problème, 
et .  en  effet ,  nous  démontrerons  bientôt  que  ce  problème  n'en  admet 
pas  d'autres  dans  ce  cas. 
Nous  avons  vu  (n°  42)  que 


1 


<pn(u) 


uk  du  = 


_   Cfc  +  1 


k+  L 


0  =  0,  l,2,...,(2n  — 2)], 


et  du  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  on  conclut  aisément 


f 


-  —  <P{u) 


ukdu  =  T+i        (*=o,i,a,8>.  .); 


on  en  conclut  que 

tpn(u)  —  <P(u) 

doit  changer  de  signe  au  moins  2n  —  1  fois.  Soit  Xk  un  point  de  dis 
continuité  de  q>n(u);  il  est  facile  de  conclure 

+  + 

<Pn  {%k)  <  $  (Xk)  ^  $  (Xk)  <  <Pn  (Xk). 


Ce  résultat  précise  celui  obtenu  à  la  fin  du  n°  44. 
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Il  est  clair  aussi  que,  dans  un  intervalle  où  la  fonction  Q>(u)  est  con- 
stante ,  l'équation 

q2n(—z)  =  o 

ne  peut  avoir  plus  d'une  racine. 

49.    Je  reviens  à  la  proposition  du  n°  46;  pour  n  >  N  on  a 

|  9>m(w) — <P(u)  \du<C h  Le'. 

Nous  venons  de  voir  que  $  (oo  )  =  <pn  (oo  )  =  c0 ,  par  conséquent 

c0  —  (pn(u)      et      c0  —  <P{u) 
ne  sont  jamais  négatifs ,  et  à  cause  de 

rpn  (U)  —  <ï>  (M)  =  <?0  —  <ï>  (w)  —  [C0  —  cpn  (M)], 

on  aura 

|  <p„  (M)  —  <ï>  (M)  j  5S  i  c0  —  *  (m)  IH-  |  c0  —  <?M  (u)  |  ; 

or  il  est  facile  de  voir  que 

\cQ  —  <pn(U)\  <^f-' 

ko  — *(M)|<-^. 

En  effet ,  considérons  la  distribution  de  masse  caractérisée  par  4>  (m) 
[ou  cpnW].  Le  moment  du  second  ordre  est  c2,  la  masse  totale  com- 
prise dans  le  segment  de  m  à  oo  est  c0  —  ^(w),  le  moment  du  second 
ordre  de  cette  masse  est  inférieur  à  c?;  si  l'on  concentre  cette  masse  au 
point  u,  on  diminue  encore  le  moment  du  second  ordre;  donc 

w2 1  c0  —  $  (u)  !  <  c2. 


Il  vient  donc 


2c 

<Pn  (U)  —  <P  (M)      <  — 22 


^ 


et 


puis 


ƒ00 
<pn(U)—  ^(U)dU< 


2c2 

17' 


Ci  t~       ,      T       ,      ,      ^  Co 


0 
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Par  un  choix  convenable  de  L,  s,  s'  on  peut  rendre  la  limite  supé 
rieure  plus  petite  qu'un  nombre  donné,  par  conséquent 

I  <Pn  (W)  —  $  (U)  |  dU  =  0. 

0 

50.     Voici  comment  on  peut  interpréter  ce  résultat. 

Désignons  par  les  symboles  DM  et  D  les  distributions  de  masse  ca- 
ractérisées par  les  fonctions  <pn  (w)  et  <ï>  (u).  On  peut  passer  de  la  distri- 
bution Dw  à  la  distribution  D  par  un  certain  transport  de  masses.  Con- 
venons de  dire  que  le  transport  d'une  masse  m  sur  une  longueur  l  exige 
un  travail  mesuré  par  ml.  Alors  on  voit,  sans  difficulté,  que  le  travail 
total  minimum  nécessaire  pour  passer  de  D„  à  D  (ou  réciproquement) 
est  mesuré  par 


; 


<pn(U)  —  <Ï>(W)  |  dU. 

o 

Nous  désignerons  ce  travail  minimum  aussi  par  \Dn,  D\,  et  il  semble 
naturel  de  dire  que  la  distribution  Dw  diffère  infiniment  peu  de  D 
lorsque  {D„,  Dj  est  infiniment  petit. 

Ainsi  D  peut  être  considérée  comme  la  limite  de  D„. 

En  général ,  lorsqu'on  a  une  suite  infinie  de  distributions 

J-'i  >     -^2  >     ^3  >     •  •  •  i 
et  qu'il  existe  une  distribution  D  telle  que 

ÎD„,  D} 

devienne  inférieure  à  e  dès  que  n  surpasse  une  certaine  limite  ,  on  dira 
que  D  est  la  limite  de  Dw. 

On  peut  reprocher  à  cette  définition  de  faire  intervenir  la  limite  D 
elle-même,  et  puisque 

|DW,  D„  +  M'|  g  ÉD„,  DJ  -f  {D,  Dn+n'\  <  2e, 

on  serait  porté  à  adopter  la  définition  suivante  :  la  suite 

tend  vers  une  limite  s'il  existe  un  nombre  n  tel  que 

ÎDW,  Dn+n'\  <  s, 
e  étant  un  nombre  positif  arbitraire. 
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Mais  il  est  clair  que  cette  définition  manque  de  sens  précis,  tant 
qu'on  n'aura  pas  démontré  qu'il  existe  effectivement  une  distribution  D 
telle  que  )Dn,  D\  devienne  infiniment  petit.  Nous  avons  voulu  indiquer 
seulement  cette  question ,  que  nous  n'examinerons  pas  ici. 

Puisque 

n 
P2n(«)         Y"        M'- 


=  1 


Q2n(«)        àmtS  +  Xi 

1 

on  voit  qu'on  peut  considérer  cette  réduite  elle-même  comme  une 
espèce  de  moment  paramétrique  (dépendant  du  paramètre  z)  de  la 
distribution  Dn.  Et  le  résultat  principal  de  nos  recherches  revient  donc 
à  ce  que  le  moment  paramétrique  de  DM  a  pour  limite  le  moment 
paramétrique  de  D. 

Or,  si  l'on  considère  l'intégrale  définie  par  laquelle  s'exprime  le 
moment  paramétrique  de  D,  et  si  l'on  se  rappelle  la  définition  d'une 
intégrale  définie  comme  limite  d'une  certaine  somme,  on  verra  que, 
pour  cette  somme,  on  peut  justement  prendre  le  moment  paramétrique 
de  D„,  c'est-à-dire  la  2wième  réduite  de  la  fraction  continue.  On  peut 
donc  dire  que  la  fraction  continue  est  une  transformation  identique  de 
l'intégrale  définie.  Cette  singulière  réduction  l'une  à  l'autre  de  deux 
expressions  analytiques  si  différentes,  une  intégrale  définie  et  une  frac- 
tion continue,  nous  l'avons  remarquée  pour  la  première  fois  dans  le 
cas  particulier  où  §2n(z)  est  un  polynôme  Xn  de  Legendre.  (Voir 
Comptes  rendus,  t.  XCIX,  p.  508;  1884). 

C'est  le  désir  d?  généraliser  ce  résultat  qui  nous  a  fait  entreprendre 
les  recherches  que  nous  exposons  ici. 


II  32 
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CHAPITRE  VIII. 

ÉTUDE    DE    L'INTÉGRALE    ƒ       p—  • 

J        Z  -j-U 


51.  Soit  xp  (u)  une  fonction  croissante  quelconque  [v(0)  =  0],  nous 
supposerons  seulement  que  la  distribution  de  masse  quelle  représente 
a  des  moments  finis  d'ordre  quelconque ,  et  nous  poserons 

ƒ00 
uk  dxp  (u). 

0 

Considérons  maintenant  l'intégrale 

dxp  (u) 


z-\-u 
o 

qui  représente  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan ,  excepté  la 

coupure.  Si  la  fonction  y>(u)  est  constante  à  partir  de  u  =  a,  l'intégrale 

se  réduit  à 

~ady{n) 


ƒ 


z-\-u 


et  la  coupure  ne  s'étend  que  de  w  =  0  jusqu'à  u  =  —  a.  Tous  les  mo- 
ments sont  alors  finis  dès  que  cela  est  le  cas  pour  c0  =  xp  (a).  L'intégrale 
admet  évidemment  un  développement  asymptotique 


Cq  C\      ,      Co 


.,2   "T    „'à 


S2         z'à 


qui  est  divergent  en  général  et  convergent  pour  |  z  \  >  a  dans  le  cas 
particulier  que  nous  venons  de  mentionner. 

Mais  on  a  toujours,  lorsque  z  =  x  est  réel  positif, 


f 


dxp{u)_=   CQ  Çx  n.-iC»-iH    /       i>     %Cn 

x  +  u        x       £2~r'*'T~v       ;         xn   ~K       '  xn  + 


Le  développement  en  fraction  continue  de  cette  intégrale,  ou ,  à 
proprement  parler,  de  son  développement  asymptotique,  a  fait  l'objet 
des  recherches  de  Tchebicheff,  Heine,  Darboux. 
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Nous  allons  reprendre  ici  cette  étude ,  en  nous  attachant  surtout  à 
la  question  de  la  convergence ,  qui  n'a  guère  été  considérée  dans  les 
travaux  antérieurs  que  nous  venons  de  rappeler,  et  dans  lesquels  on  a 
pris  toujours  la  fraction  continue  sous  la  forme  (I d)  (voir  l'Introduction). 

Pour  réduire  la  série  en  fraction  continue ,  on  n'a  qu'à  appliquer  les 
formules  du  n°  11,  les  déterminants  AM  et  BM  seront  positifs  comme 
déterminants  des  formes  quadratiques  positives 

ƒ""    (X0  4-  wX,  -f  m2X2  -h  ...  H-  u»-1  Xw_!)2  dy>{u), 

M(XoTuX14-M2X2T...TM"-1Xn-l)2^(4 


ƒ 


0 

On  trouvera  donc  une  fraction  continue  du  type  que  nous  avons 
étudié,  les  a*  étant  positifs. 

Dès  lors ,  nous  pouvons  appliquer  les  résultats  obtenus  par  l'étude 
directe  de  la  fraction  continue. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  • 


1°  La  série  \\  an  est  convergente. 


i 
Dans  ce  cas  on  a 


Q2„(2)  '       q(z)       W  zArU      J      z  +  u 


o 

00 


00 

2°  La  série  \\  a»  est  divergente. 


Dans  ce  cas ,  on  a 


ta?#>  =  FW=^i*<a) 


Qn(«)  J        *+M 


ii 


d  y;  (m) 


/    et  w  (  ?/  ) 
.        qui  a 

été  l'origine  de  la  fraction  continue  ? 
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52.     Pour  répondre  à  cette  question,  supposons  d'abord  s  =  x  réel 
et  positif.  On  a  alors  ce  théorème  (voir  Comptes  rendus,  t.  CVIII 
p.  1297  ;  1889) : 

Le  minimum  de  l'expression 

/"^^[l+X^aj  +  ^  +  X^aj  +  u^-f-  ...  +  Xn(s  +  u)-J 

o 

est  égal  à 

/■»  dyj(u)  _  ?2n(x) 

J        X-\-U  Q2n{x) 

0 

et  l'on  a  donc  nécessairement 

rœ  dy>(u)      ?2n{x) 

J        X-\-U  Q2n(») 

0 

La  vérification  est  facile  ;  posons 

£  =  1  +  X1  (x  -f  m)  -f-  X2  (x  +  w)2  +  . . .  +  Xw  (a  +  w)M; 
les  conditions  du  minimum  sont 

(1) r(x  +  u)k2dy>(u)  =  0       [Ä  =  0,  1,2,.:., (w—  1)]. 

o 

Ces  relations  sont  visiblement  équivalentes  à  celles-ci 

/>*"W  =  0  [*=0,  1,2,. ..,(«-.)], 

0 

ou  bien ,  si  l'on  se  souvient  le  symbole  S  introduit  au  n°  11 , 

S  {m* £|=0  0=0,  1,2,  ...,(n—  1)]. 

D'après  la  formule  (3)  du  n°  11,  le  polynôme  £  dans  le  cas  de  mini- 
mum, ne  diffère  donc  que  par  un  facteur  constant  de  Q2n( — u),  et, 
puisque  £  se  réduit  à  l'unité  pour  w  =  —  x,  on  aura 


Ç> Q2n(" 

Q2n 

(x) 

;  minimum 

est 

/-0C 

J 

0 

rf  yj  (u)    s 
x-J-w  ' 

0 

rf  V  (u) 
x-\-u 

£[1  +  X: 

(s  + 
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ce  qui,  à  cause  des  formules  (1),  se  réduit  à 

/•*  d  Xj>  (M)  £  _    ƒ■»  d  xp  (M) 1_    ƒ•»  Q2n(rg)  —  Q2n(—  «)    , 

J     a?  +  ti     "   J     x-\-u       Q2„(#)/  a?  +  h  w 

oo  *o 

La  dernière  intégrale  est  évidemment  égale  à 


S 


Q2n(x)  —  Q2»(—  U) 


=  P2n(rr), 


x-\-u 

ce  qui  achève  la  démonstration. 

On  vérifiera  aussi  aisément  ce  second  théorème  : 

Le  minimum  de  l'expression 

/"^^Ci+Xl(^  +  W)  +  X2(^"fM)2  +  ---  +  Xn(:"  +  M)M]2 
o 

est  égal  à 

?2n+i(x)  _  r*5  dytju) 

Q2n  +  l(«)        J       Oî+H 

0 

et  l'on  a  donc  nécessairement 

P2W+iQe)  >  z00  fa'  w  (u) 

0 

A  ces  théorèmes,  j'ajouterai  la  remarque  suivante: 

Dans  le  cas  du  premier  théorème,  £  est  le  polynôme  en  u  le  plus 

—  u\n 


général  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  u  =  —  x.  Or  f j  est  aussi  un  tel 

polynôme;  on  aura  donc 

rœ  dyr(u)       P2n  (x)       j  *  u2ndy>(u) 

J        X+U  q2n{x)<J       X*n(X+U)' 

0  0 

c'est-à-dire 

P2w  (X)  C0  ^L_l__^2_  C2M-1 

Q2n(z)  X  X2^~  X3  '"  X2n     ' 

et  l'on  trouvera  de  même 

P2n  +  1  (X)  Cp_  Ol      i  |         C2A 

^n  +  liX)^     X  a?  1-----r-a;2»  +  r 
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Ces  inégalités,   nous  les  avions  obtenues  déjà  (n°  15),  mais  rappro 
chons-les  maintenant  de  celles-ci 

P2n  (X)         f°°  d  y>  (M)         Ftn  +  lJX)  _ 

Q2W(#)     /     x-\-u      Q2w+i(^) 

0 

Pour  calculer  numériquement  l'intégrale 


/ 


00  dxpju) 
x-\-u  ' 


on  peut  se  servir  de  la  série  (même  divergente) 

^0 _£l_     I     _^2 

X  X2     '     iC3  '  "  ' 

la  somme  d'un  nombre  pair  de  termes  donnera  toujours  une  limite  in- 
férieure,  la  somme  d'un  nombre  impair  de  termes  une  limite  supé- 
rieure. 

Mais  on  peut  aussi  réduire  la  série  en  fraction  continue  :  les  réduites 
successives  donneront  encore  alternativement  des  limites  supérieures 
et  inférieures. 

Nous  voyons  maintenant  qu'il  y  a  toujours  avantage  à  réduire  la 
série  en  fraction  continue  :  les  limites  données  par  les  réduites  sont 
plus  rapprochées  que  celles  données  par  la  série. 

La  limite  de  l'approximation  que  peut  donner  la  fraction  continue 
est  caractérisée  par  ces  inégalités 

FW<f^<FlW. 
—J      x-\-  u  —    l 

o        T 

53.  Il  est  facile  maintenant  de  répondre  à  la  question  posée  à  la  fin 
du  n°  51. 

Dans  le  premier  cas ,  lorsque  la  série 


£«« 


i 


est  convergente ,  nous  savons  que  le  problème  des  moments  est  indé 
terminé  (n°  24).  C'est  dire  qu'il  existe  une  infinité  d'intégrales 

d  y>  ju)  j  °°  d  \px  (u)  f°  d  y2  (u) 


J     z-\-u'       J      s  +  m  '       j 


z-\-u 
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qui  sont  des  fonctions  holomorphes  distinctes  de  z,  qui  donnent  le 
même  développement  asymptotique 

Z         z2         z3 
et,  par  conséquent,  aussi  la  même  fraction  continue. 

Le  calcul  des  réduites  de  cette  fraction  continue  conduit  à  deux 
limites 

d<P(u)  _  _p(z)  _  y^      jij 


J      z-\-u  '  '  q{z)'~  Z*  z  --Xi 


î 

oo 


/-  a<i\{u)  _px\z)  _y     yi    ; 
J      z-\-u     ~ qx{z)~~  L*  z  +  iïi 

0  0 

mais  on  ne  peut  établir  évidemment  aucun  lien  précis  entre  ces  deux 
fonctions  parfaitement  déterminées  et  une  intégrale  telle  que 

dip  (u) 


ƒ 


z-\-u 


puisque  cette  fonction  est  susceptible  de  varier. 

La  seule  chose  qu'on  peut  affirmer  c'est  que,  pour  z  =  x,  on  aura 

toujours 

p  jx)  <  f*  dy>  (u)     p^x) 


q  (x)  —J      x-\-u  —  qx  {x) 
o 

Les  fonctions  0  (u)  et  <S>X  (u)  figurent  d'ailleurs  aussi  parmi  les  déter- 
minations possibles  de  y>  (u). 

On  ne  peut  pas  avoir,  pour  une  valeur  particulière  x  =  x0, 

p(x0)  _/'°°  d  \p  (u)  ^ 
Q(Xo)      J     z0  +  w' 

0 

sans  qu'on  ait  identiquement  dans  tout  le  plan 

p(z)       rcody(u)_  _  r»  d<P{u) 


q{z)      !      z-\-u       f      z-\-u 

0  0 


et  les  fonctions  y(u),  <ï>  (u)  peuvent  être  considérées  comme  identiques 
puisqu'elles  caractérisent  la  même  distribution  de  masse. 
En  effet  nous  avons  vu  que 


ƒ 


d  yj  (u)       P2w  (x0)  _Ctod  w  (w) 


Xq+U         Q2n{x0)        J        X0+U[    Q2»W   J 
0  0 


Q2n(—  M) 
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Or,  si  le  second  membre  tend  vers  zéro  pour  n  =  oo,  comme  nous 
le  supposons  ici ,  cela  aura  lieu  à  plus  forte  raison  lorsqu'on  remplace 
X(,  par  un  nombre  plus  grand.  Par  conséquent,  on  aura 

p  (z) /•"  dyju) 

q(z)~J      z  +  u  ' 

o 

dès  que  z  est  réel ,  positif,  plus  grand  que  x0. 

Mais  alors  cette  égalité  aura  lieu  dans  tout  le  plan. 
On  verra  de  même  que  l'égalité 


Pi  (xo>  _  .  /*°°  d  V  M 


entraîne  l'identité 


Qi(xQ)     J     Xo  +  u 

o 


Pi  W  .  .  f*  d  w  (w) 


q1  (z)       J      z+u 
o 

Tant  que  la  distribution   de  masse,  caractérisée  par  y; (m)  n'est  pas 
identique  à  une  de  celles  représentées  par  $  (u)  et  $}(»),  on  aura 

P  (x)       r30  dipju)      pt  (x) 


q(x)      J      x  +  u       ql(x) 
o 

l'égalité  étant  exclue. 

54.    Dans  le  second  cas,  la  fraction  continue  est  convergente  et  l'on 
aura  ,  pour  z  =  x, 

r™dxp  (u)  _       Pn(x)__  rcod4f{u)m 
J     x-\-u  "  imQn(x)  ~J     x-\-u' 

0  0 

car  ,  dans  ce  cas  ,  F  (x)  =  F1  {x).  II  s'ensuit  que  l'on  a 

J    7+17  ~~J    ~z  +  u  ' 

0  0 

car  cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu  pour  z  =  x  sans  avoir  lieu  dans 
tout  le  plan.  Les  fonctions  %p  (u)  et  $  (w)  seront  identiques  ou  elles  re- 
présenteront au  moins  la  même  distribution  de  masse. 

On  voit  aussi  que  le  problème  des  moments  est  déterminé  dans  le 
cas  actuel ,  et  qu'il  n'admet  pas  d'autre  solution  que  celle  caractérisée 
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par  la  fonction  $  (u)  ou  tp(u).  En  effet,  si  le  problème  avait  une  autre 
solution  caractérisée  par  wx{u),  l'intégrale 

f*  d  %px  (u) 
J      z-\-u 

0 

donnerait  toujours  la  même  fraction  continue,  et  il  s'ensuivrait 

~a>dtp1(u)_    fcody(u)_     (™d$(u) 


f™  cixp  (U)  _     : 
~J      z4-u  ' " / 


z  -\-u       J      z  -\-u       j      z-\-  u 

0  0  0 

Il  est  à  remarquer  que  ce  second  cas  peut  arriver,  même  lorsque  le 
développement 

co    _  _£l_    l    _^2 

z         z2  ~1~  z8 

est  toujours  divergent.  En  effet ,  la  série  est  dans  ce  cas  lorsque 

Cn  +  l 
Cn 

croît  au  delà  de  toute  limite.  Nous  savons  que ,  pour  cela    il  faut  et  il 
suffît  que  les  nombres 

(n=  1,2,3,...) 


anaw+i 

ne  soient  pas  limités  supérieurement.  Or,  il  est  clair  que  cela  n'em- 
pêche nullement  la  série 

ax  +  a2  -f  ff3  -f . . . 

d'être  divergente.  On  pourrait ,  par  exemple ,  prendre  arbitrairement 
tous  les  ai,  exceptés  ceux  d'une  certaine  suite  infinie 

flpi       Ctq ,       Cl  r  t       Ct  s ,       •••» 

et  déterminer  ensuite  ceux-ci  de  façon  que  les  nombres 

1                      1                      1 
,        ,  ,        ... 

dpdp  +  l  dq(lq-\-l  arCLr-\-l 

croissent  au  delà  de  toute  limite. 

55.     Pour  donner  un  exemple  de  la  théorie  que  nous  venons  d'ex- 
poser, considérons  l'intégrale 


f 


[l-Msin(l^M)]e-^M 
u 
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où  — l^A^l.  Puisque 

dtp  (u)  =  [l  -f  X  sin  (l^w)]  ê-^«dw, 

nous  avons  affaire  ici  à  une  distribution  de  masse  à  densité  finie.  Cette 
distribution  varie  d'ailleurs  avec  le  paramètre  X.  Mais ,  si  l'on  calcule 
les  moments,  on  trouve 

ck=  f    uke-^'udu  (Zc  =  0, 1,2,3, ...); 

o 

ils  ne  dépendent  pas  du  paramètre  X;  en  effet,  on  vérifie  sans  peine 
que  les  intégrales 

ruksm(P/u)e-*  "dw  =  4  f°V*+3sin  «e-ucÜM     (/c  =  0,  1,2,3,...) 

*0  0 

sont  toutes  nulles.  Le  problème  des  moments  a  donc  manifestement 
une  infinité  de  solutions;  nous  sommes  dans  le  cas  indéterminé,  et  il 
est  certain  que  des  valeurs  des  a,-  seront  telles  que  la  série 


00 

i 


est  convergente.  La  fraction  continue  donnera  deux  limites 

00  00 

q(z)       L^z+xC        q1  (s)       Ws  +  Öi' 

1  o 

et  les  distributions  de  masse  (/ui}  Xi),  (vi}  0t)  constitueront  encore  deux 
solutions  particulières  du  problème  des  moments.  Mais  on  ne  peut 
établir  aucun  lien  précis  entre  la  valeur  de  l'intégrale  et  les  limites 
fournies  par  la  fraction  continue.  Toutefois ,  lorsque  z  =  x  est  réel  po- 
sitif, on  pourra  toujours  obtenir  des  limites  supérieures  et  inférieures 
de  l'intégrale  en  calculant  les  réduites.  Mais,  puisque  les  Ck  et  les  a*  ne 
dépendent  point  de  X,  on  voit  qu'on  ne  tient  aucun  compte  de  la  partie 


f°  sin(l^w)e-^M  ,       ^v 

ƒ  — j du  —  nXe~r*- 


x-\-u 

0 

Puisque  X  peut  varier  de  —  1  à  -|-  1 ,  on  en  conclut  nécessairement 


2M     m>int-*r.. 


RECHERCHES  SUR   LES   FRACTIONS  CONTINUES.  507 

La  fraction  continue  ne  peut  donner  qu'une  approximation  limitée, 
comme  c'est  le  cas  aussi  du  développement  en  série.  En  calculant  ax , 
a2,  . . . ,  on  voit  que  ces  nombres  suivent  une  loi  très  compliquée ,  en 
sorte  qu'on  ne  peut  pas  vérifier  directement  la  convergence  de  la  série 

(Zn- 

1 

56.  Je  donnerai  encore  un  autre  exemple  dans  lequel  cette  vérifi- 
cation peut  se  faire. 

Soit  f{u)  une  fonction  impaire  et  périodique  de  u, 

f(u  +  $)  =  ±f(u), 
alors  l'intégrale 

f    uku-lQ%u  f  (log  w)  du, 

o 

où  k  est  un  entier  quelconque,  positif    nul  ou   négatif,  est  toujours 
nulle. 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  remarquer  que 

f      e-v'f(v)dv  =  0 
et  de  faire  la  substitution 

V  = ^—  -f  lOg  M. 

Ainsi,  dans  le  cas  f{u)  =  sin  (2 n m), 

uku-\ogu  S[n  (2 n  Jog  u)du  =  0. 

0 

Je  considère  maintenant  l'intégrale 

_1 
V 


1_  r-l+lrinPttlog^., 
ni  zArU 


où 

—  lgAg  +  1. 
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On  voit  que  les  choses  se  passent  comme  dans  l'exemple  précédent; 
la  valeur  de 

ck=-i-l    uku-^udu=*  e-«*+(*+i)«dM  =  e4l  T  \ 

vn)  v  ni 

o  — œ 

est  indépendante  du  paramètre  X. 

La  fraction  continue  doit  donc  être  oscillante  ;   cela  se  vérifie  ici 
directement ,  puisqu'on  a 

1\  /  â\  /  n  —  \\         n 


2n  +  l 
«2n  +  l  = 


(l  —  e    2)(i_e-i)(i_e    ï)...(l  — «    a) 
A  cause  de  e  >  1 ,  la  convergence  des  séries 

2^d>2n,  }      «2*1  +  1 

est  manifeste.  Pour  abréger,  je  supprime  le  calcul  qui  donne  les  valeurs 
des  an  (et  qui  reste  valable  sans  qu'on  ait  besoin  de  supposer  que  e  ait 
la  valeur  particulière  2,71828  . . .). 
Dans  le  cas  actuel ,  la  différence 

Pi  (x)      P  (a?) 
q1{x)    '  q(x) 

doit  surpasser  nécessairement 

2     /■-  8in^gjOtt  ^^  x> 

o 

57.  Comme  exemple  du  cas  déterminé,  je  rappellerai  d'abord  la 
fraction  continue  étudiée  par  Laguerre ,  dont  nous  avons  parlé  dans 
l'Introduction.  Puisque,  dans  ce  cas, 

,  1 

«2*1  —  1  =  1,  «2n  = — I 

n 
la  fraction  continue  est  convergente  et  représente  dans  tout  le  plan , 
excepté  sur  la  coupure,  l'intégrale 


I 


z-\-u 

0 
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La  masse  s'étend   ici  à  l'infini ,  et ,  en  effet,  les  nombres  6M  = 

....  ,   .  aMfln-fl 

ne  sont  pas  limités  supérieurement. 

Dans  le  cas  où  la  masse  ne  s'étend  pas  à  l'infini,  la  fraction  continue 
est  naturellement  toujours  convergente,  car  le  développement  en  série 
est  alors  même  convergent  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  z. 

Comme  exemple  de  ce  cas,  considérons  une  fraction  continue  pério- 
dique telle  que 

On  connaît,  dans  ce  cas,  immédiatement  la  fonction  F  (z) 


y  M  -  -  V*2  +  2  (P  +  <?)  *  +  (P  -  -  Qf  -  Z  +  P  ~  Q 

r  \z)  — 

22 

et 

a2  n  =  (|)n, 

1   (q\n 
a2n  +  1=I\-p-J  ; 

l'une  des  deux  séries 

00 

]jTa2 

i 

0 

sera  toujours  divergente.  Mais 

la  fonction  F  (z)  doit  pouvoir  se  mettre 

sous  la  forme 

1 

'"  d  $  (m) 

J      z-\-u 

0 

et  l'on  a  vu,  dans  le  n°  39,  comment  on  peut  mettre  F (2)  sous  cette 
forme,  si  l'expression  explicite  de  F  (z)  est  connue. 

Ce  calcul  conduit  ici  aux  résultats  suivants.  Deux  cas  sont  à  distin- 
guer selon  que  p^.  q. 

Premier  cas  :  p  >  q. 
Posons 

a  =  {Vp-V-q)\ 

ß  =  (Vp+  Vqf, 
on  aura 

V~oTß         1     [P  V(u  —  a)(ß  —  u)     du 


>»-^+àr 


u  z  -\-u 


Ainsi  il  y  a,  à  l'origine,  une  concentration  de  masse  égale  à  Vaß=p — q, 
puis  une  distribution  continue  de  masse  dans  l'intervalle  (a,  ß). 
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Second  cas:  p  <  q. 
On  trouve  simplement 


F(z)-±  fßV(n-a)(ß-u)     du 


z  -\-u' 

a 

la  masse  concentrée  à  l'origine  du  premier  cas  a  disparu.   Dans  le  cas 
particulier:  p  =  q,  on  a  a  =  0,  et  l'on  peut  appliquer  l'une  ou  l'autre 
des  formules  trouvées.  Il  n'y  a  pas  de  masse  concentrée  à  l'origine, 
mais  la  densité  y  devient  infinie. 
Dans  le  premier  cas,  la  série 

00 

«2Ä+1 

est  convergente ,  et  sa  somme  est  1  :  (p  —  q). 

58.     Nous  allons  montrer  que,  toujours  dans  le  cas  déterminé ,  la 
masse  concentrée  à  l'origine  est 


00 


1  :  ^T  a2*+t; 
o 

elle  est  nulle  lorsque  la  série  est  divergente. 
Dans  le  cas  indéterminé , 


oo 


1  :  /  ,a2fc+i 
o 

est  le  maximum  de  la  masse  qui  peut  être  concentrée  à  l'origine  ;  elle 
s'y  trouve ,  en  effet ,  dans  la  distribution 

puisque 

oo 

o 
mais ,  dans  toute  autre  distribution ,  la  masse  concentrée  à  l'origine 
est  moindre. 

Je  rappelle  la  limitation 

dy(u) 


0 
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nous  savons  (n°  15)  que 

00 

lim  x F1  {x)  =  1  :  ;    g^i, 

x  =  0  "** 

0 

Nous  allons  montrer  que 

..      r°°  xdxp(u) 

lim  /     r —  =  lim  w  (s)  =  /n. 

0 

en  désignant  par  jli  la  masse  concentrée  à  l'origine. 
En  effet , 


rœ  xdy(u)  _     rxt  xdxp  (u)       r^x  xdxpju)       r 
J       x  +  u     ~J       x-\-u     t~J         x-\-u     t~) 

0  0  x« 

et  il  est  évident  que 


3  xdy(u) 
X-\-U 


x*  xdip{U)         yj  (X2) 


rx  x  a  xp  {u)  _     1 

J       x-\-u      ~l--Çx 

o 


(0  <  è  <  i) 


J  ^+^<Y+v^[v '  ,_v' (    )]; 

l/x 

la  première  intégrale  tend  vers  /*,  les  deux  autres  vers  zéro.  Dans  le 
cas  déterminé ,  on  a 

J      x  +  u  l 

0 

il  vient  donc 

00 

/"=  1  :  /  ,fl2/c  +  i- 
o 

Dans  le  cas  indéterminé ,  on  peut  conclure  seulement 


£!:]£* 


0 

et  cela  pour  toutes  les  distributions  équivalentes  qui  donnent  les  mêmes 
moments  et  la  même  fraction  continue. 
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Nous  savons  d'ailleurs  que,  pour  la  distribution  caractérisée  par 
^  (u),  on  a 

oo 

it  =  vQ  =  1  :  y^  ci-ik  +  \. 
o 

Je  dis  maintenant  que,  pour  toute  autre  solution  du  problème  des  mo- 
ments ,  on  a 

oo 

o 
En  effet,  admettons  que,  pour  <b1  (u)  et  ^{u),  on  ait 

oo 

/"  =  1  :  /  ,ci2k+i- 
o 

Si ,  dans  chacune  de  ces  deux  distributions  (supposées  différentes) , 
on  enlève  la  masse  /u  concentrée  à  l'origine ,  il  restera  deux  systèmes 
de  masses  donnant  encore  les  mêmes  moments,  c'est-à-dire  équiva- 
lentes. Il  existe  alors  une  troisième  distribution  de  masse,  équivalente 
à  ces  deux-là  et  qui  a,  à  l'origine,  une  masse  finie  /u'.  Cette  distribution 
est  caractérisée  par  une  fonction  $[{u)  analogue  à  $x  (u).  En  rétablis- 
sant maintenant  la  masse  ju,  on  aurait  une  solution  du  problème  des 
moments  primitifs ,  avec  une  masse  (i  -f-  p'  à  l'origine  qui  serait  supé- 
rieure à 


L 


Q2k  +  1' 


0 


Cela  est  impossible,  d'où  la  proposition  énoncée. 
59.     Dans  le  cas  où  la  série 

00 

1 
est  divergente  ,  nous  avons  vu  que  la  fraction  continue  est  convergente 
et  que  la  limite  des  réduites  est 

œ  d$(u) 


F(s)  =  f 


z-\-u 

0 
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Il  est  clair  maintenant  que  la  fonction  <!>(?<)  qui  figure  ici  n'est  assujettie 
dans  un  intervalle  quelconque  (a,  &),  à  aucune  autre  condition  restric- 
tive que  celle  d'être  croissante.  Il  s'ensuit  qu'en  général  la  coupure  est 
bien  une  ligne  singulière  à  travers  laquelle  il  est  impossible  de  conti- 
nuer analytiquement  la  fonction  F  (z).  En  effet ,  pour  que  cette  conti- 
nuation analytique  soit  possible  à  travers  l'intervalle  ( — a,  — b)  de  la 
coupure ,  il  faut  que  la  fonction  $  (u)  soit  une  fonction  analytique  de  u 
dans  l'intervalle  (a,  b).  Or  c'est  là  une  condition  très  restrictive  qui  ne 
sera  point  satisfaite  en  général. 

Mais,  si  l'on  veut  donner  des  exemples  particuliers,  on  ne  peut 
guère  commencer  par  se  donner  les  a,k,  ou  cela  n'est  possible  que  dans 
des  cas  très  restreints.  Il  faudra  bien  se  résigner  à  prendre  pour  $  (u) 
quelque  fonction  analytique,  ainsi  s'explique  qu'en  réalité  nous  n'avons 
pu  donner  aucun  exemple  du  cas  général  dans  lequel  la  coupure  est 
une  ligne  singulière.  Dans  tous  nos  exemples,  la  coupure  est  seulement 
une  coupure  artificielle. 

60.  La  fonction  y  (u)  étant  donnée,  ou  la  distribution  de  masse 
qu'elle  représente,  comment  peut-on  savoir  si  la  fraction  continue  pour 

drp  (u) 

z-\-u 
o 

est  convergente  ou  divergente?  C'est  là  un  problème  qui  présente 
quelques  analogies  avec  celui  qui  consiste  à  décider  de  la  convergence 
ou  de  la  divergence  d'une  série  donnée.  On  n'en  peut  guère  donner  une 
solution  générale;  tout  ce  qu'on  peut  faire,  c'est  donner  quelques  règles 
qui  permettent  de  répondre  à  cette  question  dans  un  certain  nombre 
de  cas  particuliers.  Lorsque  a  fraction  continue  est  convergente,  le 
problème  des  moments  n'admet  qu'une  seule  solution;  nous  dirons 
aussi,  dans  ce  cas,  que  la  distribution  de  masse  représentée  par  y  (u) 
est  déterminée.  On  ne  peut  guère  faire  varier  cette  distribution ,  sans 
introduire  des  masses  négatives,  si  l'on  veut  conserver  les  moments. 
Or  les  masses  négatives  seront  toujours  exclues.  La  distribution  de 
masse  est  indéterminée,  au  contraire,  lorsque  la  fraction  continue  n'est 
pas  convergente  ,  mais  oscillante. 

II  38 
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Voici  d'abord  quelques  remarques  qui  sont  à  peu  près  évidentes. 
Si,  à  une  distribution  de  masse  indéterminée,  on  ajoute  de  nouvelles 
masses ,  on  restera  toujours  dans  le  cas  indéterminé.  Si ,  à  une  distri- 
bution déterminée  on  enlève  une  partie  de  la  masse  (toujours  sans  in- 
troduire des  masses  négatives) ,  on  restera  dans  le  cas  déterminé. 

Dès  qu'on  trouve  deux  distributions  équivalentes  qui  ne  sont  pas 
identiques,  on  est  certainement  dans  le  cas  indéterminé. 

Qu'on  veuille  bien  se  reporter  maintenant  aux  formules  (8)  et  (11) 
des  nos  11,  12,  par  lesquelles  les  sommes 

öri4-«3+      •  •  +«2n  +  l, 
«2  +  °4+  '  •  •  -f«2n 

s'expriment  au  moyen  des  c^. 
On  trouve  facilement  que , 


7    7   Ci, &  Xt  x^  —  &  (x0 ,  Xj ,  X2, . . . ,  xn) 


o       o 


étant  une  forme  quadratique  définie  et  positive,  le  minimum  de 

êF(l ,  Xn  X2,  . . . ,  XM) 


s  exprime  par 


Co,o    Co,i     ...     Co,« 

Ci(0      Ci,i       ...       Ci,n 


Ci,i       .  .  .      Ci,M 


y^n. 


I  '") 


^n,  0      v/w,  i      ...       C-n,  n 

Dès  lors,  on  reconnaît  que  le  minimum  de 


t*n,n 


H  (1  -f-  Xi  u  -f  . . .  -f  XM  m")2  d  y  (n) 


est  égal  à 


1  :  (ax  -\-as  -f- . . .  -f-a2M  +  i), 


et  le  maximum  de 


|°°[1  -(1  -f  Xx  u  -h  X2m2  +  . . .  -f  XM u»)2] 


dxp(u) 


u 


est  égal  à 


a2  +  tt4+  •  •  '  "f  a2»e 
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On  trouve,  du  reste,  facilement  que,  dans  le  premier  cas,  on  a 

—  ttQ2n  +  l(0) 

et ,  dans  le  second  , 

1  -f  Xx  M  +  .  .  .  -f-  X»  M«  =  Q,n  (-  M). 

Pour  abréger,  nous  écrivons  le  premier  résultat  ainsi 

\dip{u)\n=  l:(«i-f  a3  +  •  •■  +  «2«  +  i). 

Remarquons  que  l'intégrale,  dont  \dy(u){n  est  le  minimum,  a  pour 
m  =  0,  un  élément  égal  à  la  masse  ju  concentrée  à  l'origine;  on  a  donc 

f*  <  \dy{u)[n, 

en  sorte  qu'on  retrouve,  de  cette  façon,  la  limitation 

GO 

/i  5S  1  :  /    q2/c  +  i. 

ci 

Lorsque  n  augmente,  \dyj(u)\n  ne  peut  que  diminuer;  pour  n  =  oo  , 
cette  expression  tend  vers  une  limite  positive  ou  nulle  que  nous  re- 
présenterons par 


JU 


61.  Considérons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  a  point  de  masse  concentrée 
à  l'origine.  Nous  savons  que,  dans  le  cas  déterminé,  la  masse  con- 
centrée à  l'origine  est  égale  à 

X 

1  :£a2fc+i, 

o 
donc 

Idv(«)|ao  =  o. 

Mais,  dans  le  cas  indéterminé,  la  série 

oo 

o 
est  convergente  et  par  conséquent 

\dy>{u)\x  >0. 
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Ainsi ,  s'il  n'y  a  point  de  concentration  de  masse  à  l'origine,  la  frac- 
tion continue  sera  convergente  ou  oscillante  selon  que 

|dv(w)lco 
est  nul  ou  positif. 

Si  la  distribution  3)  représentée  par  y  (u)  a,  à  l'origine,  une  masse /x, 
enlevons  cette  masse  et  soit  3>'  la  distribution  ainsi  modifiée.  Suppo- 
sons que,  d'une  manière  ou  d'autre  (par  exemple,  à  l'aide  de  la  pro- 
position précédente) ,  on  sache  si  la  distribution  3)'  est  déterminée  ou 
indéterminée,  qu'est  ce  qu'on  en  peut  conclure  pour  3)? 

Si  la  distribution  3)'  est  indéterminée,  3)  est  aussi  indéterminée.  Si, 
au  contraire,  3)'  est  déterminée,  je  dis  que  3)  est  aussi  déterminée,  en 
général  ;  il  faut  faire  exception  seulement  pour  un  cas  singulier  que 
nous  indiquerons.  En  effet,  voici  comment  on  peut  conclure  dans  le 
cas  où  3)  serait  indéterminée,  S)'  déterminée.  Soit  3>!  la  distribution 
équivalente  à  3) ,  mais  qui  a,  à  l'origine,  la  plus  grande  concentration 
de  masse  possible ,  cette  masse  étant  /uv  Elle  est  donnée  par  une 
fonction  $x 

r"d  $_j  (tt)  _  px{z)  _  y-      vi 
J      z  +  u" 'q1(z)    ~  L*  z  +  Bi' 

0  0 

et  v0  =  [iv  Tant  que  3)  n'est  pas  identique  à  2)^  on  a 

/"i  >  j". 

Enlevons  à  3)j  la  masse  ju  (ce  qui  peut  se  faire  sans  introduire  une 
masse  négative),  on  aura  une  distribution  3)(  équivalente  à  3)'.  Donc, 
si  3)'  est  déterminée,  3)(  et  3)'  doivent  être  identiques,  et,  par  exemple, 
aussi  3)  et  3>r 

On  peut  donc  dire,  si  3)'  est  déterminée,  3)  l'est  aussi  en  général  ; 
il  y  a  exception  seulement  lorsque  3)  est  une  distribution  du  type  (v,-,  0,-) 

62.  Je  vais  supposer  maintenant,  comme  cela  arrive  dans  les  exem- 
ples particuliers  qu'on  peut  traiter, 

dip(u)  =  f(u)du, 

f{u)  étant  une  fonction  positive  et  généralement  continue.  On  a  ici 

\f(u)  du\n  =  minimum  de  /     f{u)  jl+X^-f  ...  +  Xnun{2du. 


RECHERCHES   SUR    LES   FRACTIONS   CONTINUES.  517 

D'abord ,  dans  certains  cas  particuliers,  on  sait  calculer  ce  minimum, 
ou  obtenir  la  fraction  continue.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas 

ba     i  x  ua~l  e~hu 


a)J  z  +  u 


r( 

0 

on  trouve 

a  (a  -f-  1  ) . . .  (a  -f-  n  —  1  ) 


«1  =  1  ,  «2n+l  = 


1  .2...W 


b  1  .2.3...  (n— 1)6 


fl2  =  —  '  0  2  n  =  — 


a  ùn      a(a+l)...(a  +  n— 1) 

„  -Cnu-L        J-„  _(a+l)(a  +  2)...(a  +  n) 

Puisque  a  >  0,  on  voit  que  la  série  N    ö2hi  est  divergente,  donc 

n 

Il  est  clair  que,  c  étant  une  constante  positive,  on  a 

)f(cU)du\n  =  —  )f{u)du\n, 

(y 

\f{cu)dulao  =  —tf(u)du\<X). 

D'autre  part ,  si 

A  (m)  :  ƒ(») 

reste  inférieur  à  un  nombre  fixe,  on  aura 

{/!(»)<*«!„=(>. 

dès  qu'on  sait  que 

Si ,  au  contraire ,  le  rapport 

fi  («0  :  /"(m) 
est  constamment  supérieur  à  un  nombre  positif,  on  aura  certainement 

\f1(u)du\ao>0, 

dès  qu'on  sait  que 

]f{u)du\T  >0. 

63.     On  peut  aller  plus  loin  dans  cette  voie,  et  nous  démontrerons 
cette  proposition. 
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Supposons  que 

)f(u)dulgo=0, 

et  que  le  rapport  fx  (u)  :  f(u)  a  un  maximum  fini  Ma  dans  l'intervalle 
(a,  oo  )  (ce  nombre  Ma  pouvant  d'ailleurs  croître  indéfiniment  lorsque  a 
tend  vers  zéro) ,  alors  ,  je  dis  qu'on  aura  aussi 

)fl{u)du\.Xj  =  0. 

Pour  le  démontrer,   soit  e  un   nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le 
voudra.  Je  détermine  d'abord  un  nombre  positif  a  par  cette  condition 


ƒ"  f^{u)du  >   -e. 


Soit  ensuite  f(u)  une  fonction  qui  est  nulle  dans  l'intervalle  (0,  a)  et 
égale  à  f(u)  pour  u  >  a. 
On  aura 

\f{u)du\n=  f  f(u)  Z{ufdu=r  f{u)  2{ufdu, 

£  (u)  étant  un  certain  polynôme  du  degré  «  en  m  et  qui  se  réduit  à 
l'unité  pour  u  =  0. 

D'autre  part ,  si  l'on  a 


\f(u)du\n=r f(u)  £{u)2d 


u, 


on  aura 


)f{u)du\n=  fX f{u)  £(ufdu=  f* f{u)Sl{ufdu<  \f{u)du\n. 


Donc,  puisque  nous  supposons 

)f(u)du\„=0, 
on  aura  aussi 

)f(ü)du\x=0. 


J'observe  ensuite  que 

ƒ00  y~a  -CO  

fl(u)Z{u)2du=     fl(u)2(uydu+  I    /",(")  £(u)-du. 
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Or,  le  polynôme  2  (u)  est  déterminé  à  un  facteur  près  par  les  con- 
ditions 

..00         — 

/   f(u)£{u)nkdu  =  0  (ä=1,  2,  ..  .,  n), 

o 
ou 

ffiu)  2{u)ukdu  =  0. 

a 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  racines  de 

£(w)  =  0 

sont  positives,  plus  grandes  que  a.  Et  puisque  2(0)=  1,  on  voit  que, 
dans  l'intervalle  (0,  a),  on  a 

0  <  2  (m)  ^  1 , 
et ,  par  conséquent , 


I   fx{u)<l{ufdu<\   /i(u)dw<f 


n 

Ensuite 

Çfx  {u)  £  (uf  du<Ma  j"*f{u)  £  (M)2dw  =  Ma  \f(û)  du\n, 

a  a 

donc 

\fx{u)du\n<   %E  +  Ma\f{u)du\n. 

Or,  il  existe  un  nombre  v  tel  que,  pour  n  >  v,  on  a 

Ma  î/"(w)dttU<  i^, 
et  il  est  clair  d'après  cela  qu'on  a 

\fl(u)du\x=0.  C.  Q.  F.  D. 

Dans  le  cas 

4 


/•(!«)  = 


g  2  ,T  l/w  g—  2  71  1/w 

la  fraction  continue  (voir  plus  loin  n°  86)  s'obtient   avec  des  valeurs 
simples  des  a* 


ak=  k, 
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par  conséquent 


4  du 


et  aussi ,  c  étant  une  constante  positive 

\     -    du  \    =0 

Cela  étant ,  posons 

fx  (u)  =  ua-1e-buX§(u), 

1 


0, 


/»  = 


g  C  l/U  -  C  l/M 


où  «>0,6>0,A^^,  tandis  que  nous  supposons  c  <  b.  Ensuite  ê  (w) 
sera  une  fonction  positive  de  u,  qui  dans  tout  intervalle  (a,  ao)  reste 
inférieur  à  un  nombre  fixe.  On  a 

fx(u)  :/'(w)  =  m«-1  ê(M)e-6M/  +  cl/'"(l  —  e~2cl/"), 

et  l'on  voit  que  ce  rapport  tend  vers  zéro  pour  u  =  oo . 

Nous  pouvons  appliquer  la  proposition  démontrée  et  conclure 

\ua~le-huk  g  (u) !„  =  (). 
Ainsi  l'intégrale 

ua~x  e~bu?'$(><) 


ƒ 


rfw 


z  -f-  m 

o 

donne  une  fraction  continue  convergente ,  tant  que  1  ^  \.  Supposons 
§  (u)  =  1 ,  la  fraction  continue  sera  oscillante  pour  A  <  \  ;  pour  abréger, 
je  supprime  la  démonstration. 

64.     Appliquons  ce  résultat  à  la  série  de  Stirling. 
On  sait  qu'en  posant 

1  \.  1 


log  r  (z)  =  (z  —  —  j  log  z  —  z  -f  --  log  (2  7i)  4-  J  (z) , 


on  a 


*>        v  ri  il  I 


z  cl  u 


ou 


J    {Z)   =  /  o      |  o    lOg  I  -  - 

0  x 

T  1     r*  zv.-%  du        / 

J  ä)  =  0      /         |  -,  ■       log 


e-2ji]/u 
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C'est  là  une  intégrale  telle  que  nous  l'avons  étudiée;  on  a  seulement 
remplacé  z  par  z1  et  multiplié  par  z.  Le  développement  en  série  prend 
ainsi  la  forme 


(A) 

Bi               B2 
1 .2 .z      3.4. 

s3"*"  5 

B3 

.6.  s5 

et  la 

fraction 

continue  devient 

(B) 

1 

1 

_L 

1 

On  a  ici 

m  =  ^^ilog(r--l^v-s)=iLu-ie-^v'-S(«), 

—  .2.-1  l/û 


S(M)  =  <rJI,/Mlog 


fi—  2  71  l/M 


ê  (m)  tend  ici  vers  l'unité  pour  u  =  oo  et  satisfait  ainsi  à  la  condition 
imposée  à  cette  fonction  dans  notre  énoncé.  Il  suffit  donc  de  trans- 
former la  série  de  Stirling  (A)  dans  la  fraction  continue  (B),  pour  avoir 
une  expression  convergente  qui  représente  J  (z)  tant  que  la  partie  réelle 
de  z  est  positive. 

La  fraction  continue  change  de  signe  avec  z  comme  l'intégrale  de 
Binet  ;  dont  elle  est  une  transformation  identique  ;  mais ,  lorsqu'on 
change  ainsi  le  signe  de  s,  ces  expressions  donnent  — J(z),  mais  pas 
J  ( — z);  l'axe  imaginaire  est  une  coupure,  aussi  bien  pour  l'intégrale 
que  pour  la  fraction  continue. 

Le  calcul  des  au  est  très  pénible  ;  on  trouve 

5  84  2809  1003860 

Oi  — 12,       or3—  -,      ff8_  — ,      «4-2340'      aö  ~  Î2Î8947  '      •'•; 

la  loi  de  ces  nombres  paraît  extrêmement  compliquée. 

65.     Nous  terminons  ici  cette  étude  de  l'intégrale 

d  \p  (u) 
z  -\-v 
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par  l'énoncé  des  propositions  suivantes,  dont  la  démonstration  se  déduit 

aisément  des  formules  que  nous  donnerons  plus  loin  (nos  76,  77,  78). 

I.     Si  l'intégrale 

dyj  (m) 


ƒ 


z  -\-u 

0 

donne  une  fraction  continue  convergente,  on  aura  de  même  une  frac- 
tion continue  convergente  pour 

fi        r*>  dtp{u) 

g      J     z  4-u  ' 

o        ^ 

ju  étant  une  constante  positive,  excepté  dans  un  cas  singulier.  Ce  cas 
singulier  se  présente  lorsque  la  distribution  de  masse  caractérisée  par 
V  {u)  est  identique  à  celle  donnée  par  une  fonction  4^  (u) 

(Vi,     Si) 

à  laquelle  on  aurait  enlevé  la  masse  v0  concentrée  à  l'origine. 

II.     Si  l'intégrale 

f»  d  \p  {u) 


! 


z-\-u 


0 

donne  une  fraction  continue  convergente ,  l'intégrale 

r™  udy>  (u) 

J     ~z-\-u 

o 

donnera  aussi  une  fraction  continue  convergente ,  excepté  dans  un  cas 
singulier. 

Le  cas  singulier  exceptionnel  est  le  même  que  pour  la  proposition  (1) 

III.     Si  l'intégrale 

d*p(u) 


z-\-u 

0 

donne  une  fraction  continue  convergente ,  l'intégrale 

r00  dy)  (u  —  l) 

0  ' 

où  X  est  une  constante  positive ,   donnera  aussi  une  fraction  continue 
convergente ,  excepté  dans  un  cas  singulier. 
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Ce  cas  singulier  a  lieu  lorsque  la  distribution  de  masse  caractérisée 
par  ip  (u)  est  celle  ci 

{pit  Ai  —  Xj)  (i=l,2,3,...), 

c'est-à  dire  si  cette  distribution  s'obtient  en  rapprochant  de  la  quantité 
Xx ,  de  l'origine,  les  masses  d'une  distribution  (/*,-,  Xi)  provenant  d'une 
fonction  <ï>  (u) 

P(g)  _  V"      Pi    . 

q{z)       L*  z  -f  I, 

î 
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CHAPITRE  IX 

ÉTUDE  DES  TROIS  CAS  PARTICULIERS.    SUR  LE  PROBLÈME  DES  MOMENTS 

DANS  LE  CAS  INDETERMINE. 


66.  Le  résultat  auquel  nous  sommes  arrivé  dans  le  n°  47  est  parfai- 
tement général  et  embrasse  tous  les  cas  possibles.  Cependant,  il  peut 
arriver  que  la  fonction  $  (u)  prenne  une  forme  particulière  :  c'est  ce 
qui  arrive  déjà  dans  le  cas  où  la  fraction  continue  est  oscillante.  Nous 
allons  étudier  ici  quelques  nouveaux  cas  de  ce  genre. 

Supposons  s  =  x  réel  positif;  dans  quels  cas  P2,» (x)  et  §2n{x)  tendent- 
ils  vers  une  limite  finie  pour  n  =  00?  Puisque 

Q2M  (x)  =  $0  +  &!  x  -f  .  .  .  -f  &„  x», 
cB0=  l , 

n 

aBi  =  J^(«i  "f  ff3  +  •  •  •  "f  a2/c- l)«2A, 

1 

il  faut  certainement  que  âBx  reste  fini  :  la  série 

00 

g  =  7  .  foi  -f  q3  -f  -  •  •  +  fl2*-i)«s*i 

1 

doit  être  convergente.  Mais  cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffi- 
sante, car,  puisque  les  racines  de  Q2w(2)  =  0  sont  réelles  et  négatives, 
on  a 

La  série  a  étant  convergente,  il  s'ensuit  que  la  série 

1 
est  aussi  convergente.  Quant  à  la  série 


7       A2A:  —  1 

1 

elle  peut  être  aussi  bien  convergente  que  divergente. 
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Mais ,  dans  le  premier  cas ,  on  retombe  sur  le  cas  déjà  examiné ,  où 
aussi 

P2n  +  l(x),       Q2n  +  l(#) 

restent  finis   Nous  aurons  un  cas  nouveau  en  supposant: 
1°    La  série 

■X) 

/      «2^-1 

1 

est  divergente  ; 
2°    La  série 

^,((/l  4"  «3+  '  •  •  -\-CL2k-l)Cl2k 

1 

est  convergente. 

Par  des  raisonnements  absolument  analogues  à  ceux  développés  dans 
le  Chapitre  IV,  on  arrivera  aux  conclusions  suivantes. 

Dans  tout  le  plan  on  a 

\\m?2n{z)=${z), 

limQ2n(3)=  €i{z), 

§(z)et<Sl(z)  étant  des  fonctions  holomorphes.  Ces  fonctions  sont  du 
genre  zéro  et  n'ont  que  des  zéros  simples ,  qui  sont  réels  négatifs.  On 
a  par  exemple 


«V  \ 


où  ak  est  limite  de  la  kiéme  racine  de 

Q2n(—  s)  =  0, 

pour  n  =  oo  . 

La  fraction  continue  converge  vers 


=  L 


7k 


&{z)  ~  ~  âm*  z  -\-  ak 

î 

et  la  distribution  {yk)  ctk)  est  la  solution  du  problème  des  moments  qui 
est  déterminé  et  n'en  admet  point  d'autres.  Puisque 

Q  2  n  f  \{?)_  _  «igQ0(g)  +  a.i  Z  Qj  (  z)  +  --'+°2n+  1  2  Q  o  n  (z)  ^ 
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et  que  Q>n(z)  tend  vers  &(z)  tandis  que  la  série 

00 


''2k-l 


est  divergente ,  on  voit  facilement  que 


de  même 


lim        ,     Q»»+*W =#ô(s), 

»  =  oo  ^i  TÖ3T  •  •  •  "T  a  2  n  +  1 

lim        ,      P'»+*W =  •*(•)• 

n  =  Qo  Ûfi  Tft3  T  •  •  •  T~  a2  n  +  1 


Ainsi  se  vérifie  donc  la  convergence  de  la  fraction  continue ,  puis- 
qu'on a  aussi 

n  =  oo  Q2n  +  l(«)      ~<â(«) 

67.    Voyons  maintenant  dans  quel  cas  P2n  +  i  {%)  et  Qow  +  i  (z)  tendent 
vers  des  limites  finies.  Puisque 

P2«+i  (x)  =  3>0  +  ®i  ^  +  •  •  •  +  ®»  xn> 

w 

3>i  =  ^(«2  +  a4  +  •  •  •  H-fl2&)ao*  +  i, 

1 

il  faut  certainement  que  la  série 

00 

0'=   V,  («2  +  a4  ""h  •  •  •  +«2t)û2Hl 

1 

soit  convergente.  Mais  cette  condition  est  aussi  suffisante. 
La  convergence  de  o'  entraîne  celle  de 

oo 

7   02^+1  ; 
quant  à  la  série 

00 

1 

elle  peut  être  convergente  ou  divergente;  mais,  dans  le  premier  cas, 
on  retombe  sur  un  cas  déjà  étudié. 
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En  supposant  au  contraire: 
1°   La  série 


X 


est  divergente  ; 
2°   La  série 

30 

1 
est  convergente. 

On  a  un  cas  particulier  nouveau  ,  qui  conduit  aux  résultats  suivants 

Dans  tout  le  plan  on  a 

limP2B+i(a)=?1(2), 
lim  Q2M  +  i  (s)  =  &!(£)> 

$!  (2)  et  <ât  (s)  étant  holomorphes  dans  tout  le  plan. 

Ces  fonctions  sont  du  genre  zéro  et  n'ont  que  des  zéros  simples  qui 
sont  réels  négatifs.  On  a  par  exemple 

*W=o.(i  +  l)(i  +  g(i+£ 

où  ßk  est  la  limite  de  la  #ime  racine  de 

Q2n  +  i(—  z):s  =  0, 
pour  w  =  00  . 

La  fraction  continue  tend  vers 

et  la  distribution  (ô^,  ßk)  (ß0  =  0)  est  la  solution  du  problème  des  mo- 
ments. 

On  a  ensuite 

lim       ,      *V*W =  2V  (z) , 

«2+  «4  +  •  •      +a2n 

lim   -nJ^*L—-  =  Ql(z), 

al  'T  a4  -r  •  •  •  "f  «2n 

ce  qui  met  en  évidence  la  convergence  de  la  fraction  continue. 
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68.   Je  reprends  les  formules  du  n°  2,  mais  pour  ordonner  maintenant 
les  polynômes  PM,  QM  suivant  des  puissances  descendantes  de  la  variable 

P2w(0)  =  sw-ï(1  -\-az-l  +  a'z-2-\-  ...)Xa2a3...a2n, 

Q2M («)  =  «"      (1  + -ßz-1  +  ß's-*  -f  . . .)  X  <h<k  •  •  ■  «2«. 

P2n  +  i  (z)  =  ?n      (1  +  yz~x  -f  y'z"2  -j-  . . .)  X  aza&. . .  «2«+!, 

Q2n+i(«)  =  «w  +  1(l  -\-àz~x  -+-  (5'z-2-f. ..)  x  a1a2. .  .a2w  +  i; 

on  aura,  en  introduisant  les  6*, 

a  =  &2  "T'A  "f"  •  •  •  "f"  ^2  n  - 1 , 
/ff  =  Ôi  +  ö2  +  -  ..  +  &2n-l, 
7  =  &2  +  &3  +  •  •  •  +  &2n, 
<5  =  Ö,  -J-  Ôo  -}-...  +  &2n- 

Posons  aussi  £2  =  1  ,  puis 

U2n=l  t«<  +  «'^T--T«(""2,'B"1. 

v2„=  1 4-  fit  +  ß't2  +  ...  -f-/?«"-1*  <n, 

U2„+i  =  i  +  y<  +  /«24---.  +  y(n-1)«n, 

v2»+i  =  i4-a<4-  ,5'*2  +  ...  +  «j<w-l>*»; 

on  aura 

P2w(g)  ,     .  U2n  P2W  +  1  (g)  ,     ,  U2w  +  1 

Q2w(3)  V2n  Q2M  +  1  (2)  V2n  +  1 

et  il  est  clair  que  les  U«  :  V„  sont  les  réduites  de  la  fraction  continue 

1_ 

1  +  _i«_ 


1+— w 


1  + 


1  +  . 


en  sorte  qu  on  a 


U„  +i  =  Un  4  è«  '  Un  -  1  , 
Vn+l  =  Vn-\-b»t  V„_i. 

En  supposant  donc  d'abord  2  positif,  les  UM  et  VM  vont  en  augmen- 
tant. Pour  qu'ils  tendent  vers  des  limites  finies,  il  faut  évidemment 
que  les  quantités  a,  ß,  y ,  ô  restent  finies.  Cette  condition  revient  évi- 
demment à  celle-ci  :  la  série 


00 

X> 

1 
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doit  être  convergente.  Ensuite  on  reconnaît  facilement  que  cette  con- 
dition nécessaire  est  aussi  suffisante,  et  qu'elle  conduit  à  cette  con- 
séquence :  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  i,  on  a 

lim  Un  =  u  (t) , 
lim  V„  =  »(<)» 

u(t)  et  v(t)  étant  deux  fonctions  holomorphes. 
On  a  donc 


limP^)  =  Um^«±l^== 


i  "(t) 


Q'2«(Z)  Q2n  +  l(«)  «l«         /J_ 

La  fraction  continue  est  donc  convergente,   et  en  effet  il  est  clair 
que  la  série 

00 

1 
doit  être  divergente,  puisque  nous  supposons  que  la  série 


00 

w  akttk+i 


est  convergente. 


69.     Posons  n  =  2m  ou  w  =  2m-f-l  selon  que  n  est  pair  ou  impair, 
on  aura 

Vn  =  (1  +  Xl  0  (1  +  *2  0  •  •  •  (i  +  *»  Ol 
où  nous  supposerons 

37]   ^>  X>  j>  iCß  J>  .  .  .  ^>  Xrn  '■, 

ce  sont  là  les  racines  de 

Q2«(—  s)  =  0        oude        Q2n+i(— ä)  :  «  =  0, 

rangées  par  ordre  décroissant.  Lorsque  n  croît,  une  racine  Xk  de  rang 
déterminé  Ä  croît  aussi ,  et  elle  tend  pour  k  =  oo  vers  une  limite  dé- 
terminée. Et ,  en  effet ,  elle  ne  saurait  croître  indéfiniment  puisque  la 
somme  de  toutes  les  racines  reste  finie. 

II  84 
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Si  nous  posons 

\imxk  =  rk, 

on  aura 

rx  >  rx  >  r3  >  r4  >  . . . , 

et  deux  rk  ne  peuvent  pas  être  égaux  (voir  le  raisonnement  du  n°  20). 
La  série 

oo 

i 
est  convergente  et  l'on  a 

v(t)  =  (l  +  rxt)(l  +  r2t)(l  +  r3t) . . . . 

Considérons  la  décomposition  en  fractions  simples 


m 


Vn  ~~  Cm  +  1+a^t  +  T+^7  +  •  •  •  +  i+xmt 
où  Cw  =  0  lorsque  w  est  pair,  C2TO  +  i>0 

H  Cw  +  9K,  +  9îl2  + . .  .  +  <3lln  =  1  , 

Un         ,  V^   ^fCkXkt 


Vw  "  Amr  \+xkt 

1 

Pour  m  =  oo ,  la  constante  positive  9Î£a  tend  vers  une  limite  sk  et 
l'on  démontre  aisément,  en  passant  à  la  limite  pour  n  =  oo, 

m(0  _  _  i       V    rkskt 


Li 


v(t)~  U*  l  +  rkt 

î 

ou  encore 

oo  oo 

sk 


(t)  L*   K  ■  X*  1  +  r** 

i  i 


en  sorte  qu'il  vient  finalement 


Hmp"W-  '     '   ^ 


= — *—+-!; 


î 
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On  voit  donc  qu'il  y  a  une  masse  égale  à 


oo 


1  —  £  sk  1  :  at , 

concentrée  à  l'origine  ;  on  a  donc  nécessairement 

i  oo  \  oo 

1  —  ^  sk\  :a1  =  l:jF,a2ft->i. 
Cette  masse  sera  nulle  ou  positive  selon  que  la  série 

00 


00 

«2A:  — 1 

1 


est  divergente  ou  convergente.  Il  est  à  remarquer  que  ce  second  cas 
est  en  effet  possible;  il  exige  seulement  que  les  a^k  croissent  rapide- 
ment afin  que  la  série 

00 

E— - 

Èmm  Ct/cClk+l 

puisse  être  convergente. 

Ensuite  il  y  a  les  masses      concentrées  aux  points  r*,  qui  pour  k  =  oo 
se  rapprochent  indéfiniment  de  l'origine ,  la  série 

CO 


CO 


étant  convergente.  On  voit  donc  que  la  fonction 

a  une  infinité  de  pôles  dans  le  voisinage  de  0  =  0,  et  ce  point  2  =  0 
peut  être  un  pôle  ou  non  selon  les  cas. 

70.     L'une  des  premières  fractions  continues  que  l'on  ait  considérée 
en  Analyse  fournit  un  exemple  du  cas  que  nous  venons  d'étudier.  C'est 
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la  fraction  continue  de  Lambert 

ez —  e~z  z 


ez-\-e~z    "      .  z2 

3  + 


5  + 


s2 


7  + 
82 


=  1 


e*-\-e-z    ~  L*  4s2  +  (2Ä—  1)2ji2 
î 

Pour  la  ramener  à  notre  type ,  nous  écrirons 

î  î 

1     eK*  —  e    K*       v"       sk  z 


eK,  _|_  e     ^,  i  s+  - 

3  +  - 


5s 


7  +  ..., 

rÄ  =  4  :(2Ä— l)2^2, 

s*  =  8:(2Â;  —  l)^2. 
On  a  ici 

a/t  =  2ft  —  1, 

00 

et  la  série  /  est  bien  convergente  ;  en  même  temps  la  série 

-W    Ctk  Clk  +  \ 
1 

00 

Q>2k  —  1 
1 

est  divergente,  il  n'y  a  point  de  masse  concentrée  à  l'origine.  Ensuite 
on  a 

*(*)  =    \    (e^  +  e-^*). 

Des  formules  que  nous  donnerons  plus  loin  (n°  76)  permettent  de 

réduire  en  fraction  continue 

î  î 

j^ 1     e^s  —  e    K* 

-J  +  V^-JT     __L' 

/i  étant  une  constante  positive.  On  aurait  ainsi  un  exemple  du  cas  où 
l'origine  est  un  pôle  ;  il  s'y  trouve  concentrée  la  masse  /«. 
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71.     Nous  allons  revenir  maintenant  au  cas  où  la  série 


L 


r  ak 

î 

est  convergente,  pour  faire  une  étude  plus  complète  du  problème  des 
moments  qui  est  indéterminé. 

Soit  t  un  paramètre  positif;  je  considère  la  fraction  continue 

1 
,  1 


«2  + 


«3*  + -.._!_ 


,      1 
«2n  +  l  Z  "T  ~f 


qui  est  évidemment  égale  à 

P2n(g)  +  ^2n  +  l(g) 
§2n{z)  -f-  ^Q2n  +  1  {z) 

En  développant  suivant  les  puissances  descendantes  de  s,  on  a  évi- 
demment 

C0  fh_  _i_  i  c2n  £  t 

z  z2   T"  '  •  •  T"    s2n  +  l  jg2n  +  2    "T  •  •  •  l 

£  étant  le  premier  coefficient  qui  dépend  de  £.  Posons 

éKn(*)  =  Q2n(A)  +  *Q'.în  +  l  (S)  =[«!»,  ût2,  .  .  .  »2-H  +  lS,  0» 

les  racines  de 

seront  réelles,  inégales  et  négatives;  en  effet,  3tn{z)  est  simplement 
ce  que  devient  Qzn  +  ziz)  pour  «2*1+2  =  *.  Comparons  maintenant  les 
racines  de 

&n(z)  =  0  à  celles  de  3tn  +  i{z)  =  0. 

On  a 

Jin  +  l(z)  =  [«i^,  «>>  •  •  •  J  a2rc  +  lZ>  «2n  +  2,  «2n  +  32,  *] 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  pose 

«2n  +  2  =  0,  »2*14-3  =  0, 

le  second  membre  se  réduit  à  3in(z).  Les  racines  de 

3in  +  i(z)  =  0 
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sont  au  nombre  de  n  -j-  2;  si  maintenant  on  fait  décroître  ö2n+2,  «2m+s 
de  leurs  valeurs  actuelles  jusqu'à  zéro ,  ces  racines  ne  peuvent  que 
décroître ,  d'après  la  proposition  du  n°  6.  Une  de  ces  racines  deviendra 
—  oo ,  les  autres  vont  coïncider  avec  les  racines  de 

Ce  résultat  peut  s'exprimer  ainsi  :  si  l'on  range  par  ordre  de  grandeur 
croissante  les  racines  positives  de 

<&n(—  Z)  =  0,  Xx  <  X2  <  #3,  .  .  .  <  Xn  +  U 

une  racine  de  rang  déterminé  Xk  décroît  lorsqu'on  change  n  en  n  -f- 1. 
Pour  n  =  oo  on  a 

lim  3in  (z)  =  q  (z)  +  tqx  (z) , 
Xk  tend  vers  une  limite  finie  |*  et 

,W  +  tftW  =  (l  +  .jL)(l  +  £)  (!+•).... 

En  effet ,  on  peut  répéter  tous  les  raisonnements  des  nos  19  et  21.  Il  est 
clair  que  les  £k  vont  en  croissant,  mais  peut-il  arriver  que  $k  =  $k  +  i? 
Le  raisonnement  du  n°  20  ne  peut  pas  s'appliquer  ici  ;  mais  on  peut 
procéder  ainsi.  Si  l'on  avait  f*  =  |*+i,  on  aurait,  pour  une  même  va- 
leur finie  et  réelle  de  s, 

q(z)  +  tql(z)  =  0> 

q,(z)  +  tql(z)  =  0, 
donc 

q  (z)  q[  (z)  —  qx  {z)  q'  (z)  =  0. 
L'expression 

Q2n(z)  Q2w  +  l(s)  —  Q2n  +  l(s)  Q2m(s) 

devrait  donc  s'annuler  pour  n  =  oo ,  ce  qui  est  manifestement  impossible 
puisqu'elle  est  égale  à 


^,a2k  +  l  §2k(Z)' 


Q 
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La  transformation  que  nous  venons  d'indiquer   résulte   de   l'identité 
bien  connue 

n 

Q2n(t«)Q2n  +  l(g)  — Q2n(g)Q2n  +  l(tt)  _  V- 

3_M —  ^,a2ft  +  1^2*(*)Q2ft(tt). 

0 

On  a  donc  bien  $k  <  l/t  +  i. 

Les  nombres  £k  sont  des  fonctions  décroissantes  du  paramètre  t  ;  en 
effet  Sk  est  la  limite  de  xk  qui ,  elle  même  est  une  fonction  décroissante 
de  t.  Nous  avons 

îW=(1+t)(1  +  t)(1+tv- 


où 


*«— (i+t)(i+if)(i+i) 

oo 


C=     f      Ü2k-1» 

1 

Pour  J  =  0,  £*  devient  égal  à  Xk  et  l'on  a  ainsi 

Pour  <  =  oo ,  on  doit  évidemment  avoir 

lim  <|1=  — f        Çk+1  =  9k, 
c 

donc 

£*^  Ok-it 
et  Öa:  est  compris  entre  Xk  et  A^  +  i. 

En  définitive,  si  l'on  considère  les  quantités  croissantes 

0  >  *1»  "u  ^2  »  "2  ?  *3  >  "3  »  •  •  •  » 
on  voit  que  les  £*  sont  compris  dans  les  intervalles 

(P) (0,^,(0!,  ^,(02,  As),...; 

on  n'en  trouve  aucun  dans  les  intervalles 

(Q) (^1»  öl)>  (^2)  ö2)>  (h>  Ö3)j  •  •   •  • 

On  trouvera  facilement 

p(z)+ijPi(*)_\r   g* 
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et  la  distribution  des  masses 

fo*,£&),        (Ä=l,2,3,...) 

est  encore   une  solution  du  problème  des  moments,  dépendante  cette 
fois  du  paramètre  t. 

72.     La  considération  de  la  fraction  continue 

P2n-l(g)+<*P2n(*)_  1 

Q2n-l(s)  -H*Q2n(«) 


axz  + 


«2  +  -. 


+ 


.     1 

1      *S 


conduit  à  des  résultats  analogues,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer 

j>i(g)  +  <gp(s) _  ^  i  y"    ??* 

0i(«) +*««(*)        «   t^«  +  f' 

î 

On  a  ici  £0  =  0  et 

^fc  =  £*  =  Ok- 

Les  ££  sont  encore  des  fonctions  décroissantes  de  t;  pour  £  =  0,  $'k  =  0  ; 
pour  t  =  oo ,  ££  =  Xu ,  les  ^  sont  positifs ,  ^  =  1  :  c  -}-  2  s'annule  pour  t  =  oo. 
La  distribution  des  masses 

foi,*'*).:  (*  =  0,  1,2,3,...) 

donne  encore  une  solution  du  problème  des  moments;  cette  fois  ci , 
les  |  sont  dans  les  intervalles 

(^1  ,    Öl)  ,    (^2  »    Ö2)  ,    (Ag  ,    03). 

On  voit  donc  que  le  problème  des  moments  a  toujours  une  solution 
dans  laquelle  il  y  a  une  concentration  de  masse  finie  en  un  point  donné 
arbitrairement.  En  effet,  les  résultats  précédents  font  connaître  toujours 
une  solution  tant  que  le  point  donné  n'est  pas  à  l'origine.  Dans  ce 
dernier  cas,  nous  avons  une  infinité  de  solutions  par  les  systèmes 

(v*,0*)        et        (V'k;èk)i 
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le  premier  système  donne  la  masse  maxima  qui  peut  être  concentrée  à 
l'origine 

1  ^    >  X 


c   -  ■'"—  c  +  t 
73.     Nous  allons  montrer  maintenant  qu'un  système  tel  que 

est  celui  où  la  masse  t]k  concentrée  au  point  Çk  est  un  maximum.  De 
même  dans  le  système  (y'k,  £'k),  la  masse  rj'k  concentrée  au  point  |'k  est 
un  maximum  pour  Ä=l,2,3,....  Nous  venons  de  remarquer  que 
cela  n'est  plus  vrai  pour  &  =  0,  le  système  (vk,  6  k)  donnant  alors  la 
concentration  maxima  à  l'origine. 

Soit  a  un  nombre  positif  quelconque  ;  pour  chercher  une  limite  supé- 
rieure de  la  masse  qui  peut  être  concentrée  dans  ce  point  dans  une 
solution  quelconque  du  problème  des  moments ,  je  vais  considérer  les 
intégrales 


ƒ 


[1  -f  X^u  —  a)  +  X2{u  —  af  --...+  X„(m  --a)nfdy{u), 

u 


[1  -f  X,  (u  —  a)  -f-  Xo(w  —  af  -f-  .  . .  -f-  X„{u  -  a)nJ  -  dy>{u). 
o 

Ces  intégrales  ne  changent  point  de  valeur  si  l'on  remplace  la  fonc- 
tion y>(u),  qui  caractérise  une  distribution  de  masse  qui  satisfait  au 
problème  des  moments ,  par  une  autre  fonction  de  même  nature.  On 
peut  donc  supposer  que  la  fonction  %p  (u)  caractérise  la  distribution  qui, 
au  point  a,  admet  la  plus  grande  concentration  de  masse  possible 
D'autre  part ,  ces  intégrales  ont  pour  u  =  a  un  élément  égal  à  cette 
masse  concentrée  au  point  a.  Les  intégrales  sont  donc  des  limites  su- 
périeures du  maximum  cherché.  Pour  avoir  les  limites  les  plus  proches 
possibles,  nous  allons  calculer  le  minimum  de  ces  intégrales  considé- 
rées comme  des  fonctions  de  Xn  X2,  . . . ,  X„,  et  ensuite  nous  poserons 
n  =  oo . 

Posons ,  dans  le  cas  de  la  première  intégrale , 

£  =  1  +  X,  (m  —  a)  +  . .  .  +  X„(w  —  a)n  ; 


538  RECHERCHES   SUR   LES   FRACTIONS  CONTINUES. 

les  conditions  du  minimum  sont 

r^{u  —  a)kdyj{u)  =  0  {k  =  1 ,  2,  . . . ,  n) 

o 
ou 

/    2(u  —  a)ukdy(u)  =  0      [£=0, 1,  2,  ...,(»  —  1)]. 

o 

On  en  conclut  facilement 

{u  —  a)  £  =  aQ2n+i(—  u)-\-ßQ2n{—  m), 

et ,  pour  déterminer  les  constantes  a  et  ß , 

0  =  «Q2«+i(-a)  +  /JQ2»(-a), 
-l  =  «Q2»+i(-a)  +  i8Q2»(-4 

Soit ,  pour  abréger , 

A  =  Q2n(— a)Q2n+i(— a)  — Q2n  +  i(— a)Q2«(— a); 
on  aura 

g  __  Q2n(— M)Q2n  +  l(— a)—  Q2w  +  1  (~  M)  Q2n  (—  a) 

(m  —  a)  A 
ou 

n 

£  =  —  ]T  a2*  +  iQ2*(—  m)Q2*(—  a). 
0 

La  valeur  du  minimum  est 

n 

ƒ  &dip(u)=f  £dip{u)=  ~^a2k  +  iQ2k(—a)  f  Q2*(—  «)dv(«); 
00  0  0 

dans  le  second  membre  tous  les  termes  s'annulent ,  excepté  celui  qui 
répond  à  k  =  0)  le  minimum  se  trouve  ainsi  égal  à 


1        r00  1 

—  axj    dy(u)=—, 

0 
et,  puisque  £  =  1  pour  w  =  a, 

n 

A  =  £«2*  +  i'Qi*(—  «) 
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En  faisant  croître  n  indéfiniment ,  on  obtient  donc ,  comme  une 
limite  supérieure  de  la  masse  pouvant  être  concentrée  au  point  a, 
l'expression 

1  :  [g  (—  a)  q[  (—  a)  —  qx  (—  a)  q'  (—  a)]. 

Soit  Ax  ce  que  devient  A  lorsqu'on  remplace  Ck  parc*  +  i;  le  minimum 
de  la  seconde  intégrale  sera 


aA, 


Or,  par  ce  changement  de  eu.  en  c*  +  i, 

a2k  +  i    devient    (Oj  +  a2  +  . . .  -f-  a2*  +  i)2a2*+2, 


Q2*(s)    devient 


Q2fc  +  l(«) 


(a1  +  a3  +  ...  +  a2fc-fi)2 
comme  on  le  verra  plus  loin  n°  77. 
On  a  donc 

n 

Q2*  +  i(—  a)l2 


L1=^a: 


fr  +  2 


a 


et  l'on  voit  facilement  que 

aAx  =  A  -\ Q2>»  +  i( — a)Q2n+2( — a). 

CL 

En  faisant  croître  n  indéfiniment ,  on  en  déduit  cette  limite  supé- 
rieure de  la  masse  pouvant  être  concentrée  au  point  a 


1: 


q(—  a)  q[  (—  a)  —  qx  (—  a)  q'{—a)  +  —  q  (—  a)  qx  (—  a) 

Vu 


Or ,  lorsque  a  est  dans  l'un  des  intervalles 

(0,/tJ,       (0i,/t2)>       (02»^))       •••! 

le  produit  q{ — a)q1{ — a)  est  négatif;  on  adoptera  donc  comme  limite 
supérieure 

1  :  IQ  (—  a)  &  (—  a)  —  qx  (—  a)  q'  (—  a)]  ; 
mais,  si  a  est  dans  l'un  des  intervalles 

(^1  >  "l)  >       (^2  >   "2)  »       (*3  )  "3)  >       •  •  •  I 

3  ( —  a)  #1  ( —  ß)  est  positif;  la  limite  supérieure  la  moins  élevée  sera 

q  (—  a)  q\  (—  a)  —  qx  (—  a)  q'{—a)+-q  (—  a)  qx  {—  a) 
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74.     Il  est  très  facile  maintenant  de  voir  que  les  systèmes 

(Vk,h)     et     («£,&) 

sont  ceux  qui  possèdent  les  concentrations  maxima  aux  points  £*,  f*.  En 
effet,  si  a  est  dans  l'un  des  intervalles 

(0,^),     (0!,^,    (02,A3),     .., 

on  aura  a  =  I*  pour  une  valeur  convenable  de  t.  Cette  valeur  de  t  se 
déterminera  par  la  condition 

q(—a)-\-tqx{—a)  =  0; 

elle  est  positive.  La  valeur  correspondante  de  r\k  est 

P{—a)  +  tpA—a>) 
q'(-a)  +  tqi(-ay 

et  un  calcul  facile  montre  que  cette  valeur  est  précisément  égale  à 

1  :  [g  (-  a)  q[  (—  a)  —  q1  (—  a)  q'  (—  a)] , 

qui  est  la  limite  supérieure  obtenue  plus  haut.  Si ,  en  second  lieu,  a  est 
dans  un  des  intervalles 

ih>  0i)>     (h,  %)>     ih>  0s) >     •  •  •  » 
on  aura  a  =  ££  en  déterminant  i  par  la  condition 

^  ( — a)  —  atq{ — a)  =  0, 

et  la  valeur  correspondante  de  r(k  est 

p1  ( —  a)  —  a  tp  ( —  a)  

q'i  ( —  a)  —  atq'  { —  a)  -4-  tq  ( —  a) 

ce  qui  est  égal  à  la  limite  supérieure 
1 


q  (—  a)  q'i  (—  a)  —  qx  (—  a)  q'(—a)-\--~q  (—  a)  q1  (—  a) 


75.  Considérons  une  distribution  dans  laquelle  la  masse  /u  concen- 
trée au  point  a  est  maxima.  Supprimons  cette  masse  fi;  je  dis  que  le 
nouveau  système  qui  reste  après  cette  suppression  est  un  système 
déterminé.  En  effet,  s'il  était  indéterminé,  on  pourrait  toujours  trouver 
un  système  équivalent  ayant  en  a  une  concentration  de  masse  finie. 
En  rétablissant  ju,  on  aurait  donc  en  a  une  concentration  de  masse 
supérieure  à  /*,  ce  qui  est  impossible.   On  voit  aussi  qu'il  n'y  a  pas 
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deux  distributions  différentes  qui  donnent  le  maximum  de  masse  dans 
un  point  donné. 

Nous  avons  vu  que  le  système 

correspondant  à  la  limite      ,  v ,  est  celui  où  la  masse  v0  concentrée  à 

Qi  \z) 

l'origine  est  maxima.   On  peut  caractériser  d'une  façon  analogue  la 

distribution 

(/**,  **) 

io  (z) 
correspondant  à  la  limite      ,  r  ,  en  disant  que  c'est  la  distribution  pour 

laquelle  l'intervalle  (0,  ^),  qui  ne  contient  point  de  masse,  est  le  plus 
grand  possible.  On  peut  dire  aussi  que  c'est  la  distribution  pour  la- 
quelle le  moment  d'ordre  —  1 

oo 

w  h 
~i 

est  minimum.  Cela  se  déduit  aisément  de  certaines  formules  que  nous 
donnerons  plus  loin  (nos  77,  78).  Si  l'on  a  plusieurs  solutions  du  pro- 
blème des  moments,  on  peut  en  déduire  une  nouvelle  en  multipliant 
ces  solutions  par  des  facteurs  positifs  dont  la  somme  est  1 ,  et  en  les 
superposant  ensuite.  En  partant  des  solutions 

(?*i£*)i     (v'kiëk) 
qui  dépendent  du  paramètre  £,  on   pourra  obtenir  ainsi  des  solutions 
dans  lesquelles  la  masse  est  répandue  d'une  manière  continue  sur  l'axe. 
Nous  croyons  inutile  d'écrire  les  formules  explicites  qui  renferment 
évidemment  des  intégrales. 
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CHAPITRE  X. 

SUR    QUELQUES    TRANSFORMATIONS    DE    LA    FRACTION    CONTINUE. 


76.    Supposons  qu'à  une  distribution  de  masse  donnant  les  moments 

on  ajoute  une  masse  ju  concentrée  à  l'origine.  Il  est  clair  que  c0  se 
changera  en  c0-\-  /u;  les  autres  moments  ne  changent  pas.  Pour  voir 
ce  que  devient  la  fraction  continue  après  cette  modification,  il  suffit 
de  se  reporter  aux  formules  des  nos  11  et  12.  On  voit  alors  que  le  déter- 
minant A«  devient  An-f-/*Cw_i,  les  déterminants  B„,  Cn  ne  changent 
pas.  Il  s'ensuit  que 


«2n  = 


A2 


Bn  Bw_ 

deviendra 

(An-h/lCn-!)^         AS  (t     ,     „Cw_l> 

BnBw_i  BnBn  — 

or 


M^) 


v    —  =  «i  +%  +  •  •  •  +  «2n-lî 

An 

donc  a2n  se  changera  en 

[1  +/M(a1  +«3  +  ...  -\-a2n-l)]2Cl2n  =  Cl2n- 

Ensuite,  on  voit  par  un  calcul  analogue  que  a,2n  +  i  devient 
a2n  +  i:[l  +  ^(a]+a3-f  ...  +  a2n-i)]X[l+^(a1-f  a34-...  +  a2«  +  i)]  =  a2n+i. 
Ces  relations ,  on  peut  les  écrire  aussi 

1  _l  X 


a'l  +a34----  +  «2*  +  l  "  ai  +  fl3+  •••+«2*  +  l 

(ai  +  a3  +  •••  +  a2A:-i)2a2ik  =  (a14-a3  +  •  •  •  +  «2*-i)2a2*. 

Sous  cette  forme,  elles  sont  presque  évidentes,  puisque 

C2_ 
{ax  -f  a3  -f  . . .  -f  a2*-i)2  a2*  = 


Bfc  B*_i 


*      Cl2k  —  l>  l      «2 
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Si  le  problème  des  moments  est  indéterminé  dans  le  cas  des  données 

C0  >       c\i       C2  i       c3  »       .... 

il  sera  évidemment  aussi  indéterminé  dans  le  cas  des  moments 

c0  T"  A*  )      c\  >      c2  >      C3  > 

Mais  si  l'on  est  d'abord  dans  le  cas  déterminé,  pourra  t-il  arriver 
qu'on  soit  dans  le  cas  indéterminé  après  avoir  ajouté  le  masse  /*  à 
l'origine  ?  Nous  avons  déjà  annoncé  (n°  65)  que  cela  ne  peut  arriver 
que  dans  un  cas  exceptionnel. 

En  effet ,  on  suppose  la  série 

00 

Ytak 

1 
divergente  et  les  séries 

oo 
1  1 

convergentes  l'une  et  l'autre.  La  première  série  est  toujours  conver- 
gente mais ,  pour  que 

OC 

/  r  «2n 

1 

soit  convergente ,  il  faut  et  il  suffit  que 

oo 

V  (ax  -f  as  +  •  •  •  -\-d2k-\fa,2k 
i 

soit  convergente.  Il  s'ensuit  que  la  série 

oo 

^a2k 
î 
est  convergente  aussi  ;  donc 

oo 

7  .a>2k-i 
i 
sera  divergente,  tandis  que 


V    (aj  +  %  -f  •  •  •  -f-a2*-i)a2* 
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sera  convergente  évidemment.  On  est  donc  dans  le  cas  particulier  étudié 
au  n°66,  et  la  solution  du  problème  des  moments  est  donnée  par  le 
système 

(y*,  «*)  (Ä  =  l,2,3,...). 

Mais,  en  ajoutant  la  masse  /<  à  l'origine,  on  obtient  un  système  in- 
déterminé. Mais  je  dis  que  la  solution  formée  par  les  masses  /u  et  (yk,  ak) 
est  la  solution  qui  donne  la  plus  grande  concentration  à  l'origine  et  est, 
par  conséquent ,  du  type 

{vk,Qk)  (eo  =  0,v0  =  p). 

En  effet,  il  y  aurait  autrement  une  solution  avec  une  masse  fi  -\-  /u  'à 
l'origine,  et,  en  ôtant  la  masse  //,  on  aurait  un  système  équivalent 
au  système  (yk,  ak),  mais  qui  ne  serait  pas  identique  avec  ce  système 
déterminé ,  ce  qui  est  impossible. 

77.  Supposons  maintenant  que  l'on  remplace  ck  par  ck  +  i.  De  chaque 
solution  (m,-,  xx)  du  problème  des  moments  (c0,  clt  c2,  •  ■ .)  on  déduira 
évidemment  la  solution  {rriiXi,  Xi)  pour  le  cas  des  moments  (clt  c2,  c3,  . . .). 
Ainsi,  si  l'on  est  d'abord  dans  le  cas  indéterminé,  on  restera  toujours 
dans  ce  cas  indéterminé.  Mais  nous  avons  annoncé  déjà  (n°  65)  que, 
lorsqu'on  est  d'abord  dans  le  cas  déterminé ,  il  pourra  arriver ,  dans 
un  cas  exceptionnel ,  que  le  second  problème  soit  indéterminé. 

C'est  ce  qu'on  déduira  sans  difficulté  des  formules  que  nous  allons 
donner. 

Il  est  clair  que,  par  le  changement  de  ck  en  ck  +  i,  A„  deviendra  Bn,  Bn 
deviendra  C„. 

Donc,  si  ak  se  change  en  àk,  on  aura 

B» 
«2n=  n     n        ^  =  «2n  +  l  :  («i  -\-  Û!3  -}"  •  •  •  4"  «2w-l)(ûH  ~\~  #3  4~  •  •  •  ~f"  a2w  +  l), 

Ö2w  — 1  =  p     t> =  a2n(â,i  4"  a3  4~  •  •  •  ~\~  «2n— l)  • 

i5w  Î5n  —  l 

Ensuite,  on  voit  facilement  que  Q2«(s)  devient 

Q2W+1  (z) 

ÄQ2n  +  l  (0) 
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Voici  maintenant  les  formules  pour  la  transformation  inverse.   En 
réduisant  la  série 

z        z2  f  z3        é  """  '  •  " 
en  fraction  continue 


ai*-f- 


«2  +  -7 


1 


«3*+-. 


on  aura 

m 

a'2n  +  i  =  02«:  {m  —  a2  —  a4  —  .  . .  —  02*1-2)  (m-  a2  —  a4  — ...  —  a2n), 
d2n      =a2w-i(m  —  a2  —  a4  —  ...  —  a2n-2)2- 

78.  En  dernier  lieu  étudions  l'effet  d'une  translation  sur  un  système 
de  masses.  Cela  revient  à  développer,  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  z,  l'expression 

co      Cl  i  C2 


M  +  x    {z  +  xy  '  {z  +  xf    '"■ 

En  supposant  qu'on  obtienne 

j         j         ~> 

CO  Cl       ■      C2 

Z  Z2    ^    Z3  '"' 

on  aura 

ci-  =  C4  +  AiCfc_1  +  *(*Z^ji«cfc_a  +  ....  +  Ji*^ 

Un  calcul  facile  montre  qu'en  remplaçant  c&  par  c'h  le  déterminant 
Aw  ne  change  point,  le  déterminant  B„  devient  BnQ2»(^),  d'où  l'on 
déduit 

«2n-f  1  =fl2n-f  1  Qin  (^)j 

C'Jn         =-«2n    ^     Q'2m  — '2  (^)  Q:2n  (^)- 

Si  A  >  0,  un  système  indéterminé  restera  toujours  indéterminé,  mais 
un  système  déterminé  peut  se  changer  en  système  indéterminé  dans 
un  cas  singulier,  comme  cela  à  été  déjà  énoncé  au  n°  65. 

II  35 
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CHAPITRE  XI. 

EXEMPLES    PARTICULIERS. 


79.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  exemples  :  dans  tous  les 
cas  la  fraction  continue  sera  convergente. 

Pour  abréger,  je  supprime  toujours  les  artifices  qu'il  faut  employer 
pour  obtenir  la  transformation  de  l'intégrale  définie  en  fraction  continue. 

Soit  X  un  paramètre  positif,  je  considère  d'abord  la  fraction  continue 

1 


F  (*,*)  = 


*  + 


1  + 


*  +  — ^ 


1+  U 


*  + 


1  + 


On  a  ici 


Cl2k+l=-jk*  «2ä  = 


l'une  des  deux  séries 


oo 


«2Ä  +  1»  J      0,2k 

1 


sera  donc  toujours  divergente ,  et  pour  X  =  1  elles  le  sont  toutes  les 
deux  ;  la  fraction  continue  est  toujours  convergente.  Mais  il  y  a  lieu 
de  distinguer  les  cas  X  <  1 ,  X  >  1.  Lorsque  X  <  1 ,  on  a 

¥<<z>v-Lz+n(i-xy 

î 
L'intégrale 

/*°°  d  $  (m) 
J      s-f-w 

0 

se  réduit  ainsi  à  une  série  ;  il  y  a  sur  l'axe  une  infinité  de  points  ma- 
tériels 

l(l-X)X»-\n(l-X)l 
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Pour  X  >  1 ,  on  a 

oo 

F  (*,  X)  =  2,  An(-2  +  (w_  .  i)(A —  l)ï" 


L'intégrale  définie  se  décompose  encore  en  série  ;  la  distribution  de 
masse  est 

izii,  {n-\)(i-\) 

On  voit  que,  lorsque  X  diffère  infiniment  peu  de  l'unité,  les  masses 
sont  infiniment  petites  et  infiniment  rapprochées.  Pour  X  =  1 ,  on  a  une 
distribution  continue  de  masse ,  car  on  retrouve  alors  la  fraction  con- 
tinue de  Laguerre 

/     -v       f»  e~u  du 

(*,1)=/     - — j 

J      z  +  u 


La  distribution  de  masse  doit  être  regardée  comme  variant  d'une 
façon  continue  avec  X. 

On  a  encore  cette  expression  analytique 

uz     n       f°(l—  X)e~zu  , 

0 

d'où  l'on  déduit  en  effet ,  lorsque  X  <  1 , 

oo  oo 

F(z,X)=f(l-X)e-*»Y,e~nil~X)Ur~ldu  =  1^7^^n~1 
o 

et ,  lorsque  X  >  1 , 


o  i  i 


F(.,*)=/-(*-i).— £*-.-<"-  »«-»-  "«=i:i^ï=r£-^T) 


80.     On  peut  rattacher  à  l'exemple  précédent  la  réduction  en  frac- 
tion continue  de  la  série 


w  w2  w* 


considérée  par  M.  Poincaré  (Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique 
céleste,  t.  II ,  p.  3). 
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Si ,  dans  le  cas  X  <  1 ,  on  pose 


w  —  X 


P 


1  —X 


il  vient 


w 


Dans  le  cas  X  >  1 ,  on  posera 

W  =  1  :  X,  JU=  - 


et  <r>  (w   m)  =  — —  F  (s .  /l). 


On  obtient  ainsi  les  fractions  continues 
<p  (w ,  fi)  =  1  -f 


1  —  W-f 


A* 


1  + 


w,u 


1—  tc  + 


2^ 


1  + 


2  W  /U 


W-\ j- 


3  // 


+ 


9>(*0i/O  = 


1  —  m>  + 


^0/u 


A« 


1  —  w  + 


2wju 


1  + 


2/i 


1  —  w  + 


SlVju 


1  +  . 


En  supposant  0  <  w  <  1 ,  elles  sont  convergentes  pour  toute  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de^a,  à  l'exception  des  valeurs  ju  =  —  —  ;  on  s'assure 


n 


facilement  qu'il  y  a  encore  convergence  pour  toute  autre  valeur  néga- 
tive de  ju. 


81.     On  peut  généraliser  l'exemple  précédent  en  introduisant  deux 
nouveaux  paramètres.   Ainsi  soit 

F{e,l,„,b)=f(—rw—^e-°«du, 


on  aura 


/•*>  ß  —  SU  r 

F{z,l,a,b)=J    —p^,^  ƒ 


1      /■»  ua~l  e    bu 


z  -\-  u 


du; 
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pour  X  <  1 , 

*  (z,  /,  a,  b)  -  2^  -j-^  ;  8  —  -  +  (w  +  a)  {]_xy 

o 
pour  X  >  1, 

0 

tandis  que  la  fraction  continue  est 

am 


1  wl 


■   (a  +  l)m 
1  ~r  " 


.   (a  +  2)  m 

2+ 


3mA' 


où  l'on  a  posé 


M  = 


1     s  + 

1—  X 

1—Xb' 


82.   Je  vais  étudier  maintenant,  au  point  de  vue  de  leur  convergence, 
les  fractions  continues  qu'on  obtient  pour  les  intégrales 


F1(z,k)=f   cn(w,  k)e~zudu, 
o 

/•OO 

F2{z,k)=l    dn(u,  k)e~zudv, 


o 

00 


F3(ä,ä)=/    sn(?<,  k)e-sudu, 
o 

F4(*,/r)=/    sn2(?<(  k)e~eudi<. 


o 
Kn  substituant  pour  les  fonctions  elliptiques  leurs  développements 
suivant  les  puissances  de  w ,  on  obtient  les  développements  suivant  les 
puissances  descendantes  de  2.  Ces  développements  sont  de  la  forme 

Ço  _     Ci     1     c2  _      (':i    1 
»  «8  '       »6  »7  1"  '  •  ' 
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dans  le  cas  de  Fx  (z,  k)  et  F2  (s,  k);  de  la  forme 

Cq        c^   i    c%        c3    . 

dans  le  cas  de  F3(^,  ft)  et  F4(z,  /c).    Dans  tous  les  cas  les  coefficients  c, 
sont  des  polynômes  en  k  à  coefficients  positifs. 

Voici  maintenant  les  fractions  continues  qui  sont  de  la  forme 

1 

i 

axz-\- 


ou  de  la  forme 


«2  + 


«3*  +  -. 


01 


+ 


«2  + 


a332  + 


selon  les  deux  formes  du  développement  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  z.  Dans  le  cas  du  second  développement  les  valeurs  des  a„ 
sont  très  compliquées;  mais,  en  se  bornant  à  considérer  les  réduites 
d'ordre  pair  [voir  la  forme  (ld)  de  l'Introduction],  on  a  une  fraction 
continue  de  la  forme 

*2  +  «i- 


z2-\-a2  — 


«2  +  «s  —  •  . 

avec  des  valeurs  simples  des  An>  a„. 
Dans  le  cas  de  F1  (z ,  k) ,  on  a 

&0  =  1,         ô2w_1  =  (2w-l)2,         b2n  =  {2nkf, 


d'où 


a 


2n  +  l 


«1=1,  02  =  1  • 

1  .  3...(2n--  1)12  _1_ 


Ö2n  = 


2.4,..(2w) 
2.4...(2n  — 2) 


2n 


A2«-2. 


[3.5...(2w—  l). 
Dans  le  cas  de  F2  (0,  k) ,  on  a 

&o  =  l,        b2n-i  =  (2n-lfk\        ó2n  =  (2w)2, 
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d'où 


a2  Jp   > 


#2n  +  l  = 


«2n         — 


«1=1, 

1.8...(2n- 


2.4...(2w) 

2.4..  .(2n  — 2) 


k2n, 
k2»' 


3.5...(2n—  1)J 
Dans  le  cas  de  F3  (s ,  k) ,  on  a 

;0=1,        ln  =  (2n  —  l)(2«)2(2w+  1)A;2,         à„  =  (2n  —  l)2(l  -f- A2). 
Dans  le  cas  de  F4  (z ,  Ä) ,  on  a 

A0  =  2,         A„  =  2n(2n+  l)2(2w  +  2)  A2,         «„  =  (2  w)2  (  1  +  A2). 

La  démonstration  de  ces  formules  ,  au  point  de  vue  purement  formel 
se  trouve  dans  un  Mémoire  que  j'ai  publié  dans  le  tome  III  de  ces  An- 
nales. J'ai  ajouté  ici  seulement  la  réduction  en  fraction  continue  de 
F4  (« ,  k). 

83.     Les  fractions  continues  pour  Fx  (z,  k),  F2{z,  k)  sont  convergentes 

pour  toute  valeur  positive  de  k2.  Dès  lors  elles  doivent  se  mettre  sous 

la  forme 

zd<P  (u) 


z2  +  u   ' 

0 

mais  nous  allons  voir  que  cette  intégrale  définie  se  réduit  encore  à  une 
série.  Substituons  en  effet,  aux  fonctions  elliptiques,  leurs  développe- 
ments en  séries  périodiques,  on  trouve  sans  poine 

2n  m-^        nn  +  i 


l{Z'    ]~  kK  2*  1  +  q2n+*  _2      ,(2w-  -  l)^2 


*2  + 


F2(z,k)  =  ; 


77 


2K 


+  £ 


4qn 


2K 

z 


1+3 


2« 


J-  (HJl 

~\Kj 


V    t9     M-      ^       V(2n+1)3n+} 
*8^Ä)—  JE?    2->         l_02-+~ 


1 


S2  + 


(2_W_-f  1)ji 

2K 


2> 


F    C       *\  —  j^l  V  y^ 1 


.2  + 


K 
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On  reconnaît  ainsi  que  les  fractions  continues  pour  F3(z,  k)  et  Fi(z,  k) 
sont  aussi  du  type  que  nous  avons  étudié.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà 
vérifié  d'une  autre  façon  dans  l'Introduction  pour  Fs(z,k). 

Mais  les  réduites  des  fractions  continues  pour  F3  (z,  Ä),  F4  (z,  k)  tendent- 
elles  vers  les  expressions  de  ces  fonctions  que  nous  venons  de  donner? 
Pour  répondre  affirmativement,  il  faudrait  savoir  qu'on  est  dans  le  cas 
déterminé  du  problème  des  moments. 

84.  Supposons  k  <  1 ,  q  <  1 ,  l'expression  de  Fl(z,k)  montre  qu'en 
posant 


qn  +  h 


(2W+  1)71 


2K 


2 


le  système  des  masses 

(w„,  xn)  (w  =  0.  1,  2.  3,  . . .) 

est  un  système  déterminé.  Ensuite  le  système 

\Ytl  n  X n  i  Xn) 

sera  aussi  déterminé;  car,   pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que 
la  série 

00  00 

Z_^  a'on-l  =  2m,a2n(«i  +  ''3+  •  •  •  +  "2n-l)2 

1  0 

soit  convergente  (voir  n".  77);  or,  on  constate  que  la  série 

oo 
1 

est  déjà  divergente. 

On  en  conclut  que,  M  étant  une  constante  quelconque,  le  système 
des  masses 


(2  h  +  \)2qn  +  Kf 

W n  =       l-j_g2n-H    -  M  .  3»  = 


(2n  +  l)* 


2K 
est  un  système  déterminé.  Or,  si  l'on  prend 


2 


9i=  0,1,2,3,...) 


1  l_i-a2n+l 

M>2¥+Tî^+T  (»  =  0,1,2,...) 
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f(2w  -f  \)n 


2 


on  reconnaît  immédiatement  que  le  système 

(2n  +  l)qn+l 

m     —        1_g2n  +  l      >  Xn  —  y  2K 

sera  aussi  déterminé.   Cela  prouve  que  la  fraction  continue  pour  F3  (z,  k) 
est  bien  dans  le  cas  déterminé;  la  limite  est  bien  égale  à  F3(z}k). 
Considérons  la  fraction  continue  pour  F2(z,k).  La  série 

#2n  —  1  =  O 
1 

est  convergente  (il  y  a  une  concentration  de  masse  à  l'origine).  Si  l'on 
remplace  Ck  par  cu+i,  on  aura  (n°   77) 

«2n  +  1 


«2n> 


O2        ' 


«211-1  >o2la2n. 
En  changeant  de  nouveau  Ck  en  Ck  +  i,  on  aura 

«2n-l  =  Ö2n(oi  +  «3  +  •  •  •  +a2n-l)2, 

donc 

«2«-  1   >  «2w«2w  —  1  >  -2a2w+l02n' 

Or  la  série 

2a2n  +  ia|M 

est  manifestement  divergente;  il  en  est  de  même  de  la  série 

^  d'in  —  lt 

ce  qui  prouve  que  le  système  des  masses 

n*qn    ,,  /W7i\2 

est  un  système  déterminé.  En  prenant 

i>i;+4;, 

ni  — q2n 

on  reconnaît  que  le  système 

nsqn  _(nnf 

mn—  i  — a2"'        :Cn  —  llC.) 

est  également  déterminé,  c'est-à-dire  la  fraction  continue  pour  F4  (z,  k) 
tend  bien  vers  F4  (z,  k). 


554  RECHERCHES  SUR   LES   FRACTIONS  CONTINUES. 

Nous  avons  supposé  k  <  1 ,  mais  on  voit  facilement  que 

F1{zt~)  =  k  F2(kz,k), 

Vz[z,~)  =  k*¥z{kz,k), 

F4^,i)  =  Ä2F4(ÄÄ,Ä), 
ce  qui  montre  que  cette  restriction  est  inutile. 

85.  Les  distributions  de  masses  correspondant  aux  fonctions  F(2,&) 
présentent  toutes  cette  particularité  que,  lorsque  k  tend  vers  l'unité, 
les  masses  deviennent  infiniment  petites ,  mais  aussi  infiniment  rap- 
prochées. 

Pour  k  =  1  on  obtient,  comme  limite,  une  distribution  continue  de 
masse  sur  l'axe.  C'est  le  même  phénomène  que  nous  avons  rencontré 
déjà  (n°  79). 

Il  ne  semble  pas  sans  intérêt  d'obtenir  directement  la  distribution 
correspondant  à  A;  =  1 ,  comme  limite  de  celle  qui  correspond  à  k  =  l  —  s , 
e  étant  infiniment  petit.  Faisons  le  calcul  pour  F1(z,  k).  Posons 

7l2 


10g(l 


ô  sera  infiniment  petit,  et  l'on  aura  q  =  e~s  avec  une  approximation 

suffisante.  Ensuite 

2n         iô 

kK  ~    n    ' 

et  la  masse  $  (u)  comprise  dans  l'intervalle  (0,  u)  sera 

1A  3.  2n-fl  A 


+  VJT-_^+-    + 


si  l'on  suppose  que  l'entier  n  est  déterminé  par  la  condition  qu'on  doit 
avoir  sensiblement 

(2n-f  \)nf 
2K 


w  = 
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en  sorte  que 

(2w+  1)<5  =  wI/m. 

A  la  limite ,  e  et  ô  tendant  vers  zéro ,  on  aura 

/n  Vu      _  \v 

0 

d$  (u)  = 


X/u^^  +  e-^") 


'M    s«  , 

0  0  \g2         -f"  e 


Remarquons  que ,  dans  le  cas  k  =  1 ,  les  fractions  continues  pour 
F3(z,  Ä),  F4(^,  k),  qui  sont  de  la  forme  (ld) ,  se  ramènent  facilement  à 
la  forme  (Ia) ,  ou  (I) ,  et  l'on  reconnaît  alors  qu'elles  sont  encore  con- 
vergentes dans  ce  cas. 

86.  Je  vais  donner  maintenant  la  fraction  continue  dans  quelques 
cas  où  les  moments  cn  s'expriment  très  simplement  par  les  polynômes 
de  Bernoulli,  définis  par  la  relation 

2  9  1  2  3 

^ïEj  —  \  =  n  U)  4-  <Pi  (*)  *  +  <p2  (*)  ^2  +  Ta  U)  j-^g  +  ».  • , 

en  sorte  que  <p0  (A)  =  A  —  £.  On  supposera  dans  ce  qui  suit  0  <  A  <  1. 
Considérons  d'abord  la  série 

<p\{X)       (p3(X)  __  9?5U)       <p7(A) 

02  S4  Ä6  ^8      -1----I 

elle  donne  la  fraction  continue 


s2-j- 


1  + 


**  + 


où 

60         =  iA(l-A), 

_  n  (n  —  A)  (w  —  1  -J-  A) 
Ö2n-1~"       2(2»- 1) 

_n(w+A)(n+l— A) 
2n  2  (2  n  4-1) 
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ou  bien 

1  2(2n-fl) 

^2»»  —  —  '  ^2n+l  —  J- — j     î — J—  i   ~j  n' 

n  {n  -f-  a  ;  (n  -\-  l  —  a) 

Comme  on  le  voit,  la  fraction  continue  est  convergente,  et  elle  repré 
sente,  tant  que  la  partie  réelle  de  z  est  positive,  l'intégrale 

A    .  „.,   ,  r™    udu    ltnu  +  t~nu\  1 

v       J     z2-\-u2  \e*u  —  e~nul  e27lu+e-2jtu  —  2cos(2k7i) 

qui  s'exprime  aussi  par 

l[vW  +  W'+i-i)-W«)-f(i+i)]. 

V  (z)  étant  la  dérivée  de  log  r  (z). 

Une  autre  expression  de  cette  fraction  est  celle-ci 


"shf^ïsh 


(1—  X)u 


(1) 


e~zu  du 


sh 
o 

où  shw  = 

a 

On  trouvera  la  démonstration  de  ces  formules  dans  le  Quarterly  Jour 
nal  of  Mathematics,  vol.  XXIV,  p.  370;  1890. 

Pour  A=  |,  on  retrouvera  facilement  la  fraction  continue  qui  nous  a 
servi  au  n°.  63. 

Considérons  en  second  lieu  la  série 

<Po(i)    ■    y2W    .    <PM    I    <PaW    I 

z     -r    g3    -r    Z5    -f    zi    -l----> 

elle  donne  la  fraction  continue 

\ 


H L 


*  + 


•  +  .. 

•  » 

où 

fc    _n2(n_1  +  2Â)(w+l-2A) 

Les  valeurs  des  azn>  ö2n+i  sont  un  peu  compliquées,  mais  on  voit 
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encore  facilement  que  les  séries 

sont  divergentes  l'une  et  l'autre. 

Tant  que  la  partie  réelle  de  z  est  positive ,  les  réduites  tendent  vers 


/ 


00  —  2s  du 


z*  +  w2 

0 


sin  (2Xn) 


.c2*u  _j_  g-2^«  _  g  cog  (2Xn) 

Cette  limite   s'exprime  aussi  par 

iv<«  +  i)-iv<«+i-*) 

et  par  l'intégrale 

e~3U  du. 


2  ./  sh  ^  m 


o 

87.  On  obtient  des  formules  analogues  si  l'on  considère  une  nouvelle 
suite  de  polynômes,  définis  par  la  relation 

^-aW  +  aW'  +  -  +  »-Wi.g.»*.. ..  +  •••• 

La  série 


donne  la  fraction  continue 


Xo  (*)     .     *2  (*)     .     ^4  (*)     1 


*>o 


,        öl 


*  + 


•  +  -. 
où 

60=  !»        &2n  =  >*2,        &2«+i  =  (n  +  A)(n+ 1  — A). 

La  fraction  continue  est  convergente,  et,  puisque 

&2»+i  =  «(»+  0  +  ^(1  -A), 

on  voit  que  ( —  l)w X2n(X)  est  un  polynôme  du  deoré  n  à  coefficients  en- 
tiers et  positifs  en  X(\  —  X).  Ainsi,  ce  polynôme  est  constamment  positif 
et  croissant  de  X  =  0  à  X  =  \. 
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La  limite  de  la  fraction  continue  s'exprime  ainsi 


4  sin  (A  n) 


z  du 
z2  -\-u2 


bnu^_e-*u 


(e*u  +  c-nuf  —  4cos2(Ati)J 


ou  encore 


r 


ch(X-\)u_zu 
ch  £  u 


e~sudu  =  l 


vi-    -s-1      +v' 


Nous  avons  posé  ici 


ch  (w)  =  cos  (iw)  = 


—  v 


e«  -L.  g-u 


'*  +  A\  /a  4-1— A 


V 


La  série 


a(*)  i  *»(*)  |  as  W  i 

.2      T"       „4       "T       .6         I     •  •  ' 


enfin  donne  la  fraction  continue 


*24-«i- 


*i 


a2  4-  «2  — 


S2  4-  a3  — 


OÙ 


A  —  ^       2  ) 


2        '  7  V      2 
a„  +  A-A24-i(2w—  l)2. 

La  limite  de  la  fraction  continue  s'exprime  par 


4  cos 


s2  4"  w2 


.  jru  _  —  n  u 

t        ß 


(enu  +  t-nuf  —  4cos2(Ati) 


ou  encore  par 

/°°sh(A  —  })ti     .„_        .r   /«4-A\.      As4-2  —  A\ 


—  v(f 


*  4-  1  —  A\        /*  4- 1  4-  A 


v 
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on  a 

par  conséquent  (—  \)n  %2n-\  W  est  positif  dans  l'intervalle  (0,  |),  négatif 
dans  l'intervalle  (£,  1). 

88.  On  connaît  le  rôle  que  les  polynômes  de  Bernoulli  jouent  dans  la 
théorie  de  la  formule  sommatoire  d'Euler  et  de  Maclaurin  Les  poly- 
nômes xn  (^)  jouent  un  rôle  analogue  dans  la  formule  de  Boole  (Treatise 
on  differential  équations,  Chap.  IV,  p.  13;  1859): 

f(x  +  h) -f{x)  =  2(22~21)B^  U' <?  +  *)  +  f'  (*)')  * 

2  (2*  -  1)  B2  ..,,„ 


1.2.3.4 
+ 


[f"{x  +  h)+f">{x)-\h* 


+  (~1)w_1rl^^^^(2w"1)(^+Ä)+/(2M~])MÄ2M_1 

-f-  cftn» 

*»  =  1.2A3.!.'(W°^"(M)^"+"(a:  +  /'">dM- 


NOTE. 


1.     Nous  avons  vu  (n0B  68 — 70)  que,  lorsque  la  série 

est  convergente,  la  fonction  F  (z)  est  égale  au  quotient  de  deux  fonctions  entières 
de  t  =  l  :  z. 

Nous  nous  proposons  actuellement  de  trouver  tous  les  cas  dans  lesquels  F  (z)  est 
une  fonction  de  t  qui  est  méromorphe  dans  tout  le  plan. 
Puisque 

_  ƒ■«  d*(u)  _  /■•  tdMu) 
M,_/      z  +  «~/      1+uf 

0  0 

il  est  clair  que,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  la  distribution  de  masse  repré- 
sentée par  4>  (m)  se  réduise  à  une  concentration  de  masses 

(*!,&)  (»  =  1,2,3,...) 

en  des  points 

*i  >  £>  >  £3  >  ^4  >  •  •  •  >  ''m  £«  =  0 , 
se  rapprochant  indéfiniment  de  l'origine,  à  laquelle  peut  s'ajouter  encore  une 
masse  finie  C  placée  à  l'origine.  Les  m»  sont  seulement  assujettis  à  la  condition 
que  la  série 

1 
doit  être  convergente. 

Nous  avons  remarqué  (n°.  48)  que,  lorsqu'un  intervalle  (a,  b)  ne  contient  point 
de  masse  dans  la  distribution  représentée  par  $  (u) ,  l'équation 

Q2n(-2)=0 

ne  peut  jamais  avoir  deux  racines  dans  cet  intervalle:  le  nombre  des  racines  dans 
cet  intervalle  ne  peut  être  que  0  ou  1 .  Il  s'ensuit  que,  dans  le  cas  actuel,  le  nombre 
des  racines  plus  grandes  qu'un  nombre  quelconque  positif  Z  reste  toujours  fini  et 
ne  peut  pas  surpasser  le  nombre  fini  des  nombres 

^  1  >     £2  >     £3  > 
qui  surpassent  /. 
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2.  Avant  d'aller  plus  loin ,  faisons  quelques  remarques  sur  la  manière  dont  se 
comportent  les  racines 

•^1  i       %2  »       "^3  '       •  •  •  >       -En 

de  l'équation 

Q2„(—  z)  =  0, 

et  cela  dans  le  cas  général.  Nous  supposons  ces  racines  rangées  par  ordre  de 
grandeur  décroissante:  xx  sera  la  plus  grande  racine,  et  xv  x2,  ■  •  •  croissent  avec  n. 

Il  peut  arriver  que  xx  croît  au  delà  de  toute  limite ,  mais  alors  x2,  x3,  .  .  .,  Xk 
croissent  aussi  au  delà  de  toute  limite  nécessairement. 

En  effet ,  supposons  d'abord 

lim  ^=00,         limsc2  =  ^» 

X  étant  un  nombre  fini.  Il  est  clair  d'abord  que  la  masse  Mx  correspondant  à  la 
racine  xx  tendra  vers  zéro,  car 

Mx  xx  <  cx. 

D'autre  part,  x2,  x3,  ...  restent  toujours  inférieurs  à  X:  on  aurait  donc 

<Pn(X)=—  —  Mx 
ax 

et 

1 


lim  ç>„  (J0  =  *(*)  = 


<h 


La  fonction  <P(u)  serait  donc  constante  dans  tout  l'intervalle  (A,  oo),  mais  alors 
aucune  racine  de 

Q2n(—  z)  =  0 

ne  peut  être  plus  grande  que  X.  Cette  contradiction  montre  qu'il  n'est  pas  possible 
que  xx  seule  croisse  au  delà  de  toute  limite.  Et,  de  la  même  façon,  on  verra  qu'il 
est  impossible  qu'un  nombre  fini  de  racines  croisse  au  delà  de  toute  limite,  en 
sorte  qu'on  aurait 

lim  xx  =  lim  x2  = . . .  =  lim  Xk  =  oo. 
lim  Xk+\  =  X. 
Nous  pouvons  donc  dire  que  le  nombre  des  racines  qui  croissent  au  delà  de  toute 
limite  ne  peut  être  que  0  ou  oc. 
Supposons  maintenant 

lim  xx  =  X  , 

X  étant  un  nombre  fini.  Il  peut  arriver  que  xx  soit  la  seule  racine  qui  tende  vers  X, 
en  sorte  que 

lim  Xr,  =  X'  <  X. 
II  36 
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Mais  nous  allons  montrer  que ,  lorsque 

lim  x2  =  X , 

alors  nécessairement  xs,  xit  rr5,  .  . . ,  tendent  aussi  vers  X.  Autrement,  le  nombre 
des  racines  qui  tendent  vers  X  ne  peut  être  que  1  ou  oc. 
Supposons  en  effet 

lim  xx  =  lim  x2  = . . .  =  lim  Xk  =  A , 
limtfA+i  =  A'  <  A. 
On  peut  prendre  d'abord  n  assez  grand  pour  que  les  k  plus  grandes  racines  de 

Q2n(—  *)  =  0 

soient  toutes  comprises  entre  X'  et  A.  Ensuite  on  pourra  prendre  n'  assez  grand 
pour  que  les  k  plus  grandes  racines  de 

soient  comprises  entre  la  plus  grande  racine  de 

Q2w(—  *)  =  0, 
et  X.    Mais  il  est  clair  qu'alors  les  k  plus  grandes  racines  de 

Q2w(—  z)  =  0 

seraient  toutes  comprises  dans  l'intervalle  de  deux  racines  consécutives  de 

Q2n  +  2n'( — Z)  =  0. 

Or  nous  savons  que  cela  est  impossible,  à  moins  qu'on  n'ait  k  =  1. 
Si  xx  est  la  seule  racine  qui  tend  vers  X ,  on  aura 

lim  x2  =  X'  <  X , 

et  l'on  verra  de  la  même  façon  que  le  nombre  des  racines  qui  tendent  vers  X'  ne 
peut  être  que  1  ou  a .    Dans  le  premier  cas ,  on  aura 

lim  xs  =  X"  <  X', 

et  l'on  voit  encore  que  le  nombre  des  racines  qui  tendent  vers  X"  ne  peut  être  que 
1  ou  oo  ,  et  ainsi  de  suite. 

3.  Revenons  maintenant  au  cas  du  n°.  1,  c'est-à-dire  supposons  que  la  fonction 
$  (m)  affecte  la  forme  particulière  que  nous  avons  indiquée.  Nous  allons  montrer 
qu'on  a  alors  nécessairement 

lim  &2n-i  =  lim  &2«  =  0. 
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Soit,  en  effet,  e  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  voudra.  Parmi  les  nombres 

'il       ^2  »       £3  >       •  •  •  » 

il  y  en  a  seulement  un  nombre  fini  k  qui  soient  plus  grands  que  e.  Parmi  les  ra- 
cines de 

Q2w(— 20  =  0, 

xlt  X2,  .  • .,  Xk  seules  peuvent  surpasser  e,  mais  Xk  +  i  est  certainement  inférieur 
à  £k  +  i<^£-  Ensuite  ces  racines  xlt  x2, ...,  rc^en  nombre  fini  tendent  certainement 
pour  n  =  oo  vers  des  limites  finies.  Désignons  maintenant  par  x[f  x'2,  ■  -  -,x'n,1 
les  racines  de 

on  aura 

Xi  -f  XÓ  -f  .  .  .  -\-  Xn  +  i  =  bx  +  b2  +  .  .  .  -f  Ô2n  +  1 , 
Xx+  X2+  ...+Xn       =&i  +  &2+-"-h&2n-l, 

donc 

k  t  n 

2Z,  (^r  —  ^0  +  2^  (#r  —  #r)  -f-  #n  +  l  =  &2n  +  &2n  +  l- 

1  A+l 

Or,  si  l'on  se  rappelle  que  les  racines  x'k  sont  séparées  par  les  racines  Xk,  il  est 
clair  que 


^,{Xr  —  Xr)  +  Xn  +  l  <  e, 


fc  +  1 

car 

n  n 

^  (Xr  —  Xr)  -\-2^-{Xr  —  Xr+i)  +  Xn  +  l  =  X'k  +  l  <  f, 

4-fl  ft+1 

et  xr  —  x'r+\  est  positif.  D'autre  part,  la  somme 

k 

1 
peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra,  par  exemple  inférieure  à  e,  en  prenant 
n  suffisamment  grand  ;  il  vient  donc 

Ô2n4-  &2n  +  l  <  2e, 

et  les  quantités  bn  tendent  vers  zéro. 

Ainsi,  pour  que  la  fonction  F  (s)  soit  méromorphe  en  t  =  — ,  il  faut  certaine- 

z 
ment  que  bn  tende  vers  zéro. 
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4.    Nous  allons  montrer  maintenant  que  cette  condition  est  aussi  suffisante  et 
que ,  toutes  les  fois  qu'on  a 

lim  &2n-i  =  lim  62«  =  0, 

F  (s)  est  bien  méromorphe  en  z~l. 

Pour  cela,  nous  allons  faire  voir  d'abord  que  ces  conditions  entraînent  cette 
conséquence  : 

Le  nombre  des  racines  de 

Q2„(—  z)  =  0, 

qui  surpassent  un  nombre  positif  quelconque  l,  ne  croît  pas  au  delà  de  toute  limite, 
mais  reste  invariable  dès  que  n  surpasse  une  certaine  limite. 
Considérons  la  suite  des  fonctions 

(a)  Qo(*)>      QzW,      Q4U)»      •••»      Q2n(*),      ••-, 

il  s'agit  de  faire  voir  que  le  nombre  des  racines  d'une  équation 

Q2„(«)  =  0, 

qui  sont  comprises  entre  —  l  et  —  00  ,  finit  par  être  constant. 

Or,  ce  nombre  est  égal  au  nombre  des  variations  perdues,  en  posant,  dans  la 
suite , 

Qote),     Q2(«)t     •••,     Qante), 

d'abord  g  =  —  00,  ensuite  z  =  —  l.  Mais,  pour  z  =  —  00,  on  n'a  que  des  varia- 
tions; tout  revient  donc  à  montrer  que,  pour  z  =  —  Z,  la  suite  (a)  n'a  qu'un 
nombre  fini  de  permanences,  c'est-à-dire  qu'on  ne  rencontre  que  des  variations 
dès  que  n  surpasse  une  certaine  limite. 

Pour  cela,  revenons  à  la  relation  entre  trois  fonctions  consécutives;  on  peut  l'écrire 

&2n-l  Q2n  (S)  =  (S  +  &2n-2  +  &2n  —  t>  Q2n-2  {&) Ô2n  — 2  Q2n-4  {.Z). 

Posons 

,      Q2n-2  ( l) 

n~  Q2»(-«)    ' 

il  viendra 

J_    l     i  l  —  (1  -f-^*-l)&2w-2  m 

^n  bon  —  1 

D'après  l'hypothèse ,  on  a 

lim&2n-2  =  lim  &2n-i  =  0; 

donc,  dès  que  n  surpasse  un  certain  nombre  v,  on  aura  certainement 

l — 2&2n-2  w     0 
02tt  —  1 

parce  que  le  nombre  positif/  n'est  pas  nul.  Nous  supposerons  maintenant  n  >  v. 
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On  voit  alors  que  si  Xn-\  ^  1  certainement  Xn  sera  positif  et  compris  entre  0  et  1, 
c'est  à-dire  qu'on  aura  aussi  Xn  <  1,  et,  par  suite,  tous  les  nombres 

seront  positifs,  plus  petits  que  l'unité. 

Mais  supposons  la  valeur  de  Xn_\  quelconque  et  calculons  la  suite  des  quantités 

Xn  — 1  >      *  n  >      *  n + 1 1      *  w  -|-  '2  >      .... 

Nous  distinguons  divers  cas  qui  épuisent  tous  les  cas  possibles. 

L'un  des  nombres  Xk  est  infini,  Xm  =  oc,  alors  lm  +  l=  0  <  1,  et,  par  conséquent 
tous  les  nombres 

Xm  +  2)       'l  m  +  3  >       *  m  +  4  ,       ••• 

sont  positifs ,  plus  petits  que  l'unité. 

Si  aucun  des  nombres  Xk  n'est  infini,  ils  seront  tous  finis,  et  ils  seront: 
Ou  bien  tous  >  1  ;  alors  il  est  évident  qu'ils  sont  aussi  tous  positifs. 
Ou  bien  on  en  trouvera  un  Xm  £j  1,  et  alors  nous  avons  vu  que 

Xm  +  1>       Xm  +  2i       *  m  +  3  >       ••• 

sont  tous  positifs,  plus'petits  que  l'unité 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  les  nombres  Xk  sont  constamment  positifs  dès  que  k 
surpasse  une  certaine  limite.  Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que  nous  avons 
établi  ainsi  la  proposition  que  le  nombre  des  racines  de 

q2n(—z)  =  0, 

qui  surpassent  un  nombre  positif  quelconque  l,  ne  croît  pas  au  delà  de  toute 
limite,  mais  reste  invariable  dès  que  n  surpasse  une  certaine  limite. 

5.    Il  est  facile  maintenant  d'achever  la  démonstration.  La  racine  x{  tendra  vers 

une  limite  finie  Çlt  et  c'est  la  seule  racine  qui  tend  vers  cette  limite,  car  le  nombre 

des  racines  qui  tendent  vers  ^  est  1  ou  oo,  mais  il  ne  peut  être  oc,  parce  que  nous 

savons  que  le  nombre  des  racines  qui  surpassent  un  nombre  /  est  fini.  Ensuite  x2 

tendra  vers  une  limite  f2  <C  £i  >  et  ce  sera  la  seule  racine  qui  tend  vers  £2,  et  ainsi 

de  suite.  Généralement,  on  a 

lim  xk  =  £k 
et 

La  masse  Mx  correspondante  à  x1  tendra  vers  une  limite  w,  ^Oen  diminuant 
toujours,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'on  ne  peut  pas  avoir  mx  =  0. 

En  effet,  on  voit  facilement  que,  dans  ce  cas,  la  fonction  <ï>  (u)  serait  constante  à 
partir  de  u  =  f2  <  f1(  mais  alors  aucune  racine  ne  surpasserait  f2,  et  la  racine  qui 
tend  vers  ^  n'existerait  pas.  De  même,  la  masse  M2  correspondante  à  x»  tendra  vers 
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une  limite  m2  qui  n'est  pas  nulle.  En  effet,  nous  savons  que  Mx  -f-  M2  diminue 
toujours;  cette  somme  tend  donc  vers  une  limite,  et  il  en  est  donc  de  même  de  M2. 
On  ne  peut  pas  avoir  w2  =  0>  car,  alors,  il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  $  (w) 
serait  constante  dans  tout  l'intervalle  (£3,  Ij),  et  cet  intervalle  ne  pourrait  pas  renfer- 
mer les  deux  racines  xx  et  #2  qui  tendent  respectivement  vers  |x  et  £2,  et  ainsi  de  suite. 
Il  est  clair  que  <pn  (u)  tend  toujours  vers  une  limite  finie  pour  n  =  oo  et  cette 
limite  est  dès  lors  =  <£  (u).  Et  cette  fonction  <t>  (?<)  affecte  bien  la  forme  particu- 
lière indiquée  plus  haut  (n°  1  ),  en  sorte  que  F  (  —  ]  est  une  fonction  méromorphe  de  t. 

Ainsi,  pour  que  FI      ]  soit  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  faut  et 
il  suffit  qu'on  ait 

lim  b  2 n  —  î  =  lim  &2 m  =  0. 


LXXXII. 

(Article  rédigé  d'après  un  manuscrit  inédit.) 


Sur  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre. 

1.    Supposons  que  p  et  q  sont  des  nombres  positifs,  impairs  et  pre- 
miers entre  eux.  D'après  le  lemme  de  Gauss  on  sait  que 

où  k  désigne  le  nombre  des  restes ,  compris  entre  les  limites  —  — 0 — 

p 1 

et  — g — ,  qui  sont  négatifs ,  de  la  série 

Q,  2g,  3g,  ...,  ^jp-ff« 

D'après  cela  k  indique  aussi  combien  parmi  les  quantités 

q      2q     3q               (p—l)q 
— ,    — ,    — ,    ...,   — 

P       P        P  2P 

il  y  en  a  dont  la  partie  fractionnaire  surpasse  g-« 

Or,  en  introduisant  le  symbole  E  (a)  pour  assigner  le  plus  grand 
entier  qui  ne  surpasse  pas  a ,  on  aura 

E(a  +  1)-E(a)=l 
quand  la  partie  fractionnaire  de  a  est  supérieure  à  -g-.  On  en  conclut 

*=r!<f+l)-<f)l  (»-lm ^ 
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En  considérant  de  la  même  manière 

(fH-D* 


on  aura 

*-rK?+i)--(ï)l  H1-2'3 V) 

Posons  maintenant 

*=£"($■         A'=I>(? 

alors  on  a 

k  =  B  —  A 

Ä'  =  B'  — A' 
et  il  s'agit  de  démontrer  la  congruence 

B  +  B'  —  A  —  A'  =  ^-l  •  ^^  (mod  2) 


pour  obtenir  la  loi  de  réciprocité 

(1)  (f)=<-»  — 

Pour  y  arriver  nous  démontrerons  d'abord 

B  +  B'  EE  0  (mod  2) 
et  ensuite 

Pour  établir  le  premier  point  on  peut  démontrer  que  B  est  un  nombre 
pair.  C'est  ce  que  fait  Gauss.  Voici  la  démonstration  de  M.  Kronecker 
d'après  les  leçons  de  Dirichlet  (Dedekind,  2ieme  Édition,  p.  97).  Soit 


il  est  évident  que  r^  sera  compris  entre  ±  \t>  car  E  ( h  -g  j  est  le 

y  q 

nombre  entier  qui  diffère  le  moins  de      .  Les  nombres  ru  sont  tous  dif- 
1  p  " 
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férents  et  la  somme  de  deux  d'entre  eux  ne  peut  être  nulle   Donc  dans 
leur  ensemble  ces  nombres  ry  sont 

1    o    3  P--1 

quelques  uns  étant  affectés  du  signe  -f-,  les  autres  du  signe  — .  Or,  on  a 

^Z  +  i)^-^  (mod2) 

donc 

B  =  ^(y-ry)  =  0    (mod2). 

2.  Mais  on  peut  se  dispenser  de  démontrer  que  B  est  pair ,  car  on 
a  B  =  B'.  Cette  remarque  avait  échappé  aux  premiers  chercheurs.  En 
effet  E  (a)  exprime  combien  il  y  a  de  termes  positifs  dans  la  série 

a  —  1,  a  —  2,  a  —  3,  a  —  4,  ... 
à  condition  de  pousser  assez  loin  cette  série.  D'où  l'on  conclut  que  B  in- 
dique combien  il  y  a  de  nombres  positifs  dans  le  groupe  des  — ~ g— 

nombres 

1  I  30  —  1|  *|  O)  m)         ^r~ 

y-j  +  --x    ou     2yq-(2x-l)p  p_{ 

\  y ==  1  >  2 ,  3 ,  . . . ,  — g- 

En  remplaçant  x  par  — P #  on  voit  que  ces  nombres  résultent 

aussi  de  l'expression 

(#  =  1, 2, 3,...,      g- 
p  —  1 
2/  =  l,2,3,...,      g— 

La  symétrie  de  cette  expression  met  en  évidence  la  relation  B  =  B'. 
Voici  comment  on  peut  interpréter  géométriquement  ce  résultat.  Sur 

deux  axes  OX  et  OY  prenons  0A  =  {,  06=^  et  complétons  le  rect- 

angle  OABC.  Considérons  en  même  temps  le  réseau  des  points  x,  y 
dont  les  coordonnées  sont 

q-\ 


x  — 1,2,0,..., 
*/  =  l,2,3,. 


2 
p-1 

2 
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et  qui  sont  à  l'intérieur  du  rectangle.  L'équation  de  la  diagonale  AB 
étant  2px-\-2qy —  pq  =  0,  il  est  clair  que  B  =  B'  est  le  nombre  des 
points  du  réseau  qui  se  trouvent  à  l'intérieur  du  triangle  ABC,  ce  que 
nous  indiquerons  ainsi 

B  =  B'  =  (ABC). 

Cette  démonstration  de  l'égalité  B  =  B'  est  indépendante  de  l'hypo- 
thèse que  p  et  q  sont  premiers  entre  eux. 

Traçons  la  seconde  diagonale  OC,  qui  rencontre  en  D  la  première. 
On  reconnaît  de  la  même  façon 

A  =  (0BC),    A'  =  (0AC) 

d'où  résulte  immédiatement  la  relation 

p  —  1    q  —  1 


A -f-  A'  = 


2 


k  =    Ve(— )    (mod2). 


et  ainsi  la  loi  de  réciprocité. 

3.    Le  nombre  B  étant  pair  on  a 

Supposons  que  parmi  les  nombres  E  (■ — )  il  y  en  ait  l  qui  sont  im- 
pairs, k  et  l  seront  de  même  parité.  Mais  il  y  a  plus,  car  on  a  k  =  l, 
ainsi  : 

Si  l'on  divise  les  nombres 

»  —  1 
q,  2q,Sq,  ...,^-q 

par  p,  on  trouvera  autant  de  quotients  impairs  que  de  restes  qui  sur- 

P 
passent  -g- 

Pour  le  faire  voir ,  je  remarque  d'abord  que 

E  (a)  -f  E  (q  —  a)  =  q  —  1 

par  suite  les  quotients  de  mq  et  (p  —  m)  q  par  p  sont  toujours  de  même 
parité,  car  leur  somme  est  g  —  1.  Il  en  résulte  que  si  je  considère  les 
deux  groupes  de  nombres 

(a) 2q,  iq,  6qt  ...,  {p  —  1)  q 

iß) q>  3^,  5g,  ...,  (p  —  2)q 
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et  si  je  divise  tous  ces  nombres  par  p,  le  groupe  (a)  donnera  autant  {k) 
de  quotients  impairs  que  le  groupe  (/?).  Le  groupe 

q ,  2g,  3g,  .  .  .  ,  (p  —  1)  q 
donnera  par   conséquent  2  k  quotients  impairs,    et  par  suite  chacun 
des  groupes 

(Y) Q,  2q,  Sq,  ...,  P—~     q 

/*.  P-f-1        P  +  3        p  +  5  M 

en  donnera  Ä. 

Donc  les  groupes  (y)  et  (ô)  ou 

2/g    et     2y#  [y=lt2,S,...,^-J 

donnent  le  même  nombre  de  quotients  impairs.  Maïs  il  est  clair  qu'en 
divisant  2yq  par  p  le  quotient  sera  pair  ou  impair  selon  que  le  reste 

obtenu  en  divisant  yq  par  p  sera  inférieur  ou  supérieur  à  -=■',  d'où  la 
proposition  énoncée. 

4.    Posons 


(I)  =  (AOD),    (II)  =  (BOD) 
(III)  =  (BCD)J    (IV)  =  (A CD) 


en  sorte  qu'on  a 


A  =  (II)  +  (III),    A'  =  (I)  +  (IV), 

B  =  B'  =  (III)  +  (IV), 

k  =  (IV)  —  (II) ,    k'  =  (III)  —  (I). 

Il  existe  entre  ces  nombres  la  relation  intéressante 

(III)  =  (IV). 
Pour  la  démontrer  je  cherche  une  expression  du  nombre  (IV)  qui 
indique  combien  il  y  a  des  points  du  réseau  satisfaisant  aux  conditions 

2px-\-2qy  —  pq>0, 
px  —  qy>0. 

Pour  une  valeur  donnée  de  y  on  doit  avoir 

q(p-2y)  qy 

r       2p      '  p 
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Tant  que  y  <  ~  on  n'a  qu'à  faire  attention  à  la  première  limitation, 
et  pour  y  >  -r  c'est  la  seconde  limitation  qu'il  faut  seulement  envisager. 
Pour  y  <  -.    on  aura  donc 

q-1       E(g(p-2yU==E/2yg+  1 


2  V        2p        y  \  2p     '     2 

valeurs  de  x,  et  pour  2/  >  —  ce  nombre  sera 


2  \  p  I  \        2p  '2 

On  a  donc 

ro-£"lï?+T)+2"(itïîAf+Tr)- 

Or ,  dans  la  première  somme  2  y  parcourt  les  nombres  pairs  infé- 

p 
rieurs  à  „  ,  dans  la  seconde  p  —  2  y  parcourt  les  nombres  impairs  in- 

P 
férieurs  à^;on  peut  donc  écrire  simplement 

«v>=ze(H+I)       (»=i.*.» ^). 

et  l'on  trouvera  de  la  même  façon 

E(a)  +  E(a+  *)  =  E(2a) 


A  cause  de 


on  en  conclut 


(II)  +  (IV)  =  £  E  (^j  =  A  =  (II)  +  (III) 

donc 

(III)  =  (IV). 

Il  se  confirme  ici  de  nouveau  que  B  =  (III) -}- (IV)  est  pair. 
Ensuite  on  obtient  cette  nouvelle  expression  de  k 


SI"(¥+i)-"/" 


p        2/  Vp 

c.-à-d.  en  divisant  les  nombres  ?/g  par  2p,  il  arrive  k  fois  que  le  reste 
obtenu  surpasse  p,  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  divisant 
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les   nombres  y  q  par  p  il   arrive  k  fois  que  le   quotient  e(]  obtenu 
est  impair.  On  retrouve  ainsi  la  proposition  de  tout  à  l'heure. 

5.  On  obtient  une  expression  de  k  qui  conduit  rapidement  à  la  loi 
de  réciprocité  par  le  raisonnement  suivant  Pour  que  la  partie  fraction- 
naire de  —  soit  supérieure  à  -~  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 


x-$<p<x     ou       q<y<q' 


Pour  une  valeur  donnée  de  x  on  obtient  ainsi 


ql  q 

valeurs  de  y,  d'où  l'on  conclut 


*=ZjE(^)_E(<^ii£)j 


et  l'on  s'assure  facilement  qu'il  faut  prendre  £  =  1,2,3,...,  — ~ — 
En  écrivant  dans  la  seconde  somme  ^£ x  au  lieu  de  x  on  trouve 


*=zW?H(f-f)! 


q  1  VI         q 

donc 

Mais  il  est  clair  que 

est  egal  à  f-g —  ou  a  4— «      —  1  selon  que  la  partie  fractionnaire  de  -— 
est  inférieure  ou  supérieure  à  \ ,  donc 

k=pV^l  ,?Jzi__Ä'    (mod2). 

On  voit  en  même  temps  que  la  somme 

(x  —  \)  p  \  _  ^->      /  (y  —J)q 


qui  se  présente  ici  est  le  nombre 

(AOB)  =  (I)-f-(II). 


LXXXIII. 

(Article  rédigé  d'après  un  manuscrit  inédit.) 


Étude  sur  l'intégrale  j  xk~1exdx. 

o 

DÉFINITION,  PREMIER  DÉVELOPPEMENT. 

1.    Soit 

(1)  , F(a)=faxk-1e(dx 

o 
où  nous  supposons 

0^a<  -foo,  0  <  A:  <  1. 

En  développant  l'exponentielle  on  obtient 

(2)  .     . 

Cette  formule  permet  de  calculer  F  (a)  avec  une  approximation  in 
définie  pour  toute  valeur  de  a.  Mais  dès  que  a  est  un  peu  grand  ce 
calcul  devient  impraticable  à  cause  des  longueurs  du  calcul,  et  dans  ce 
cas  on  devra  préférer  souvent  d'autres  formules ,  même  si  elles  ne 
permettraient  pas  d'obtenir  F  (a)  avec  une  approximation  indéfinie. 

On  obtient  un  premier  développement  de  ce  genre  par  l'intégration 
par  parties  qui  donne 


F(a)  =  ak~1e 


l—k      (l  —  k)(2-k)  (i—k)(2—k)...(n—l—k) 

*■*        „      ~\  72  r  •  •  •  T" 


a  a-  a 

=  Tx  -|-  T2  -f-  •  •  •  •  "h  Tn  -f-  R»» 


(3) 

(4) R„  =  (l  —  ä)(2  —  A)...(n  —  k)faxk-n~1e 


-{-Rn 


dx. 
cn  étant  une  constante  indépendante  de  a. 
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En  effet  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  ont  même  dérivée  par 
rapport  à  a,  par  conséquent  ils  seront  égaux  si  l'on  peut  déterminer 
cn  de  manière  que  l'équation  soit  exacte  pour  une  valeur  particulière 
de  a.  Or  si  l'on  prend  a  positif  mais  assez  petit  pour  que 

F(a)<T1-fT2  +  ...  +  T«, 

il  est  clair  que  l'équation  (3)  détermine  une  valeur  unique  de  cn  qui 
sera  supérieure  à  cette  valeur  particulière  de  a. 
On  a  évidemment 

f  xk-*~i ex üx  =  ak^n~1  ea  +  (n  +  \—k)j  xk-n~2exdx, 


-n  + 


d'où  l'on  voit,  en  posant  a  =  cn  +  i,  que  les  constantes  positives 

^1  »    ^2  »    ^3  >    •  •  •  l    C/î  •  •  • 

vont  toujours  en  augmentant.  On  peut  ajouter  que  cn  croît  au  delà 
de  toute  limite.  En  effet  dans  le  cas  contraire  on  aurait  c„  <  b  pour 
toute  valeur  de  w,  b  étant  un  nombre  fini.  Il  en  résulterait  d'après  (3) 


F(b)>bk-1eb 


,   .  1  —  k  .  .  (1  —  k)  (2  —  k) . . .  (w  —  1  —  k) 

H z *-•••  + 


b       ■   •'•   '  6"-1 

quel  que  soit  n,  ce  qui  est  évidemment  impossible. 

2.    Il  est  clair  que  si  l'on  connaissait  la  série  des  constantes 

1  >      2  »      3  >    •  •  •  >    ^m  l  •  ■  ■ 

rien  ne  s'opposerait  à  un  usage  légitime  du  développement  (3).  Sup- 
posons que  la  valeur  de  a  tombe  entre  cM-i  et  cn,  on  aura 

F(a)>T1-f-T2-r-...  +  Tn_i, 

F  (a)<  Tx  +  T2  +  . . .  -f  T„. 

Mais  il  reste  ici  la  difficulté  qu'il  faudrait  connaître  les  constantes 
ci>  c2i  c3»  •  •  •  au  moms  d'une  manière  assez  approchée  pour  déterminer 
l'entier  n. 

Nous  reviendrons  tout-à-1'heure  sur  cette  question,  mais  remarquons 
d'abord  que  lorsque  a  est  grand  les  termes  de  la  série 

T1  +  Ti  +  T,  +  .., 

vont  en  diminuant  d'abord  pour  croître  ensuite  indéfiniment. 
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L'indice  du  plus  petit  terme  Tn  se  trouve  égal  à 

(5) n  =  a  +  k  +  0,  0  g  (9  <  1 , 

©  étant  déterminé  par  la  condition  que  n  doit  être  entier.  Dans  le 
cas  0  =  0,  il  y  a  deux  termes  consécutifs  égaux,  plus  petits  que  tous 
les  autres ,  n  =     -f-  k  est  alors  l'indice  du  premier  de  ces  deux  termes. 

En  supposant  a  grand ,  on  obtient  facilement  une  valeur  approchée 
de  ce  plus  petit  terme  Tn,  en  effet 

_ U  — *) (2  —  *)... (n  —  l  —  k)   a _ r(n  — A)      >a         V(a-\-&)      ta 
n—  an~k  e     "r(l  —  Ä)'ttn-*"=r(l  —  k)'aa+0' 

Or  on   a,  e  et  s'  désignant   des   quantités    qui    tendent    vers   zéro 

1 
avec  — 
a 


donc 


r(a+0)  =  (a|0)fl  +  Va-0|/ft~(l+£')) 

1   'i+!p-.-.^a+*. 


Tn 


ou  plus  simplement 

(6) Tw  = 


^v£«+* 


r(i-A) 


3.  Examinons  maintenant  la  détermination  des  constantes  clt  c2,  c3, ... 
Il  est  évident  d'abord  que  cn  est  la  seule  racine  positive  de  l'équation 
transcendante 


(7)     F(Q  — **-V 


.       1  — A  (1  —  Ä)(2  —  Ä)...(n—  1  —  Ä) 

1 H ; r  •  •  •  -r 


=  0, 


t       '  '  tn~l 

mais  le  calcul  de.  cn  de  cette  manière  est  toujours  laborieux  et  devient 
tout  à- fait  impraticable  dès  que  n  est  un  peu  grand,  ce  qui  est  juste- 
ment le  cas  le  plus  important.  En  effet  pour  résoudre  l'équation  (7)  il 
faudra  calculer  F  (t)  par  la  formule  (2)  et  il  est  clair  que,  si  l'on  ne 
trouve  pas  un  autre  moyen  pour  calculer  cn,  il  vaudrait  mieux  renoncer 
à  l'emploi  du  développement  (3)  et  s'en  tenir  à  la  formule  (2). 

On  peut  mettre  l'équation  (7)  sous  une  autre  forme  qui  permet  de 
voir  plus  clairement  de  quelle  manière  cn  dépend  de  n  et  de  k.  Dé- 
veloppons les  deux  membres  de  (3)  suivant  les  puissances  de  a,  comme 
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il  n'y  a  pas  de  terme  sans  a  dans  le  premier  membre  il  doit  en  être 
de  même  dans  le  second  membre.  On  en  conclut  d'abord  que  cn  est 
une  racine  de  l'équation  transcendante 

ik  —  n  £fc—  »  +  1  £k  —  w-f-2 

(8)     '     •W')  =  ^TO~iTITLU_ftfïT...=0 

et  ensuite  qu'on  a  identiquement 

[„/,        *    i   «T,  i  1-*  i          ,  (l-fc)(2—/c)>...(n—  1—  ft)]  . 
(9)     F(«)=«*-1«a[i  +  - 7T  +  -  + 5==ï J  + 

I  +  (1  —  Ä)  (2  —  Ä) .  .  .  (n  —  Ä)  y  (a). 

Il  est  clair  que  l'équation  (8)  n'admet  qu'une  seule  racine  positive 
=  cn  car  les  termes  ne  présentent  qu'une  seule  variation  de  signe. 

L'équation  (8)  ne  renfermant  que  le  seul  paramètre  k —  n,  il  est 
naturel  de  considérer  c„  comme  fonction  de  ce  paramètre,  mais  nous 
préférons  poser 

(10) m  =  n-\-\—k 

(11) Cn  =  x(™) 

en  sorte  que  t  =  %  (m)  est  racine  de 

tl  — m  *2  —  m  /3  — m  4  4  — m 

(12)    V  (<)  =  YZTm  +  2^w  +  H  2  .  (3  -  m)  +  1  .  2  .  3  .  (4  -  m)  +  *  '  " =  °' 

Le  nombre  n  pouvant  avoir  les  valeurs  1,  2,  3,  .  .  et  k  étant  com- 
pris entre  0  et  1 ,  nous  n'avons  qu'à  considérer  les  valeurs  de  m  qui 
sont  supérieures  à  1  sans  être  entières.  On  constate  d'abord  que  la 
fonction  x  (m)  est  constamment  décroissante ,  en  effet  on  a 


v  =  o, 

d  £           'dm 

?*-        l«rM 

.  ï/j  -i — -i- 

dm"         x"&  w  *  Y  "•"  (1  -  -  m)2  "•"  (2  -  -  m)2  +  1 .  2  .  (3  —  m)2  "*"  "  - 

.  i  ^  •  dip  dy>  .  ,c  , 

et  à  cause  de  y  =  0,  on  voit  que    v—  et    >. —  sont  positifs  tous    les 

i  i  dt        dx(m)      ,       ., 

deux,  donc  -j—  =  —\ négatif. 

'  dm         dm  & 

II  37 
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Mais  d'autre  part  nous  avons  vu  que  les  constantes 

Cn>    Cn-\-\)    Cn-j-2)    •  •  •  C.  â.  Q. 

X(m),  %{m-\-  1),  *(m-f2),  ... 

vont  toujours  en  augmentant.  L'explication  de  cette  contradiction 
apparente  se  trouve  dans  ce  fait  que  la  fonction  %  (m)  est  discontinue 
dans  le  voisinage  des  valeurs  entières  de  la  variable.  Une  discussion 
facile  montre  qu'en  désignant  par  e  une  quantité  positive  et  infiniment 
petite ,  on  a 

%{n  +  £)  =  -\-cc,  w=  1,2,3,... 

%{n  —  e)  =  0,  n  =  2,8,... 

La  nature  si  compliquée  de  la  fonction  x  (m)  =  cn  qui  vient  de  se 
montrer  ici ,  ne  semble  guère  permettre  d'obtenir  d'une  manière  simple 
et  commode  une  valeur  suffisamment  approchée  de  cn  comme  l'exige- 
rait l'emploi  du  développement  (3).  11  faut  en  conclure  que  ce  déve- 
loppement n'a  aucune  valeur  au  point  de  vue  du  calcul  numérique. 


NOUVELLE    EXPRESSION  DE  LA  FONCTION   F  (a). 

4.     Nous  allons  considérer  maintenant  une  fonction  G  (a)  définie  de 
la  manière  suivante 

0 

0^a<  oo,  0<£<  1. 

L'intégrale  définie 

*oo  rf  —  k  i.a(\  —  x) 


r™  x~K 


x 

o 


dx 


n'a  pas  de  sens  à  cause  de  la  discontinuité  pour  x=  1,  mais  dans  la 
définition  de  G  (a)  figure  la  valeur  principale  de  cette  intégrale  d'après 
la  définition  de  Cauchy 


v.  p.  f  =  lim     /      £  -f  / 


l+e  )e=0. 


ÉTUDE  SUR   UNE   INTÉGRALE.  579 

D'après  cette  définition,  il  vient 

G  (g  -f  h)  —  G  (a)  _  1         r»x-kea*-*    e'"1-*'  —  1 


-r(l-A)/ 


1  —  #  Ä 

o 


da;. 


Dans  le  second  membre  on  a  pu  omettre  ici  l'indication  v.  p.  car  la 
fonction  sous  la  signe  /  reste  finie  pour  x  =  1. 

Mais  on  a 

pha-x) 1 

% =(l-x)e^l->\  0<£<h 

donc 


G  (g  -f  h)  —  G  (g)  _       J 

o 


*  [™  ~-kp(a  +  $)(\-x)  j„ 

—  r(i-k)Jx     e  ax' 


Ici  £  est  une  fonction  inconnue  de  x  mais  qui  reste  toujours  com- 
prise entre  0  et  h. 

Par  des  raisonnem'ents  qui  sont  trop  faciles  pour  qu'il  soit  nécessaire 
de  les  développer ,  on  conclut  de  là 

ümG(a  +  h)-G(a)  =  QI{a)=__l_j*x_kean_,dx 

0 

h  tendant  vers  zéro ,  soit  par  des  valeurs  positives ,  soit  par  des  valeurs 
négatives.  Mais  cela  suppose  essentiellement  a  >  0,  et  comme  on  a 


f   x-keail-^dx  =  r(\  —  k)ak-le' 


,k  —  1  Da 
0 

on  arrive  à  cette  conclusion  : 

la  fonction  G  (g)  est  continue  tant  que  g  est  positif  et  elle   admet 
pour  ces  valeurs  de  a  une  dérivée  G' (g)  =  ak '~l  ea. 

5.     Mais  il  faut  encore  une  recherche  particulière  pour  savoir  si  la 
fonction  G  (g)  est  continue  dans  le  voisinage  de  g  =  0. 
Pour  cela,  remarquons  que 

1  r<X>  pF(\  —X)  j 

aM-G<0>=rfir=*)/  *-*-r=ï-d" 


0 


où  e  est  une  quantité  positive  que  nous  ferons  tendre  vers  0. 
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Décomposons  l'intégrale  en  deux  parties 

/GO  pi  /»CO 

=1+1 

0  0  l 

où  l  =  e~1  croîtra  au  delà  de  toute  limite. 
Ayant 

f,e(L  —  x) i 


l—x 
il  est  clair  que 


=  eet(1-x)  <ees,  0  <  e'  <  e 


/    #~A — : -dx<.ees      x~kdx=- —  .e£=- 

/  1  —  x  J  1  — k  1  —  k 

0  0 


donc 

lim   /     T!  —  fc  - 

1—  X 


-  e  E  (1  —  X)  j 

lim/   #_fc--^-  da;  =  0. 

0 


Quant  à  la  seconde  intégrale  il  est  clair  qu'on  aura  à  partir  du  mo- 
ment où  /  est  devenu  supérieur  à  l'unité 

,00     _fcg«(i-»)_  i  ^  ,00    _&    drc    ^  f°=         dx  1 

J     x  i-x     dx<J    x      x~=\<\     (s— 1)*  +  1_Ä(J— 1)* 

i  i  ï 

donc 


00  g£(l  — X)  | 


hm  ƒ   #~& — z dx  =  0. 

J  l—x 

i 

On  conclut 

lim  G  (s)  =  G  (0). 

La  fonction  G  (a)  est  donc  continue  même  pour  a  =  0,  et  nous  pou- 
vons écrire 


G  (a)  =  G  (0)  -f  (V-1  ex  dx. 


La  valeur  de  G  (0)  est  facile  à  trouver 

g  (0)  =  rü=ä)  v-  p./   nr^ <»  =   r(l_%)  = —  r  <*)  cos  *  « 

0 

(v.  Briot  et  Bouquet,  Fonctions  elliptiques,  pag.  145)  et  comme  résultat 
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de  cette  analyse  nous  pouvons  donc  écrire  cette  nouvelle  expression 
de  la  fonction  F  (a) 

(13)    .    .    F(a)  =  r(A)cosA*+r-  -v.p.y    x  xe_x   -dx. 


AUTRE    DÉVELOPPEMENT    DE   F  (a). 

6.  La  nouvelle  expression  de  F  (a)  que  nous  venons  d'obtenir  donne 
facilement  un  nouveau  développement  en  série.  En  effet  à  l'aide  de 
l'identité 

=  1  +3  +  Z2  +  ...  +Z"-,-f- 


1  —  x  '  n  '1  —  X 

on  obtient  aussitôt  le  résultat  suivant 


a     '        '  an~ 


+S 


m 


,-00     QQÏl  —  k    gflf 

(15)    ....      Sn=w~ ^v.p.j     — - 


1  rco  xn-kea(l-x) 

dx. 

X 
0 


On  voit,  ce  développement  se  distingue  de  notre  premier  dévelop- 
pement (3)  seulement  par  le  terme  r(k)  cos  kn  et  un  changement  cor- 
respondant du  terme  complémentaire.  Il  est  clair  que 

(16) S  „4-  r(A;)cosA:7i  =  Rn, 

d'où  il  suit  que 

da         da 
S„  est  donc  une  fonction  croissante  de  a,  or  il  est  clair  que  pour  a 
positif,  très  petit  S„  est  négatif.  Par  conséquent  Sn  s'annule  pour  une 
seule  valeur  positive  de  a  que  nous  désignerons  par  an  et  alors 

(17)     .     .     .      Sn  =  (l—k)(2  —  k)...{n  —  k)(axk-n-lexdx. 
Les  constantes 

flj  ,    a 2 ,    #3  »    .  .  .  ,    On  •  •  • 

que  nous  venons  d'introduire  ,  vont  continuellement  en  augmentant  et 
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finissent  par  dépasser  toute  limite  fixe ,  c'est  ce  qu'on  voit  exactement 
de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  constantes  cx,  c2,  . . . ,  c„,  . . . 
Supposons  que  a  tombe  entre  an-\  et  an,  on  aura 

F  (a)  >  r  (k)  cos  k  n  -f  T\  -f  T2  -f  . .  .  -f  T„  _  i , 
F  (tt)<  r  {k)  cos  k  n  -f  ï\  -f  T,  +  . . .  -f  T„. 

Mais  tandis  qu'il  n'est  pas  possible  d'avoir  aisément  une  valeur  ap- 
prochée de  c„,  nous  verrons  dans  la  suite  qu'on  obtient  facilement  une 
valeur  très  approchée  de  an  à  l'aide  du  développement 

an  — m       8  +  405    w  +  5103  w2 - . . . 

(m  =  w  -)-  1  —  /c) 
dont  nous  aurons  à  nous  occuper  dans  la  suite. 

La  comparaison  des  formules  (9)  et  (16)  donne  encore  cette  expres- 
sion de  S  * 

S„  =  (1  —  k)  (2  —  h) .  .  .  (n  —  k)y)(a)  —  r  (k)  cos  k  n. 

En  remarquant  que 

r  {k)  =  (k  —  1)  (k  —  2) . . .  {k  —  n)  r  {k  —  n) 
cos  k  n  =  ( —  l)N  cos  (k  —  n)  n 

il  vient ,  en  introduisant  le  nombre  m  =  n-\-  \  —  k 

(18)  .    .   S„  =  (l  —  k)(2  —  k)...{n  —  A)[v(a)  +  r(l—  m)  cos  m  n"]. 

7.  On  peut  ici  déjà  se  rendre  compte  de  l'avantage  qu'il  y  a  à  sub- 
stituer les  constantes  an  aux  constantes  cn. 

En  effet  les  formules  (15),  (18)  montrent  que  an  s'obtient  comme 
racine  d'une  équation  transcendante  qu'on  peut  écrire 

(19)  .    .  y(t)-\-r(l  —  Wî)cosm7r=-       v.  p.  / dx  =  0 


o 


tandis  que  cn  =  %  (m)  était  racine  de 

fl-m 


v  (0  =  , 

1  —  m 

Comme  on  le  voit  on  peut  considérer  aussi  an  comme  fonction  de  m 
simplement  et  nous  écrirons  an=-X\{m)- 

Les  discontinuités  de  ^  (m)  avaient  leur  origine  dans  ce  fait  que  y  (l) 
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est  une  fonction  discontinue  de  m.  Ici  au  contraire  on  constate  direc- 
tement que 

V  (t)  -f-  r  (  1  —  m)  cos  m  n 

considérée  comme  fonction  de  m,  ne  présente  aucune  discontinuité, 
c'est  même  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan ,  les  disconti- 
nuités polaires  de  v>  (0  et  de  r(l  —  m)cosw7r  se  détruisant. 

Pour  mettre  ce  fait  dans  son  vrai  jour,  posons  pour  simplifier  t  =  1 , 
et  écrivons  a  au  lieu  de  1  —  m,  la  formule  (19)  donnera 

(20)r(a)cosa,=|  +  1^1  +  rTir+-2  +  i:¥73L+_+...  +  G,a) 

(21)     ....    G  (a)  =  —r—± v.  p.  /        ,  dx. 

v    '  v  '  r(l  —  a)      *  J        i—x 

o 

Il  y  a  lieu  de  rapprocher  ce  résultat  du  suivant  qui  est  bien  connu 
et  qu'on  doit  à  M.  Prym 


Q(a)  =  f  xa~1e-xdx. 


i 


La  formule  (21)  ne  définit  la  fonction  G  (a)  que  tant  que  la  partie 

1  x 

réelle  de  a  est  inférieure  à  1,  mais  à  l'aide  de  l'identité  ^ — —  =1  -f 


1  —  x  1  — x 

on  trouve  aussitôt 

(22) G  (a)  =  —  e  +  (1  —  a)  G  (a  —  1). 

Cette  relation  permet  de  calculer  G  (a)  lorsqu'on  connaît  G  (a  —  1)  et 
l'on  peut  continuer  ainsi  la  fonction  G  (a)  dans  tout  le  plan ,  c'est  une 
fonction  qui  est  holomorphe  dans  tout  le  plan,  comme  la  fonction  Q(a) 
de  M.  Prym.  Du  reste  ce  résultat  était  évident  à  priori ,  par  le  théorème 
de  M.  Mittag-Leffler. 


8.     Posons 

00    rrïtl  —  1    ot{\  —  X) 


=  v.  p.  f 


x 


dx 
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l'équation  L  =  0  déterminera  la  valeur  de  an  =  x1{m).  Or  on  trouve 

dm-j-  -c— dt  =  0, 


dm  dt 


'0 


F  1  —  X 


ÖL   _ 

0 


d* 


•r 


xm-xti(l-x)dx. 


On  voit  que  -3       est  négatif,  ~rf  positif  donc 

AL  =  d  &  (m)  >  o. 

dm'       dm 

La  fonction  ^  (m)  est  donc  constamment  croissante,  elle  ne  présente 
aucune  espèce  de  discontinuité. 

Il  nous  reste  à  faire  voir  comment  on  peut  évaluer  avec  une  grande 
approximation  cette  fonction  %x  (m).  Pour  cela  il  est  nécessaire  d'établir 
une  expression  asymptotique  de  S„. 


EXPRESSION    ASYMPTOTIQUE    DE   S„.    CALCUL    DE   a„. 

9.     Notre  point  de  départ  sera  la  formule  (15)  où  nous  posons 

n  —  k  =  m  —  1  =  ju    et    a  =  /u  -f-  r\ 
en  sorte  que 


c.     .    .  ,~  Vr-  g      v»  .  -., 

o»»  =  -^r77 ,— v.  p.  /         — dv 

J  l—v 


V 

OU 


Sn-rfT-Ä)L 


J  l  —  v  '  J       l  —  v 

0  1  +  e 


en  désignant  par  £  une  quantité  positive  et  infiniment  petite. 
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D'après  les  résultats  obtenus  p.  14,  n°  XLIX  on  a  immédiatement 
cette  expression  asymptotique 

,/l  5     4       25    3        1     2  1  25  \  1 

+  U0  '  -  24  *  +  72  *       24  r  +  288  *  +  SÔisj  ?  +  '  '  ' 

On  en  conclut  que  la  valeur  de  j?  qui  donne  S„  =  0,  est  susceptible 
d'un  développement 

dont    on  détermine  les  coefficients  en  substituant   dans   l'expression 
précédente  et  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 

de  — .  Nous  avons  posé  a  =  ^-f",?>  ^a  racine  an  de  l'équation  Sn  =  0 
est  donc  égale  à 

am=p  +  ß0  +  k  +  k  +  ... 

r        r 


ä>  =  4- 


ßi 


i 

3 

8 


ß2  =  - 


405 
184 


25515 
ou ,  en  remplaçant  /u  par  m  —  1 

a  „  =  m  —  1  +  ß0  +  -^-r  +  r-Ä_  -f  . . . 

i    ro    i    m  —  1     '    (m  —  l)2 

Or,  m  étant  un  nombre  très  grand  on   obtient  le  développement 
cherché 

an  =  m-(l  -  ß0)  +  ß~l  +ß-^fi  -\-  . . . 
ru    '    m    '       m2       ' 


ou 


_2_,     _8 1^       _64_     1      , 

a"  ~  m        3   +  405     w  +  5103   m2  +  •  "  ' 


LXXXIV. 

(Article  rédigé  d'après  un  manuscrit  inédit.) 


Sur  certaines  inégalités  dues  à  M.  P.  Tchebychef. 

1.  Dans  le  Journal  de  Liouville  (2e  Série,  t.  19,  1847)  dans  un  mé- 
moire „Sur  les  valeurs  limites  des  intégrales"  M.  Tchebychef  a  énoncé 
sans  démonstration  la  proposition  suivante 

o-  <P(S)  i         r  i        fb     fix)     ,  i» 

„bi  — pr  est  une  des  tractions  convergentes  de  /    —  —  ax,  que  1  on 


a 


trouve  en  développant  cette  expression  en  fraction  continue 


a2z~\-  h  4~  •  •  • 
et  que 

2l  >    ^2  >  •  •  •  >      Zi}    Zi-^-i  f  .  .  .  f      Zn  —  \}Zny---t      Ztn 

soient  les  racines  de  l'équation 

V  (*)  =  <>, 

rangées  suivant  leur  grandeur  :   toutes  les  fois  que  f{x)  reste  positive 
entre  les  limites  z  =  a,  z  =  b,  la  valeur  de  l'intégrale 


fnf{z)dz 


surpasse  la  somme 


si 


y(*t  +  l)  _|_  vfa  +  i)    ,  ,     <p(Zn-2)    ,     <p{zn-\) 

y'tei  +  i)"'    v>'(«l  +  2)        '"        v'(*n-2)       v'(Ä»-i) 

et  reste  au-dessous  de  celle-ci 

f(zi)   ,   <p(si  +  i)  ,         i   y(*n-i)  ,    y  (g»)  " 

y'  (Zl)  t^  +  ,)t,,,t  y'(z»  -l)  ^  V'  (*-)  ' 
M.  Markoff  a  publié  le  premier  une  démonstration  de  ce  théorème  dans 
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le  mémoire  „Sur  certaines  inégalités  de  M.  Tchebychef  "    (Mathema- 
tische An.ialen  ,  t.  24.  1884). 

Ayant  retrouvé  de  mon  côté  et  indépendamment  ce  théorème,  j'en 
ai  donné  aussi  la  démonstration  dans  un  mémoire  „Quelques  recherches 
sur  la  théorie  des  quadratures  dites  mécaniques."  (Annales  de  l'École 
normale,  3e  Série,  t.  1.  1884).  Cette  démonstration  ne  diffère  pas  de 
celle  donnée  par  M.  Markoff,  je  me  propose  maintenant  d'en  présenter 
une  autre. 

2.  Le  principal  fondement  de  la  nouvelle  démonstration  est  le  lemme 
suivant,  qui  certainement  n'est  pas  nouveau,  mais  dont  les  dévelop- 
pements suivants  montreront  mieux  toute  l'utilité. 

Lemme.  „Si  la  fonction  F  (x)  satisfait  aux  m  relations 

rb 

/    xkF{x)dx  =  Oy  k  =  0,  1,2,...,  m—  1 

a 

alors  la  fonction  F(x);  si  elle  n'est  pas  constamment  égale  à  zéro  dans 
l'intervalle  (a,  b),  change  de  signe  au  moins  m  fois  dans  cet  intervalle." 
Il  est  clair  que  F  (x)  change  au  moins  une  fois  de  signe  dans  l'inter- 
valle (a,  b).  Supposons  que  le  nombre  total  l  de  ces  changements  de 
signe  soit  plus  petit  que  m,  donc 

l^l^m  —  1 
il  faut  montrer  que  cela  n'est  pas  possible.  En  effet  soient 

1  J       2  »    '  '  '  '        ' 

les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  F  (x)  change  de  signe ,  et  posons 

f(x)  =  (x  —  xj  {x  —  x2) . . .  {x  —  Xi). 

Il  est  clair  alors  que 

f{x)  F  (x) 

conserve  constamment  le  même  signe  dans  l'intervalle  (a,  b).  Or  f(x) 
étant  un  polynôme  du  degré  w—  1  au  plus,  on  devrait  avoir  d'après 
les  conditions  imposées  à  la  fonction  F  (x) 


ƒ 


f(x)F{x)dx  =  0 


ce  qui  est  impossible.  La  supposition  l  <  m  est  donc  inadmissible  et 
le  lemme  est  démontré. 
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Ce  lemme  se  trouve  déjà  en  germe  dans  une  démonstration  donnée 
par  Legendre  relative  aux  racines  de  l'équation  X,,  =  0. 
On  sait  que 

/     xkXndx  =  0,  k  =  0, 1,2, ...,«—  1 

'—î 

donc  X„  doit  changer  de  signe  au  moins  n  fois  dans  l'intervalle 
( —  1,4"  O-  Mais  XM  étant  un  polynôme  du  degré  n,  on  en  conclut 
que  les  racines  de  Xw  =  0  sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre 
—  1  et  4-1. 

Cette  démonstration  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  de  Legendre, 
mais  en  la  présentant  de  cette  manière ,  on  met  plus  en  évidence  le 
véritable  nerf  du  raisonnement  '). 

Mais  ce  lemme,  nous  allons  le  voir,  conduit  encore  delà  manière 
la  plus  simple  aux  inégalités  de  M.  Tchebychef,  ou  plutôt  aux  sui- 
vantes 

^)  +  -  +  7N>J   f{z)dz 

a 

y'fo)  y>'{xk-i)      J 

a 

dont  le  théorème  de  M.  Tchebychef  est  une  conséquence  directe. 

3.     Pour  simplifier  l'énoncé  de  ces  inégalités  (A)  nous  introduisons 
deux  fonctions  F(x),  G(x)  de  la  manière  suivante. 
Soit  d'abord 


Y{x)=jXf{z)dz 

a 

Ecrivons  pour  simplifier 

A,= 

y  (Xi) 


a  —  x 


-A.  j  —       l  i      \  ^  —   ^1  "!•••!   ^^ 


i)    Soit 

F  (x)  =  c0  X0  +  a  Xi  +  c2  X2  +  . . . 

—  1 gîg  +i 
le  développement  d'une  fonction  quelconque  suivant  les  polynômes  X„,  alors  la  différence 

F  (x)  —  (c0  X0  +  ci  Xi  +  . . .  +  Ch—i  X»  —  i) 
change  de  signe  au  moins  n  fois  dans  l'intervalle  (—  1 ,  +1). 
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et  définissons  maintenant  la  fonction  G  {x)  dans  l'intervalle  (a,  b)  de  la 
façon  suivante  : 

G(o;)  =  0  de  x  =  a        jusqu'à  x  =  xx, 

G(#)  =  A1  de  x  =  xx       jusqu'à  x  =  x2, 

G  (x)  =  Ax  -j-  A2  de  x  =  x2      jusqu'à  x  =  xH , 

? 

G  {x)  =  A:  -+-  A2  +  •  •  •  -f-  A  m  - 1    de  #  =  £w_i  jusqu'à  x  =  xm, 
G  (a;)  =  Ai  -f  A2  +  •  •  •  +  A  m        de  x  =  xm     jusqu'à  x  =  b. 

Il  est  clair  qu'au  lieu  de  (A)  on  peut  écrire  plus  simplement 

(A') G {xk  +  e)  >  F  (xk)  >G(xk  —  £)  k=  1 ,  2, . . . ,  m 

e  étant  une  quantité  positive  et  suffisamment  petite 

F  (x)  est  une  fonction  croissante  ou  mieux  non  décroissante  car  c'est 
ainsi  qu'on  doit  l'entendre  toujours  dans  la  suite.  De  même  G  (x)  est 
une  fonction  croissante  mais  ses  accroissements  se  font  par  des  sauts 
brusques.  Les  valeurs  extrêmes  de  F(x),  G  (x)  sont  les  mêmes,  en 
effet 

F(a)  =  0,     F(b)=Jl'f(z)dz  =  a0 

a 

si  l'on  pose 

(1) ah=jbzkf(z)dz, 

a 

et 

G(a)  =  0,     G(6)  =  A1  +  A2  +  ...  +  Am  =  a0 

car  on  a  comme  Ton  sait 

(2)    .     .     Aiz?4-A2Z2+  ..  ,-\-kmxkm  =  ak  pour  *  =  0, 1,2,  ...,2m—  1. 

4.     Considérons  maintenant  la  fonction 

F  (x)  —  G  (x) 

et  portons  notre  attention  sur  les  changements  de  signe  qu'elle  peut 
avoir  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Un  changement  de  signe  peut  se  produire  soit  pour  une  valeur  de  x 
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pour  laquelle  G  (x)  est  discontinue;  soit  à  l'intérieur  d'un  des  m  -\-  \ 
intervalles 

(a,  x1  —  s), 

{X1  -f-  £ ,   X2        £)  , 

(#2    I    £  »   *^3         f  '  » 


Il  est  clair  que  dans  le  premier  cas,  qui  peut  se  présenter  m  fois  au 
plus,  le  signe  de  F  (a:)  —  G(x)  se  change  de  -f-  en  — ,  car  G(x)  aug- 
mente brusquement  d'une  quantité  finie.  (Nous  supposons  qu'on  fait 
croître  a;  de  a  à  b). 

Au  contraire,  dans  le  second  cas  G  (x)  reste  constant,  tandis  que 
F  (x)  croît  toujours.  Le  signe  —  se  change  donc  en  -f- ,  et  dans  chacun 
des  m  -|-  1  intervalles  un  tel  changement  de  signe  ne  peut  avoir  lieu 
qu'une  fois  au  plus.  Mais  on  constate  que  dans  le  premier  intervalle 
(a,  x1  —  e) 

F  (x)  —  G  (x)  ^  0 

et  dans  le  dernier  (xm  -\-  e,  b) 

F  (x)  —  G  (x)  ^  0. 

Ces  deux  intervalles  ne  fournissent  donc  pas  des  changements  de 
signe,  et  le  second  cas  peut  se  présenter  au  plus  m  —  1  fois 

Le  nombre  total  des  changements  de  signe  dans  l'intervalle  (a,  b)  est 
donc  2m  —  1  au  plus,  et  il  est  toujours  impair  car  vers  la  fin  de  l'in- 
tervalle (a,  xx  —  e)  F  (x)  —  G(x)  est  positif,  et  au  commencement  de 
l'intervalle  (xm-\-e,  b)  F(x)  —  G(x)  est  négatif 

Pour  que  le  nombre  des  variations  de  signe  soit  égal  à  2m  —  1  il  est 
nécessaire  d'après  ce  qui  précède  qu'il  se  produise  un  changement  de 
signe  pour  chacune  des  valeurs  xx ,  x2,  •  ■  • ,  xm,  c'est  dire  qu'on  ait 

(A') G(xk  +  e)>F(xk)>G(xk  —  e)  Ä=l,2,...,m 

et  cette  condition  est  aussi  suffisante ,  car  entre  deux  changements  de 
signe  de  -f-  en  —  il  y  a  nécessairement  un  changement  de  signe  de  — 
en  -\-. 
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5.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  implicitement  que  la 
fonction  F  (x)  est  continue,  comme  cela  arrivera  en  général.  Mais, 
comme  cas  limite,  on  pourrait  discuter  le  cas  que  F  (x)  aussi  comme 
G(x),  présente  des  sauts  brusques.  On  se  convaincra  facilement  que 
les  conclusions  auxquelles  nous  sommes  arrivés  relatives  au  nombre 
des  changements  de  signe  de  F  (x)  —  G  (x)  restent  encore  vraies  dans 
ce  cas. 

6.  Considérons  maintenant  les  intégrales 

j   xk[F(x)  —  Qt(xï]dx. 

a 

Une  intégration  par  parties  donnant 

I  xk  F(x)dx  =  j——xk  +  1F(x)  —  ~  fxkf(x)dx 

il  vient,  en  introduisant  les  quantités  ak  définies  par  la  formule  (1) 

(3) fx*T?mdx=tt°bk+k1-'"'+1. 

a 

Ensuite  d'après  la  définition  même  de  G  (x) 

*b  „fc  +  1  «fc  +  1 


/  xk  G  (x)  dx  =  Ax  —        .      1 


k  +  \  _       k  +  X 


+  (A1  +  A2)  ft+1 

+ 

+  (A1  +  A2  +  ...  +  Aw_i) 


rk  +  1  —<rk  +  l 
•"m  ""m  —  X 


k-\-  1 

bk+\  _  %k+X 

ou  bien 

a 

et  définitivement  en  ayant  égard  aux  formules  (2) 

(4)     .     .      ibxkG(x)dx  =  a°bk+^~^k  +  ]-  k  =  0,  1,2,. ..,2m  — 2. 
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Les  équations  (3)  et  (4)  montrent  que 

/   xk[F(x)  —  G(x)~]dx  =  0.  A  =  0,  1,2,...,  2m  —  2 

a 

On  en  conclut  que  le  nombre  des  changements  de  signe  de  F(x) — G(x) 
dans  l'intervalle  (a,  b)  est  au  moins  égal  à  2  m —  1. 

Mais  nous  venons  de  voir  que  ce  nombre  est  2  m  —  1  ou  plus;  il  est 
donc  exactement  égal  à  2  m  —  1 ,  et  de  là  on  conclut  les  inégalités  (A')» 
qui  sont  équivalentes  aux  inégalités  (A). 

7.     Les  quantités  A»  et  la  fonction  G(x)  dépendent  encore  du  nom- 
bre entier  m.  Pour  mettre  en  évidence  cette  dépendance  nous  écrirons 
maintenant  A™  et  Gm(x)  au  lieu  de  A*  et  G  (x). 
D'après  cela  la  signification  de 

Af1"1"1  i=l,  2,  ...,  m  4-1 

et  de 

Gm  +  l(x) 

est  claire.  Quant  aux  quantités  qui  doivent  remplacer 

X^  y    X2  1    •  •  •  j    Xm 

en  changeant  m  en  m  -|-  1 ,  nous  les  désignerons  par 

3^1  >    3^2  j    •  •  •  5    ^m  4-1' 

On  sait  alors  que 

(5) a  <  x[  <  xi  <  x'2  <  Xi . . .  <  xm  <  x'm  +  i  <  b. 

Au  lieu  des  équations  (4)  nous  aurons 

Ç 'xk G™ (x)dx  =  a°bh '"^r"*-  ft  =  0,l,2,...2w  -2, 


a 


at,bk  +  1  —  al 


f  xkGm  +  l{x)dx=a°      kr"k  +  1  A  =  0,1, 2,... ,2m. 

a 

On  en  conclut  que 

Gm  +  l(x)  —  Gm{x) 

doit  présenter  au  moins  2m  —  1  changements  de  signe  dans  1  intervalle 
(a,  b)  et  ensuite,  exactement  de  la  même  manière  que  tout  à  l'heure 

Gm  (xh  -f  s)  >  Gm  -  »  (xk)  >  Gm  (xk  —  s) 
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ou  bien 

A'/1  +  A?  -f  . . .  +  A?     >  Ar  +  1  -f  A%  +  1  -f  . . .  4-  A?  +  1 

Ar  +  Àf  +  . . .  +  Ar_!<  A? +  1  +  Aor  +  1  +  . . .  +  Aj?+1. 

Ce  sont  les  inégalités  que  j'ai  données  sans  démonstration  dans  les 
Annales  de  l'École  normale  (8e  Série,  t.  2  pag.  184). 

On  remarquera  sans  peine  que ,  dans  ce  raisonnement ,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  s'appuyer  sur  les  inégalités  (5).  Au  contraire,  le  raisonne- 
ment fournit  une  nouvelle  démonstration  de  ces  inégalités. 

8.  Dans  le  mémoire  „Sur  les  valeurs  limites  des  intégrales" 
M.  Tchebychef  a  proposé  une  question  intéressante  relative  à  certains 
maxima  et  minima. 

Plus  tard  il  a  exposé  plus  complètement  les  résultats  qu'il  a  obtenus 
dans  un  mémoire  publié  en  russe  dans  l'appendice  au  tome  51  des  An- 
nales de  l'académie  des  sciences  de  St.  Pétersbourg  (1885).  On  doit  une 
traduction  française  de  ce  mémoire  à  Mme  Kowalevski.  (Acta  mathe- 
matica t.  9.  1886). 

De  son  côté  M.  Markoff  s'est  occupé  de  la  même  question  en  la  gé- 
néralisant encore ,  à  la  suite  de  son  travail  sur  les  inégalités  de 
M.  Tchebychef.  Son  mémoire  „Sur  quelques  applications  des  frac- 
tions continues  algébriques"  (1884)  a  été  publié  en  russe. 

Plus  récemment  M.  Markoff  a  encore  donné  à  sa  solution  plus  de 
généralité  dans  les  Acta  mathematica  t.  9  (1886).  (Sur  une  question  de 
maximum  et  de  minimum  proposée  par  M.  Tchebychef.) 

Pour  compléter  les  renseignements  bibliographiques  sur  cette  ques- 
tion ,  nous  devons  citer  encore  : 

le  livre  de  M.  C.  Possé  „Sur  quelques  applications  des  fractions  con- 
tinues", St.  Pétersbourg  1886  (en  français) ,  où  l'auteur  a  reproduit, 
quant  aux  traits  principaux,  la  solution  donnée  par  M.  Markoff  dans 
son  premier  mémoire  russe, 

et  enfin  l'„Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite  par  M.  Mar- 
koff." (Annales  de  l'École  normale  3e  Série  t.  3.  1886). 
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I. 

M.  E.  F.  van  de  Sande  Bakhuyzen  nous  a  signalé  que  ce  Mémoire,  dont  les 
résultats  avaient  été  obtenus  dès  1875,  fut  publié  en  1876,  par  le  père  de  Stieltjes 
et  à  l'insu  de  ce  dernier  (C). 

II. 
Pour  un  autre  exemple,  on  peut  consulter  Tannery,  Introduction  à  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable,  p.  285.  Dans  son  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de 

Toulouse,  Stieltjes  traitait  l'exemple  simple,  consistant  à  déterminer  /   xmdx, 

a 

en  intercalant  entre  a  et  b  des  moyens  formant  constamment  une  progression 
géométrique  (C). 

Note  de  l'auteur. 

Des  formules  (12)  et  (14)  on  déduit  encore 

y(X-\-\,p)  —  y  (X  .  p)  =  ——-  /  — —dît 

[p,Jo       ï+»-ï 
et 

Lim  y>  (x  .  p)p  -  o  =  x  —  §. 

III. 
Pour  plus  de  développements  voir  N°.  VIII. 

IV. 

Ch.  Hermite,  Sur  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  (J.  Math.  Berlin,  84, 
1878,  70)  (C). 

Rapport  sur  ce  mémoire  par  M.M.  Grinwis  et  Schols  (Amsterdam,  Versl.  K. 
Akad.  Wet.,  Sér.  2,  17,  1882,  206). 

Lettres  2,  3,  4,  5. 

VI. 

G.  Frobenius,  Ueber  die  Leibnitzsche  Reihe  (J.  Math.  Berlin,  89,  1880, 
262—264)  (C). 
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VIII. 
Voir  Bul.  Sei.  math.,  Paris,  Sér.  2,  5,  lre  part.  1881,  157,  181  (C). 
Les  manuscrits  de  Stieltjes,  contiennent  une  suite  de  calculs  sur  différentes 
algorithmes,  p.  e. 


ai=|/— 2                à,  =  Vab 
i/of+èf  .. 


a  -f  b  .        a2  +  W 

2  a-\-b 

a.-*L±h  h  -al±3 

a>2-~~2~  2~~%+"&i 


Lettre  323. 


X. 

Lebesgue,  Suite  des  recherches  sur  les  nombres  p.  51,  52,  Remarque  1° 
(J.  Math.  Paris,  4,  1839)  (C). 

Rapport  sur  ce  mémoire  par  M. M.  Bierens  de  Haan  et  Grinwis  (Amsterdam, 
Versl.  K.  Akad.  Wet.,  Sér.  2,  17,  1882,  331). 

XI. 
Pour  plus  de  développements  voir  N°.  LXIV. 

La  démonstration  de  Stieltjes  a  été  reproduite  par  Tisserand  dans  son  Traité 
de  Mécanique  Céleste  t.  I  p.  448.  Voir  aussi  Poincaré,  Leçons  de  Mécanique  Cé- 
leste T.  2.  lre  Partie  p.  81. 
Lettres  1,  6. 

XII. 
Lettres  6,  7,  9. 

XV. 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  E.  F.  van  de  Sande  Bakhuyzen  par  Stieltjes. 

(Traduction). 

Paris  10  Dec.  1885. 
Si  je  ne  me  trompe  Jordan's  Taschenbuch  der  praktischen  Géométrie  est  en  votre 
possession.   C'est  pourquoi  je  vous  prie  de  vouloir  m'informer  si  dans  ce  livre, 
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c 

X 


■ç 


*? 


en  traitant  du  problème  de  Pothenot  on  a  déjà  donné  un  critère  pour  la  possi- 
bilité de  ce  problème.  Il  parait  que  Gauss  a  remarqué  le  premier  que  le  problème 
n'est  pas  toujours  possible  ;  mais  quoiqu'il  en  parle  dans  sa  correspondance  avec 
Schumacher  III  p.  46 — 50,  il  ne  donne  point  de  critère.  Dans  son  Handbuch 

der  Vermessungskunde  I 
p  321  2ième  Ed.  Jordan, 
en  traitant  de  cette  ques- 
tion donne  un  critère  bien 
simple.  Malheureusement 
ce  critère  est  inexact.  Pour  s'en  convaincre  on  n'a  qu'a  con- 
sidérer l'exemple  suivant.  Soit  Px  P2P3  un  triangle  équilatéral, 
a  =  1°,  ß  =  170°  ;  dans  ce  cas  y  =  60°  et  a  -f  ß  -f  y  <  360° 
et  pourtant  le  problème  est  impossible.  En  effet  d'après  la 
valeur  de  a,  P  serait  situé  sur  une  circonférence  C  de  rayon 
très  grand  et  d'après  la  valeur  de  ß  sur  une  circonférence  C1. 
Ces  circonférences  ne  se  couperont  à  l'exception  du  point  P2  qu'en  un  point  P' 
qui  ne  convient  pas,  mais  qui  correspond  avec  la  direction  PPg  opposée  à  la 
direction  donnée  PP3.  Je  n'ai  pu  trouver  nullepart  le  critère  exact;  et  s'il  n'est 
pas  connu  je  voudrais  bien  le  donner  dans  une  communication  à  l'Académie  des 
Sciences. 

XVI. 

Lebesgue,  Suite  des  recherches  sur  les  nombres  p.  51,  52,  Remarque  1°  (J. 
Math.,  Paris,  4,  1839)  (C). 
Lettre  9. 

XVII. 

Voir  une  note  de  M.  E.  Cesaro.  Sur  un  théorème  de  M.  Stieltjes  (Paris,  C.-R. 
Acad.  Sei.,  96,  1883,  1029—1031). 
Lettres  10,  11. 

XVIII. 

Cette  note  dépassant  la  limite  réglementaire  de  trois  pages  d'impression  a  été 
divisée  en  deux  parties,  de  sorte  que  cette  note  n'est  que  la  première  partie  et  le 
N°.  XIX  la  seconde  partie  de  la  note  originale. 

Lettre  19. 

XIX. 
Lettres  13,  14. 

XX. 
Lettres  19—25. 

XXI. 
Lettres  14—17,  27,  28. 
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XXII. 
Lettres  33,  35—39. 

XXIII. 
Lettre  41. 

XXIV. 

A.  Hurwitz,  Sur  la  décomposition  des  nombres  en  cinq  carrés  (Paris,  C.-R. 

Acad.  Sei.,  98,  1884,  504)  (C). 

Lettre  41. 

XXV. 

G.  Oltramare,  Sur  la  transformation  des  formes  linéaires  des  nombres  premiers 

en  formes  quadratiques  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.,  87,  1878,  734)  (C). 

p.  339.  Cette  autre  démonstration  a  été  donnée  par  l'auteur  N°  X  p.  274  de 

ce  recueil. 

XXVI. 

Ici   l'auteur    rencontre    un    théorème   d'Algèbre    qu'il    a   développé  dans  le 

N°  XXXVIII. 

XXVII. 

La  note  de  M.  Hurwitz  se  trouve  aux  C.-R.  Acad.  Sei.  98,  1884,  504  et  l'ar- 
ticle de  M.  Liou ville  dans  le  J.  Math.  Paris,  Sér.  2,  4,  1859. 

Lettres  8,  42,  47. 

XXVIII. 

Voir  E.  Borel  et  J.  Drach,  Introduction  à  l'étude  de  la  théorie  des  nombres  et 
de  l'Algèbre  supérieure,  p.  85  et  suivantes  (C). 

XXIX. 
F.  Lindemann,  Ueber  die  Differentialgleichung  der  Functionen  des  elliptischen 
Cylinders  (Math.  Ann.,  Leipzig,  22,  1883,  117)  (C). 

XXXI. 

Tchebychef,  Sur  les  valeurs  limites  des  intégrales  (J.  Math.  Paris,  Sér.  2,  19, 
1874,  137)  (C). 

A.  Markoff,  Démonstration  de  certaines  inégalités  de  M.  Tchebychef  (Math. 
Ann.,  Leipzig,  24,  1884,  172)  (C). 

Voir  plus  loin  la  Note  à  l'occasion  de  la  réclamation  de  M.  Markoff  (N° 

XXXVII)  (C). 

Lettres  48—53. 

XXXII. 

Le  lecteur  pourra  se  reporter  à  la  fin  de  la  page  497  du  Mémoire  :  Recherches 
sur  les  fractions  continues  (N°  LXXXI)  (C). 

Les  inégalités  (1)  se  déduisent  des  équations  (4)  du  N"  XXXI  p.  388  de  ce 

recueil. 
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XXXIV. 

Ce  travail  a  un  rapport  intime  avec  les  recherches  de  M.  A.  Markoff,  Sur  une 
question  de  maximum  et  de  minimum  proposée  par  M.  Tchebychef  (Acta  Math., 
Stockholm,  9,  1886,  57)  (C). 

On  trouvera  dans  le  Traité  de  Mécanique  céleste  de  M.  Tisserand  (t.  II,  p.  227 
et  suivantes)  une  démonstration  due  à  M.  Radau,  de  quelques-uns  des  résultats 
de  Stieltjes  (C). 

Rapport  sur  ce  Mémoire  par  M. M.  Kamerlingh  Onnes  et  D.  J.  Korteweg 
(Amsterdam,  Versl   K.  Akad.  Wet.,  Sér.  3,  1,  1881,  268—271). 

XXXVIII. 

E.  Netto,  Ueber  orthogonale  Substitutionen  (Acta  Math.,  Stockholm,  9,  1887, 
295 — 300).  Zur  Theorie  der  orthogonalen  Determinanten  (Acta  Math.,  Stock- 
holm, 19,  1895,  105— 114)  (C). 

H.  Taber.  On  a  Twofold  Generalization  of  Stieltjes'  Theorem  (London,  Proc. 

Math.  Soc,  27,  1896,  613—621). 

Lettres  61—63. 

XXXIX. 

F.  Klein,  Ueber  Lamé'sche  Functionen  (Math.  Ann.  Leipzig,  18,  1881,  237). 
Heine,  Traité  des  fonctions  sphériques  2e  édition,  t.  I,  p.  472  et  suivantes  (C). 

G.  Polya.  Sur  un  théorème  de  Stieltjes  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.  155,  1912,  767). 
E.   B.  van  Vleck.  On  the  polynomials  of  Stieltjes  (New  York,  Bul.  Amer. 

Math.  Soc,  Sér.  2,  4,  1898,  426—438). 
Lettres  64—66,  347. 

XL. 

Les  polynômes  U „,  sont  ceux  que  Hermite  a  rencontrés  en  cherchant  la  dérivée 

wième  de  la  fonction  e~  2  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.  58,  1864,  93,  266). 
Lettre  66. 

XLI. 
Lettre  67. 

XLII. 

G.  Darboux,  Sur  la  série  de  Laplace  (Paris  C.-R.  Acad.  Sei.,  68,  1869,  324)  (C). 
Note  de  l'auteur. 

Soit  AX>  =  A,  +  A,  ^  +  A^j  +  ... 

Multipliez  par  <pm  (X),  différentiez  m  fois  par  rapport  à  X;  puis  posez  X  =  x. 
Il  vient  ainsi 

l         Dmf(x)<pm(x)  =  A()Dm(pm(x)4-mA,Dm-1(pm~1(x)4- 
/i\  i  x  x  x 

1  '  |  +  m(m  —  l)A,D™-2(p™--(x)-\-...  +  m(m  —  1) . . .  2  . 1  AM. 
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Multipliez  par  m<pm~*  (X)  <p'  (X),  dififérentiez  m—\  fois  par  rapport  à  X,  puis 
posez  X  =  x,  il  vient 

4-  A2  m  (m  -  l)  (m  —  2)  D';<  -  -  <p™  -  V  -f . . .  +  am_!  m  (m  -  1) . . .  2 . 1 <p' 
ou 

I  D»-1!»^-!  (z)  ç>'  (x)f(x)  =  Aq  D™  ç>m  -f  w  Aj  D™~  V' _1  -f 
I  -f  m  (m  —  1)  A2  D™-2  «p»»-*  -f- . . .  -f  m  (m  —  1) . . .  2  AMI  _  ,D  r  <p. 
En  retranchant  les  deux  équations  (1)  et  (2)  on  obtient 

1 .  2  .  3  ...  m  Am  =  D™f{x)  <pm  (x)  —  D™  - 1  m <pm  - 1  (x)  >/>'  (x)  f(x) 
ou 

1 .  2 . 3 . . .  m  Am  =  D™-V'  (x)  <?<w  {x,. 

XLIII. 

Au  sujet  de  l'origine  de  cette  intégrale,  on  pourra  lire  par  exemple,  dans  le 
Bulletin  astronomique  (t.  II,  p.  573  et  suivantes),  l'analyse,  faite  par  M.  Radau, 
d'un  Mémoire  de  M.  Schols.  (C). 

XLIV. 
Ch.  Hermite.  Note  au  sujet  de  la  communication  de  M.  Stieltjes  „Sur  une  fonc- 
tion uniforme".  (Paris,  C.-R.,  Acad.  Sei.  101,  1885,  112—115)  (C). 

fin) 


Dans  son   raisonnement  sur  la  convergence  de  la   série    1  :  4  (s)  =  N 


ns 


pour   s  >  |    Stieltjes   admet   sans   démonstration,    d'après   la    lettre    79,    que 

giß  =m>+m^,+A<»)  reste  comprjse  entre  deux  ljmites  ta  0„ 

V  u  Vu 

trouve  dans  les  papiers  laissés  par  Stieltjes  un  table  de  g  (n)  pour  les  valeurs  1 
jusqu'à  1200,  2000  jusqu'à  2100  et  6000  jusqu'à  6100.  Apparemment  l'hypothèse 
de  Stieltjes  s'est  fondée  sur  l'examen  de  cette  table. 

Voir  aussi  R.  Daublebsky  von  Sterneck  Empirische  Untersuchung  über  den 
Verlauf  der  zahlentheoretischen  Function  o  (ri)  (Wien  Sitz.  Ber.  Ak.  Wiss.  106 

&  110). 

XLV. 

E.  Cahen.  Sur  un  théorème  de  M.  Stieltjes  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.,  116,  1893, 
490). 

Pour  le  théorème  II  on  peut  consulter  le  N"  LIV. 
Le  résultat  cité  de  Dirichlet  contient  un  signe  fautif;  en  effet 
ƒ(!)  +  /•  (2)  -f..  ,+f(n)  —  n  log  n  —  (2C  —  \)n 

Vn 
reste  comprise  entre  deux  limites  finies  (Dirichlet,  Abh.  Berl.  Ak.  1849,  73). 
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XLVI. 

Pour  plus  de  développements  on  peut  consulter  la  lettre  86  où  la  première 
formule  (y')  de  III  est  démontrée  au  moyen  des  propriétés  fondamentales  de  la 
fonction  (9  et  des  sommes  de  Gauss. 

Voir  aussi  Appendice,  lettre  3. 

XL  VII. 

La  communication  de  Septembre  1885  est  reproduite  dans  le  N°  XLVI  de  la 
présente  édition. 

Lettre  84,  ou  l'on  voit  comment  l'auteur  obtient  les  formules  (C)  et  (D). 

Lettres  85,  86. 

Voir  aussi  Appendice,  lettre  3. 

XLVIII. 
Lettres  93,  94. 

XLIX. 
Thèse  de  doctorat. 
Lettres  88—90,  92. 

L. 

La  thèse  de  doctorat,  citée  par  l'auteur  p.  64  est  le  Nu  XLIX  de  ce  recueil. 

LI. 
Lettre  99. 

LU. 

H.  Bruns,  Zur  Theorie  der  Kugelfunctionen  (J.  Math  ,  Berlin,  90, 1881,322)(C). 
A.  Markoff,  Sur  les  racines  de  certaines  équations  (Math.  Ann.,  Leipzig,  27, 
1886,  177)  (C). 
Lettres  104,  106. 

LUI. 
Lettres  101,  102. 

LIV. 

D'après  1'Encyclopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  I.  1.  p.  96  ce 
théorème  a  été  démontré  antérieurement  par  F.  MertenS'(J.  Math.,  Berlin,  79, 
1875,  182)  et  par  W.  V.  Jensen  (Nouv.  Corr.  math.,  1879,  430). 

LVI. 
Voir  N°  XLVIII  de  ce  recueil. 

LVII. 

H.  A.  Schwarz,  Verallgemeinerung  eines  analytischen  Fundamentalsatzes 
(Ann.  mat.,  Milano,  Sér.  2,  10,  1881,  129)  (C). 
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LIX. 

La  proposition  de  cette  note  se  relie  à  des  recherches  précédentes  (N°  XVIII, 
XIX,  XXXI)  (C). 

LX. 

Richelot,  Einige  Bemerkungen  zum  Eulerschen   Additionstheorem  der  ellip- 
tischen Integrale  (J.  Math  ,  Berlin,  44,  1852,  277)  (C). 
Voir  N°  LXI,  LXII,  LXIII  de  ce  recueil. 
Lettre  130. 

LXIII. 

Ch.  Hermite,  Sur  la  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées 
(J.  Math.,  Berlin,  52,  1856,  1—38)  (C). 
Lettres  120—125. 

LXIV. 
Lettres  133,  171. 

Lettres  177,  184. 
Lettres  222,  223. 
Lettres  180,  194,  196—198. 
Lettres  185,  187. 
Lettres  200. 

Note  de  l'auteur. 

y2w  +  1(à-f-ai)  =  (-l)»  +  i 
2  n  -f  1  2  n 

P2»(|  -f  öu)_(—  \)ni 


LXV. 
LXVI. 
LXVII. 
LXVIII. 
LXIX. 
LXX. 


u2n  log 


n  2n     J 


0 

oo 


(l  —  C-2-Tt<)2 


d  u 


H 


2m  — l 


log 


1  -J-  g— 2;t(m  — a) 


d?< 


1  _|_  g— 2n{u  +  a) 

0 

/u       /       n„-io(r2w+1))sin(2^&)   ,   sin(4rçô)       sin(6*ô)   ,         ( 
9'2n(oj  —  (—  Jj  (2?i)2n+rr       1  22w  +  1      '      3-"  +  1      '•••( 

/m      ,      .,„_,  or(2n+l)j  1-^2^6)  ,l-œs(4«6_),l_-cos(67r6) 
<P2n+iio)  — (— l)  (2?i)2n+2  /  1  '        22w  +  l        '        32»+2       "r 

Og&gl. 
Dans  les  manuscrits  de  Stieltjes  se  trouve  encore  une  autre  application  des 
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/oo  ci«  f  /•»  ros  / 

1^1  d  t  et  /"(«)  =  /     ~-  d  t,  il  ob- 
z  -\- 1  J      z  -j- 1 

o  o 

tient  respectivement 

0  0 

que  l'on  rencontre  dans  la  lettre  157. 

On  trouve  dans  ce  mémoire  l'origine  de  quelques  fractions  continues  insérées 
dans  le  mémoire  LXXXI. 

LXXI. 

Ch.  Hermite,  Sur  la  fonction  exponentielle  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.  77,  1873, 
18,  74,  226,  285)  (C). 
Lettre  238. 

LXXII. 

Pour  plus  de  développements  on  peut  consulter  N°  LXXIII. 
Lettres  55,  56,  250,  251,  254,  255. 

LXXIII. 

G.  Darboux,  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  très  grands  nombres 
et  sur  une  classe  étendue  de  développements  en  série  (J.  Math.,  Paris,  Sér.  3,  4, 
1878,  5)  (C). 

Lettres  257—262. 

LXXIV. 

Ch.  Hermite,  Sur  les  racines  de  la  fonction  sphérique  de  seconde  espèce  (Ann. 
Fac.  Sei.,  Toulouse,  4,  1890,  I,  1)  (C). 
Lettres  272—274. 

LXXV. 

/»00 

Ch.  Méray,  Valeur  de  l'intégrale  défini  /    e~x*  dx  déduite  de  la  formule  de 

o 
Wallis  (Bul.  Sei.  Math.,  Paris,  Sér.  2,  12,  1888,  Ire  Part.  174)  (C). 

LXXVI. 

Ce  mémoire  a  été  édité  à  part  sous  le  titre  :  Essai  sur  la  Théorie  des  Nombres  ; 
premiers  éléments  ;  sur  la  divisibilité  des  nombres.  Des  congruences.  Equations 
linéaires  indéterminées.  Systèmes  de  congruences  linéaires  (Paris,  Gauthier — 
Villars  et  fils,  1895). 

M.  J.  Perott  a  donné  une  analyse  du  premier  chapitre  (Bul.  Amer.  Math.  Soc, 
1,  1895,  217—232). 
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LXXVIII. 
Ch.  Hermite,  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  p.  116,  4'^e  édition, 
1891  (C). 

Voir  N°  LXXXI  p.  556. 
Lettre  297. 

LXXIX. 

Pour  plus  de  développements  voir  N"  LXXXI. 

LXXX. 

Cette  note  est  un  extrait  du  mémoire  N°  LXXXI  par  l'auteur. 

LXXXI. 

Rapport  sur  ce  mémoire  par  M.  H.  Poincaré  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.  119, 
1894,  630—632). 

Ce  mémoire  a  été  inséré  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers  T.  32  N°  2. 

H.  Lebesgue,   Sur  intégrale  de  Stieltjes  et  sur  les  opérations  fonctionnelles 
linéaires  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.  150,  1910,  86—88). 

H.  Padé,  Sur  la  fraction  continue  de  Stieltjes  (Paris,  C.-R.  Acad.  Sei.  132, 
1901,911—912). 

A.  Adamow,  Beweis  eines  Satzes  von  Stieltjes  (Kazanï,  Izv.  fiz.-mat.  Obïc,  Sér. 
2.  11,  N°  1,  1901,  ]— 12). 

Lettres  172,  173,  178,  194,  196—198,  325,  329,  349,  351—353,  385,  387—389, 

396,  399,  400,  422,  426. 

LXXXII. 
Lettres  130,  221. 

LXXXIII. 
Lettre  286. 

LXXXIV. 

Voir  le  N°  XXXVII  de  ce  recueil. 
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